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Résumé

Nous avons étudié les réalisations symplectiques (canoniques) des groupes de Poincaré
P(n+1) versus les groupes Para-Poincaré Py(n+1), n = 1,2. Cette étude est faite pour
la premiere fois dans la littérature. NGENDAKUMANA et ses coauteurs [15] ont étudié
les réalisations symplectiques des groupes de Galilée versus Para-Galilée. En dimension
deux d’espace (n = 2),nous sommes arrivés aux mémes structures symplectiques non-
commutatives o = dr A dq' — e* B*dm; A dmy pour Poincaré ( Galilée pour [15])et

o = dp; A dq' + eBdq' A dg? pour Para-Poincaré (Para-Galilée pour [15])

Abstract

We have studied the symplectic (canonical) realizations of the Poincaré group P(n + 1)
versus Para-Poincaré groups Py(n+1), n = 1,2. This study is done for the first time in the
literature. NGENDAKUMANA and her coauthors [I5] studied the symplectic realizations
of Galileo versus Para-Galileo groups. In dimension two of space (n = 2), we arrived at the
same non-commutative symplectic structures o = dr A dq* — e*B*dm; A dmy for Poincaré
(Galilei for [15]) and o = dp; A dq' + eBdg* A dg* for Para-Poincaré (Para-Galilei for [15])
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Introduction générale

La théorie des groupes et algebres de Lie commence a la fin du 19eme siecle avec les tra-
vaux du mathématicien norvégien Sophus Lie (originellement comme une version pour les
équations différentielles). Elle a connu de nombreuses ramifications (géométries non eu-
clidiennes, espaces homogenes, analyse harmonique, théorie des représentations, groupes
algébriques, groupes quantiques,...) et reste encore tres active.

Par ailleurs, ces résultats interviennent aussi dans des branches a priori plus éloignées des
mathématiques : en théorie des nombres, par le truchement des “formes automorphes” et
en physique théorique, notamment dans la physique des particules ou la relativité générale
ol les exemples de groupes de Lie abondent et sont fondamentaux.

Les groupes de Lie sont en correspondance avec les algebres de Lie, une notion plus
algébrique, tres utile pour classifier les groupes de Lie et leurs représentations, mais qui a
aussi son propre intérét et applications que ce soit en mathématique ou physique.

Un groupe de Lie (complexe) est une variété différentiable munie d’une structure de groupe
telles que les applications produit et inverse soient analytiques(ou différentiables).

La géométrie symplectique a été découverte par Joseph Louis Lagrange (1736-1813) vers
1780, lorsqu’il a eu I'idée de considérer les éléments orbitaux des planetes du systeéme solaire
non plus comme des constantes, mais comme des variables, et qu’il a défini le crochet de
deux éléments orbitaux. Son développement a été, pendant pres de deux siecles, étroitement
lié a ceux de la Mécanique analytique et de la Mécanique céleste, avec des contributions ma-
jeures de William Rowan Hamilton (1805-1865), Siméon Denis Poisson (1781-1840), Carl
Jacobi (1804-1851), Gaston Darboux (1842-1917), Sophus Lie (1842-1899), Henri Poincaré
(1854-1912), Elie Cartan (1869-1951), Constantin Carathéodory (1873-1950), Carl Ludwig
Siegel (1896-1912), Andrei Kolmogorov (1903-1987), André Lichnerowicz (1915-1998),.. ..

Depuis 1970, Jean Marie Souriau a introduit la mécanique symplectique. Depuis ses dis-
ciples ont construit des variétés symplectiques a partir de groupes de Lie, les orbites de
I’action coadjointe. Une action d’un groupe de Lie sur une variété symplectique conservant
la forme symplectique est dite réalisation symplectique ou action canonique. Les réalisations
symplectiques de groupes de Lie, des groupes cinématiques en particulier, ont été étudiées
par plusieurs auteurs. C’est le cas des groupe de de Sitter, de Newton-Hooke, de Galilée,
de Poincaré, de Carroll, de Para-Galilée. C’est dans ce cadre que se situe notre travail.



Notre objectif principal est d’établir les réalisations symplectiques (canoniques) des groupes
de Poincaré et Para-Poincaré en dimension une et deux d’espace qui n’ont pas encore été
étudiés.

Alinsi, ce travail est subdivisé en quatre chapitres. Le premier chapitre introduit les réalisations
(actions) symplectiques (canoniques) de groupes de Lie, notamment sur les orbites coad-
jointes de groupes de Lie. Le deuxieme chapitre introduit les groupes de Poincaré et Para-
Poincaré qui sont des groupes cinématiques. Le troisieme chapitre et le quatrieme chapitre
étudient les réalisations symplectiques des groupes de Poincaré et Para-Poincaré en une
dimension et en deux dimensions d’espace.



Chapitre 1

Actions symplectiques de groupes de
Lie

1.1 Espaces vectoriels symplectiques

Un espace vectoriel symplectique (M, o) [4], [0, 10, 12] est un espace vectoriel M muni d’'une
forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée o. On vérifie facilement qu’un espace vec-
toriel symplectique est donc de dimension paire notée 2n.

Si (e1,...,e2,) une base de M et (e!,...,e*) est la base duale correspondante, alors
oij = o(e;, e;) sont les éléments matriciels de la matrice (2 représentant o. Notons que son
inverse a pour composantes 0¥/ tel que 009" = §F.

Une base (e1,...,e,; f1y. .., f™) de M est dite canonique si o (e;, ;) = o(f?, f7) = 0,0(ei, f7) =
5{ . Dans une telle base, la structure symplectique identifie (f*,..., f*) a la base duale de
(€1,...,en) et les coordonnées (q',...,¢", p1,...,pn) telles que M > x = e;q" + p;f* sont
dites canoniques.

L’exemple standard d'un espace vectoriel symplectique est R** muni de la forme sym-
plectique o représentée par la matrice :
0 I,
I, 0

1.2 Variétés symplectiques

Une variété symplectique (M, o) [4], 9] 10 [12] est une variété différentiable M munie d’une
2-forme différentielle o telle que
e pour tout z € M, la forme o, telle que 0,(y) = o(z,y), est non-dégénérée (c’est-a-
dire partout de rang égal a la dimension de M) ;
e 0 est fermée (c’est-a-dire do = 0)



Soient (Mj,01) et (Msy,09) deux variétés symplectiques. Une application ¢ : M; — M,
est dite symplectique si p*os = ;. Une application symplectique inversible est appelée
un symplectomorphisme. S’il existe un symplectomorphisme ¢ : M; — My, on dit que
(M, 01) et (My, 09) sont symplectomorphes.

L’espace R?" muni de la 2-forme différentielle o = dg¢* A dp; ou ¢*,...,q", p1,...,pn sont
les coordonnées usuelles de R?" est un exemple de variété symplectique.

Un théoreme de Darboux dit que si M est une variété symplectique munie d’une 2-
forme différentielle o, alors il existe autour de chaque point de M des coordonnées locales
qt,. ... q"p1,...,pn telle que o = dp; A dqg'.

Une variété symplectique (M, o) est dite exacte si la classe de cohomologie de o est triviale,
c’est-a-dire s’il existe globalement une 1-forme différentielle \ telle que o = dA. On dit que
A est un potentiel de o.

1.3 Dérivée de Lie et produit intérieur

La dérivée de Lie d'une k-forme différentielle o par rapport a X est la k-forme différentielle
définie par

LXJ:d—CI):J
" Bo(®(0) - o) (11)
= Jim — 0P P pem
t—0 t

ou ®,(x)) la position de = apres un déplacement d'une durée t € R.

Le produit intérieur d’une k-forme différentielle o par un champ de vecteurs X sur une
variété différentiable M est une (k — 1)-forme différentielle, notée ixo , définie par

(Z'XO')(Xla-'-anfl) :O'<X,X1,...,Xk,1), (12)
ou Xy,...,X_1 sont des champs de vecteurs.

Soit o une 2-forme différentielle. La régularité de o (c’est-a-dire det(oq) # 0, dim(M) =
2n) permet de définir I'isomorphisme «, : T,M — T M entre l'espace tangent en p a M
et l'espace cotangent en p a M tel que o, (X) = X0 = ixo et que (0, (X),Y) = 0,(X,Y).
La 1-forme ixo est dite contraction de o par X ou produit intérieur de X et o.

0 1
Notons que si X = X“a— et o0 = §abcda:b A dx¢, alors (X 10). = X%0ge.
x(l



1.4 Algebre de Lie (C*(M,R),{.,.})

, OH 0H . .
En coordonnées de Darboux , on a 0 = dp; A dq¢* et dH = a—dpi + qul. Le champ
Pi q

de vecteur hamiltonien Xy associé a une fonction hamiltonienne H € C*°(M,R) tel que

Xygoo = —dH est
_0H 0 0OH 0

T bp; 0¢8  dq' dp;

et partant

OH 0f OH Of
X = - — =

u(f) Ip; 0 Oq* Op;

ou {H, f} est appelé le crochet de Poisson de H et f.

On vérifie que le crochet de Poisson
1) est bilinéaire :

{af + Bg,ah + bk} = aa{f, h} + ab{f, k} + Ba{g, h} + Bb{g, k}

2) est antisymétrique :

{H, [}

3) satisfait l'identité de Jacobi :

{4901} +4g.4h f1} +{h. {f, 93} =0

4) satisfait 'identité de Leibniz

{frgh}y ={f,g}h +g{f,h}
Va, B,a,b € R, f,g,h, k € C(M,R)

Les trois premieres font de (C*°(M,R),{.,.}) une algebre de Lie. Si en plus la quatrieme
est satisfaite, on obtient une algebre de Poisson.

1.5 Algebre de Lie des champs de vecteurs (F(M), ., .])

Nous distinguons les champs de vecteurs [9] en champs de vecteurs localement hamilto-
niens et globalement hamiltoniens sur une variété symplectique (M, o). Notons par F (M)
I'espace des champs de vecteurs définis sur (M, o). On vérifie que F(M) muni du commu-
tateur [X,Y] =X oY — Y o X est une algebre de Lie.

Un champ de vecteurs X € F(M) est dit localement hamiltonien si X 1o est fermée
(c’est-a-dire d(X so) = 0). Leur ensemble est noté Hamgy(M).

Un champ de vecteurs X € F(M) est dit globalement hamiltonien ou tout simplement
hamiltonien si X 1o est exacte (c’est-a-dire X so = —df). Leur ensemble est noté Ham(M).



On a donc que Hamo(M) = {X € F(M) : d(Xu0) = 0} et Ham(M) = {X € F(M) :
X0 = —df}.

Comme toute forme exacte est fermée, on a que Ham(M) C Hamg(M), ainsi un champ
de vecteurs hamiltoniens est automatiquement localement hamiltoniens et on a que
[Hamo(M), Hamo(M)] = Ham(M).

En effet supposons que X,Y € Hamy(M). Comme on sait que V5 € APM, XY € F(M),

XiLyB — Ly (X 18) = [X,Y].8

on a que
XJLyO' - Ly(XJO') = [X, Y]_IO'

Mais on sait aussi que (identité d’homotopie de Cartan)
Lyo =Y ido + d(Y Jo)
Le fait que Y € Hamo(M) et que o est fermée entrainent alors que
—Ly(Xi0) =[X,Y]s0
L’ identité d’homotopie de cartan implique que
(X, Y]io ==Y id(Xuo) —d(Y(Xi0)) = —do(X,Y)
et le fait que X € Hamy(M) entraine alors que
[X,Y]io = —do(X,Y)

et partant
[(X,Y] € Ham(M)

Finalement,
[Hamo (M), Hamo(M)] C Ham(M)

La sous-algebre des champs de vecteurs hamiltoniens est donc I'algebre dérivée de celle des
champs de vecteurs localement hamiltoniens.

1.6 Actions symplectiques d’un groupe de Lie
Soit (M, o) est une variété symplectique et soit G' un groupe de Lie. L’application
¢ G — Aut(M)

qui associe a tout g € G un automorphisme ¢, de M est appelé un symplectomorphisme
si [16]
o =0,Vg€G



Cette application est aussi appelée réalisation symplectique de G sur (M, o).

Si X € G et si degpux) est un symplectomorphisme de (M, o), alors X est un champ
de vecteur localement hamiltonien, élément de Hamg(M). En effet, le fait que ¢ezpex) est
un symplectomorphisme de (M, o) signifie que ¢pr(t )0 =0. Il suit que Lxo = 0. Donc
ix0o est fermée, qui signifie que X est localement hamiltonien. Comme un champ de vecteur
hamiltonien est localement hamiltonien, nous pouvons conclure qu’a un champ de vecteur
hamiltonien correspond une réalisation symplectique.

Les orbites coadjointes que nous introduisons ci-dessous sont des exemples de variétés
symplectiques naturellement construites sur un groupe de Lie et sur lesquelles un groupe
de Lie agit naturellement canoniquement.
Un champ vectoriel X hamiltonien est également appelé symplectique car il définit un
automorphisme infinitésimal de (M, o). En d’autres termes, le flux généré sur M par un
champ vectoriel symplectique est constitué de transformations canoniques de M.
De maniere équivalente X;(g) = {f, g} et les équations d’évolution sous le flux @eyp(sx )
sur M généré par X; sont
dz*
ds

qui sont exactement les équations de Hamilton habituelles lorsque f est I’énergie et s est
le temps.

= Xy (2")

1.7 Reéalisations symplectiques de groupes de Lie

1.7.1 Structure de Lie-Poisson

Soient G un groupe de Lie et G son algebre de Lie définie par les constantes de structures
C’fj a partir du crochet

[Xi, Xj] = X, Cf; (1.3)

oui,j,k=12,....dim(G) et (X;) est la base de G [16].
Ces constantes de structures satisfont les propriétés suivantes :

e 'antisymétrie :
E k
e l'identité de Jacobi :

CLCh +CLCr + CLCr =0 (1.5)

ir~jk



1.7.2 Forme de Kirillov

L’algebre de Lie G et son dual G* sont des espaces vectoriels naturellement associés au
groupe de Lie G et de méme dimension que G, on prend G* pour M (un espace vectoriel)
et dans ce cas K;j(a) = —akaj sont les éléments matriciels d'une forme appelée forme de
Kirillov ou forme de Kirillov-Konstant-Souriau(KKS) [16].

Soit M un espace vectoriel de méme dimension que G. Si (a;) est une base de M, nous
associons a chaque a € M la matrice définie par :

Kii(a) = —akaj (1.6)

Comme C’fj = —Ck

il suit que

Kij(a) = —Kji(a) (1.7)
Nous définissons une application

{,.}: C®(M,R) x C®(M,R) — C*(M,R)
(fi9) ~{f 9}

par

af Og
On vérifie que c’est un crochet de Poisson.

Comme le crochet de Poisson ci-haut est défini par les constantes de structures de 'algebre
de Lie G, nous I’appelons crochet de Lie-Poisson encore connu comme le crochet de Kirillov-
Konstant-Souriau (KKS).

Ainsi, (C*(M,R),{.,.}) est une algebre de Lie dite algebre de Lie-Poisson.

1.7.3 Orbite coadjointe

Soit G un groupe de Lie et G son algebre de Lie. Soit Ad : G — Aut(G) la représentation
adjointe de G sur son algebre de Lie G tel I'automorphisme Ad, associé a g € G est défini
par [16]

Ady(X) =gXg ', X €g
Si G* est le dual de G, il est bien connu que 'action coadjointe de G sur G*
Ad* : G* x G — R est défini comme le dual de I'application Ad :

(Adja, X) = (o, Ady-1 X),a € G

ol nous avons noté l'appariement entre G et G* comme (., .).



Alors pour un élément donné o € G*, les orbites coadjointes a travers a sont obtenues
comme les images de I'application :
9 — Ad,

ou la notation usuelle est
On = {Adj(a),a € G*,g € G}

Considérons maintenant une dérivée(push-forward) de Ad*. Celle-ci peut étre définie comme
le dual de la dérivée de Ad. Elle est normalement notée ad et elle définit une application :

(Ady)s =adx : G —G
telle que
adxY = [X,Y]

ou par X nous avons noté I’élément de 1’algebre de Lie correspondant a g € G.
Similairement, nous définissons ad* comme la dérivée de I'application Ad* c¢’est-a-dire :

(Ad3), = ad’
tel que
(ady(a),Y) = (o, [X,Y])
Sia=we €G" X =¢X"Y =¢Y" € G* alors
(ady(@),Y) = K;j(a) X'Y7

ou Kj;(a) est la 2-forme sur G*.
La représentation p : G — F(G*) de G sur l'espace des champs de vecteurs sur G* définie
par :

0

p(X;) = Kij(a)@

est un homomorphisme d’algebre de Lie tel que
Ker(K(a)) = {f € C¥(G",R) : p(X)f = 0,X € G}

Ceci signifie que Ker(K (a)) est 'ensemble de tous les invariants f de G dans G* satisfaisant
la relation suivante
af

Ky(e) g =0 (1.9)

L’espace quotient
O, =G"/Ker(K(a)),

appelé l'orbite coadjointe de G dans G*, est une variété symplectique dont la forme sym-
plectique 0¥ est obtenue a partir de :

gdk _ sk
Q07" =0,
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ou Q;; = K;;|O, est la restriction de la forme de Kirillov a l'orbite. Explicitement, la
2-forme symplectique est donnée par la relation suivante

o= (Q7H"dxy A dz,

qui prend la forme o = dp; A dg' dans les coordonnées canoniques. Le fait que « soit
arbitraire signifie que 'on peut choisir les invariants de ’action de G pour caractériser
I'orbite.

Si (p;, q') sont collectivement notées par x4, le crochet de Poisson impliqué par la structure
symplectique de Kirillov

0H 0
(H,f} =~ @50
{pep} =0, A{pd}=0. {dd}=0 (1.10)

oll p;, ¢ représentent les coordonnées canoniques généralisées et moments du systeéme.

1.7.4 Réalisation symplectique sur orbite coadjointe

Soit G un groupe de Lie et associons a chaque g € G une application A, : G = G tel
que Ay(h) = ghg™'. L’application A est une représentation de G sur lui-méme appelée
représentation adjointe de G sur lui-méme. Si maintenant h = exp(tX) ou X € G = T.G
et si Ad, = A, alors Ad,(X) = gXg'. L’application Ad : G — Aut(G)) qui associe &
chaque g € G le automorphisme Ad, de G est une représentation de G sur son algebre de
Lie. On I'appelle la représentation adjointe de GG sur son algebre de Lie. Comme G est un
espace vectoriel, il admet un espace vectoriel duale G* et a chaque g € G est associé un
automorphisme Coad, de G* défini par [1§]

(Coady(a), Ady(X)) = (o, X) (1.11)

L’application Coad : G — Aut(G*) qui associe a chaque g € G 'automorphisme Coad, de
G* est une représentation de GG sur le dual de son algebre de Lie appelée la représentation
coadjointe de G.

Une orbite O, de a € G* est définie par O, = {Coad,(), g € G}. Comment déterminons-
nous orbites coadjointes 7 Soit d’abord F(G*) I’ensemble des champs de vecteurs définis sur

0

G*, puis l'application p : G — F(G*) définie par p(X;) = Ki-(a)a— est une représentation
@

de G dans F(G*).

Les invariants coadjoints de G forment un ensemble
Inv(G") ={f € C*(G",R) : f(Coady(ax)) = f()}
0
={feC™G",R): Kij(a)—f = 0}.

804]-

(1.12)
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Il s’ensuit que Inv(G*) = Ker(K(«a)) et que O, = G*/Inv(G*). La restriction Q de la
matrice de Kirillov n’est pas dégénérée. Son inverse définit une forme symplectique o =
(Q71)%dg,dqy on (g,) sont des coordonnées sur 'orbite. De plus, la restriction L, de Coad,
sur l'orbite est une réalisation symplectique de G sur O,.

Rappelons alors que p(X) € Ham(O,). Nous avons ensuite a cette étape que

O*(O,R)

Ham(O) C Hamy(O)

Coad,.

g

Notez que chaque variété symplectique est une coadjointe d’un certain groupe de Lie.

1.7.5 Application comoment et moment

Soit une application P : G — C*(O,R) tel que a(P(X)) = p(X), signifiant que le dia-
gramme suivant [1§]

C*(0O,R)

commute.

L’application P est appelée comoment. Nous voulons que P soit un homomorphisme
d’algebres de Lie

P(IX,Y]) = {P(X), P(Y)},VX,Y € G (1.13)

et soit unique.
Dans ces conditions, I’action de G sur (M, o) est dite hamiltonienne et (M, o) est un espace
G-hamiltonien.
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L’obstruction a P pour étre un homomorphisme est mesurée par
o(X,Y) ={P(X),P(Y)} - P([X,Y]) (1.14)

ounc:GxG— C®O,R)

Les faits que a : C*°(O,R) — Ham(O) est un homomorphisme et que cvo P = p impliquent
alors que a(c(X,Y)) = 0. Cela signifie que ¢(X,Y) est constant, un élément de R. Ainsi,
c:GgxGg—R.

L’obstruction a P pour étre un homomorphisme est donc mesurée par un 2-cocycle défini
sur G.

Supposons que P n’est pas unique. Il existe b : G — R tel que P’ = P + b est un autre
comoment. Supposons également que ¢ : G X G — R soit la mesure de P’ pour étre un
homomorphisme.

Nous vérifions que

C(X,Y) = (X, Y) — b([X,Y]) = o(X,Y) + 6b(X,Y) (1.15)

Cela signifie que ¢ = ¢+ 6b. Les deux cocycles different alors par un 2-cocycle exact 0b. Le
comoment sera unique si b(X,Y) = 0 signifiant que b € H'(G, R).
Nous savons aussi que

5e(X,Y, Z) = —c(|X, Y], Z) + p.c. (1.16)
Clest-a-dire
5¢(X,Y, Z) = —[{P(IX,Y]), P(Z)} + p.c| + P([X.Y], Z)) + p.c. (1.17)
La linéarité de P implique que
5¢(X,Y, Z) = —[{P(IX,Y]), P(Z)} + p.c| + P([X.Y], Z)) + p.c. (1.18)
ce qui donne alors
0c(X,Y, Z) = {P([X,Y]), P(2)} —{P([Y, 2]), P(X)} —{P([Z2,X]),P(Y)} (L19)

par l'identité Jacobi dans (G, ., .]).
En utilisant (1.14]) et le fait que ¢(X,Y’) est constant VX, Y, nous obtenons

5¢(X,Y, Z) = —{P{P(X), P(Y)}, P(2)} + p.c. (1.20)

et enfin d¢(X,Y, Z) =0 car (C*(G,R),{.,}) est une algebre de Lie.

L’obstruction a P pour étre un homomorphisme est ensuite mesurée par un 2-cocycle,
élément du deuxieme groupe de cohomologie H*(G,R) de G.
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Ainsi, partant d’une algebre de Lie G, on vérifie s'il existe une extension centrale (H*(g, R)
{0}). Si on travaille avec I'algebre de Lie étendue G=R®G k= dim(H*(G,R)). O
passe au groupe de Lie étendu G via Papplication exponentielle. Ceci rend H G, R) = {0 }
c’est-a-dire que G est simplement connexe.

Le moment de G est alors défini comme 'application p: O — G* tel que

(u(a), X) = [P(X)](q) (1.21)

Elle est équivariante en ce sens que Coad,(1(q)) = p(Ly(q)).

Dans le chapitre deux, nous introduisons en résumé toutes les algebres de Lie cinématiques
étudiées en 1968 par LEVY-LEBLOND [2] et réétudiées en 2019 par NZOTUNGICIM-
PAYE [I7]. Nous introduisons explicitement les groupes de Poincaré et Para-Poincaré.
Dans le troisieme et quatrieme chapitres, nous étudions les réalisations symplectiques de
deux groupes cinématiques, le groupe de Poincaré P(n + 1) et les groupes Para-Poincaré
Py(n+1) et ce dans le méme esprit que NGENDAKUMANA & al. [15] ont fait. Nous nous
limitons aux cas ou n =1 et n = 2. Ceux-ci n’ayant pas été considérés dans la littérature
symplectique.



Chapitre 2

Groupes de Poincaré P(n+ 1) et
Para-Poincaré Pi(n + 1)

Les groupes de Poincaré et Para-Poincaré que nous allons étudier dans ce mémoire font
partie des groupes cinématiques comme nous allons le voir au cours de ce chapitre.

Nous supposons les notions de variétés différentiables, groupes et algebres de Lie connues.
Considérons une variété M sur laquelle un groupe de transformation G agit transitive-
ment. Lorsque M est I'espace-temps, G est appelé groupe cinématique de M. Tous les
espaces-temps d-dimensionnels avec courbure constante ont un groupe cinématique qui est
un groupe de Lie de dimension 1d(d + 1) [15}, [16].

L’espace-temps cinématique est défini comme 'espace quotient de tout groupe cinématique
par le sous-groupe formé des rotations et des vitesses.

Si G est I'algebre de Lie du groupe cinématique G, ses générateurs infinitésimaux de rota-
tions, ceux des vitesses, ceux des translations spatiales et celui de la translation temporelle
sont respectivement notés par J,, K;, P, etH oua =1,2,..., W eti=1,2,...,d—1.
Notons que si un élément général d’un groupe de Lie a un parametre généré par X prend
la forme exp(sX), cela signifie que la quantité sX est sans dimension et que la dimen-
sion physique du générateur X est l'inverse de celle du parametre s. Pour cette raison,
les parametres z',t et v’ auront la longueur (L), le temps (T') et la vitesse (LT~!) pour
dimensions. Leurs duaux (dans l'algebre de Lie duale) sont respectivement les moments
linéaires p; (MLT™'), 'énergie E (M L*T~?) et les moments statiques k; (ML). De plus
étant donné que les angles sont supposés sans dimension, leurs duaux j; (les moments an-
gulaires) ont I'action (M L?*T~!) comme dimension.

Nous introduisons dans la section suivante les algebres de Lie cinématiques.

14
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2.1 Algebres de Lie cinématiques

D’apres BACRY & LEVY—LEBLONDM7 NGENDAKUMANA | NZOTUNGICIMPAYE
et TODJIHOUNDE [16], les algebres de Lie des groupes de Lie cinématiques possibles
sont définis par les crochets de Lie communs

(5, T = Jiehy, [J5, Ki] = Ki€ly, [J;, Po) = Piely., [J;, H] = 0 (2.1)
et ceux donnés par la table

Table 2.1 — Crochets de Lie pour les algebres de Lie cinématiques possibles

Algtbres de Lic | [K;, H] | [K, K] | (K, P | [P | [P ]
dS, P —C%Jkefj C%H&j HQJkefj W K;
P P, | —SJeh | SHY 0 0
dS_ = —CIQJkefj C%H(gij —H2Jke,’fj —w?K;

NH, P, 0 0 0 W K;
g P 0 0 0 0
NH_ P, 0 0 0 —w?K;
P, 0 0 SHoy; | kel | WK,
C 0 0 C%Héij 0 0
P_ 0 0 S Hoy; —k* el | —w°K;
G, 0 0 0 0 W K;
g_ 0 0 0 0 —w?K;
S 0 0 0 0 0

ol w est une fréquence, k est une courbure alors que ¢ est une vitesse. On reconnait les
deux algebres de deSitter dS., celle de Poincaré P, les deux de Newton-Hooke N'H ., celle
de Galilée G les deux Para-Poincaré Py, celle de Carroll C, les deux Para-Galilée G, et
la statique S . Elles sont reliées par un processus dite de contraction d’algebres de Lie
(visualisé par le cube ci-dessous) définie pour la premiere fois par INONU & WIGNER
[8] en 1953. La table ci-dessus a été établie par BACRY et LEVY-LEBLOND [2] en 1968,
retravaillée ensuite par NGENDAKUMANA & al. [16] en 2013.
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P:t < dSi
C - { P
y
e NH.
S - G

Figure 2.1 — Fleches verticales,horizontales et obliques indiquant
respectivement la contraction espace-vitesse,espace-temps et vitesse-temps

Les arrétes paralleles de ce cube correspondent a un type de contraction : les contractions
de haut en bas sont des contractions espace-vitesse, les contractions droite vers gauche sont
des contractions espace-temps et les contractions de I'arriere vers I’avant sont des contrac-
tions vitesse-temps.

NZOTUNGICIMPAYE [I7], trouvant que ces processus de contractions de BACRY et
LEVY-LEBLOND [2] ne sont pas limpides, a proposé de travailler non pas avec K; mais
avec (); = %Ki, m étant un parametre dynamique dont la dimension physique est une
masse. Ce faisant il a remplacé les parametres cinématiques ¢, k et w par les parametres

dynamiques masse m, énergie £, = mc?, compliance C' = —5. Il a alors obtenu
mw

[Jj, Tl = Ji€hy, [J5, Qi) = Qu€ly, [J;, Po] = Piey., [J;, H] = 0 (2.2)

et la table devient
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Table 2.2 — Les groupes cinématiques en fonction de la masse m,de la com-
pliance C' et de I’énergie Fjy

Algebres de Lie | [Q;, H] | [Q:, Q5] | [Qi, 5] | [P, P | [P, H]
dS. P, —mgo Jpel ELOH% CLEOJke;g 2Q;
P =P, —mgo Jrel; ELOH@J 0 0
dsS_ %PZ _mlEOJkefj ELOH% _CIEOJ’foj _% i
NH, =P, 0 0 0 2Q;
G P, 0 0 0 0
NH_ =P, 0 0 0 —2Q;
P, 0 0 ELOH@J CL&)J,CGQ.;. Qi
C 0 0 7 Hoy; 0 0
P_ 0 0 ELOH(SU — C}EO Jrey; —4Q;
g+ 0 0 0 0 Q;
G_ 0 0 0 0 —+Q;
S 0 0 0 0 0

Pour NZOTUNGICIMPAYE [17], les contractions de haut en bas (les contractions espace-
vitesse) correspondent a Fj tendant vers U'infini, les contractions de droite a gauche (les
contractions espace-temps) correspondent & m tendant vers 'infini tandis que les contrac-
tions de l'arriere vers 'avant (les contractions vitesse-temps) correspondent a C' tendant a
I'infini.

2.2 Groupes de Lie cinématiques

La section précédente a introduit toutes les algebres de Lie cinématique possibles.
Pour passer aux groupes de Lie cinématiques correspondants, du moins ceux simplement
connexes, on utilise 'application exponentielle exp : G — G définie par [3]

exp(X) = Z % (2.3)

m=0

Deux formules de Baker-Campbell-Hausdorff sont alors utiles pour établir la loi de groupe
correspondante pour G. Elles sont données par [1I, [11]

exp(X)exp(Y) =exp(X +Y + %[X, Y]+ %[X, (X, Y]] — 1—12[Y, Y, X]|+...) (24
et
exp(X)exp(Yexp(—X) = exp(Y + [X, Y] + %[X, (X, Y]] + %[X, (X, [X,Y]]]+...)(2.5)
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2.3 Groupes de Poincaré et Para-Poincaré

2.3.1 Groupe de Poincaré P(1+1)

L’élément général g du groupe de Poincaré P(1 + 1) [16] en une dimension spatiale est
paramétré par les translations spatio-temporelles (z,t) et la vitesse v. On le note par le
triplet g = (v, z,t). C’est un groupe de Lie résoluble de dimension 3.

La structure de 'algebre Lie P(1 + 1) est définie par les crochets de Lie

K, P| = 6—12H, (K, H] =P, [P,H] =0 (2.6)

ol K génere les vitesses, P génere les translations spatiales tandis que H génere les trans-
lations temporelles.
L’élément général du groupe s’écrit alors :

g =exp(tH 4+ zP)exp(vK) (2.7)

En utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff(B-C-H) définie par :

DX Y] 4 XX Y] 4 (2.8)

exp(X)exp(Y)exp(—X) = exp(Y + [X, Y] + 3]

on vérifie que la loi de groupe est donnée par :

/

v v v v
(z,t,0)(2',¢',v") = (x + 2’ cosh = + t'csinh —, ¢ + ' cosh — + —sinh —, v + )  (2.9)
c c c c c
Le groupe P(1+ 1) peut donc étre réalisé matriciellement par la matrice

v W
cosh— e¢sinh—- =z
c c

_ 11
Dw,z,t) =] Zgnn Y cosho ¢
c c ¢

de fagon que D(v,x,t) = D(v,0,0)D(0, z,1).

On vérifie aussi de (2.9) que l'algebre Lie P(1 + 1) est réalisée par les champs de vec-
teurs invariants a gauche
vaod 1 v 0 v 0 v 0 0
P=cosh?Z + Zsinh 2 H = g h— K=— 2.10
cosh ——— + Sln v csin e + cos e 5 (2.10)
On voit bien que P, H, K ont respectivement la dimension d'une courbure(L™!), d’une
fréquence(T™') et d’une lenteur (L'T).
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2.3.2 Groupes Para-Poincaré Py(1+ 1)

Les groupes Para-Poincaré Py (1+1) [16] en une dimension spatiale sont comme le groupe
de Poincaré, des groupes de Lie de dimension trois paramétrés aussi par une vitesse v des
translations spatio-temporelles (z,t). L’élément général est le triplet g = (v, x, t).
L’algebre de Lie des groupes Para-Poincaré PL(1 + 1) est définie par :

1
[K,P]=<H, [K,H =0, [P,H]=+w’K (2.11)
c
L’élément général du groupe Py(1 + 1) s’écrit
g =exp(vK + tH)exp(zP) (2.12)

En utilisant la formule de Baker-Campbell-Hausdorff (2.8),on vérifie que la loi de groupe
P, (1+1) est donnée par :

v’ wx

(v,t,2)(V', ¥, 2') = (v + v cos P Vewsin 2Lt 4+t eos © — Lsin 2 g ') (2.13)
c c c c
tandis que celle du groupe pour P_(1+ 1) est
!/
(v, t,2)(V', ', 2") = (v + v cosh YT Yewsinh %,t +t'cosh 22 — U ginh %,x +2')
c c c c

(2.14)

La loi de multiplication définie en (2.13) implique que I’élément général g de P (1 + 1)
peut étre représenté matriciellement par

weT . wxT
cos — cwsin — v
c c
_ 1 wt wx
Dz t)= | - Zgn  cos2L ¢
cw c c
0 0 1
qui est équivalente a
wT . wxT 0
cos — cw sin —
1 0 v c c
_ 1 wx wx
D(v,z,t) =10 1 ¢ ——sin— cos— O
cw c c

0 01
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De méme la loi (2.14)) du groupe P_(1+ 1) permet de représenter I’élément général par la
matrice

cosh wr —cw sinh wr v
1 c
D(v,z,t) = —isinh% coshﬂ t
cw c c
0 0 1
qui est équivalente a
10 v cosh% —cw sin% 0
c c
_ 1
D(v,z,t)= (0 1 ¢ ——Sinh% cosh% 0
cw c c
001
0 0 1
On vérifie que les champs de vecteurs invariants a gauche sur P, (1 + 1) sont donnés par :
wx 0 1 wzx 0 wx 0 wzx 0 0
K =cos—— — —sin——, H=cwsin —— L P=— 2.15
cos i sin e cw sin — + cos e e ( )
tandis que ceux pour P_(1+ 1) sont
wx 0 1 wx 0 wx 0 wx 0 0
K =cosh—— — —sinh ——., H=— inh — — h—— P=— (216
O T00 T w M T ar WS = (%+cos c Ot ox ( )

2.3.3 Groupe de Poincaré P(2+1)

Le groupe de Poincaré P(2+1) [7, [13]est un groupe de Lie de dimension 6 des transforma-
tions de (241)—D espace-temps de Minkowski muni d'une métrique ¢;; = diag(—1, —1, 1).Deux
axes cartésiens spatiaux pourront étre notés par X; et Xo.

Chaque élément de P(2+1) est paramétré par le couple (A, a) ott a = (x1, z9, t) représente

la translation spatio-temporelle tandis que A représente la transformation de Lorentz.
L’algebre de Lie P(2 + 1) du groupe de Poincaré P(2 + 1) est engendrée par la base
(J,K;, P, H), i = 1,2. J génere les rotations dans le plan, K; génere les vitesses dans la
direction ¢ d’espace, P; génere les translations dans la direction 7 d’espace et enfin H génere

les translations temporelles.

La structure de I’algebre de Lie est définie par crochets de Lie

i 1
[J, KJ] = Klfj, [KZ,KJ] = —C—2J€ij

; 1

77

[K“PJ]

[‘LH]:(L [KiaH]:Pi [PiaH]:O
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ou 6,; est le tenseur antisymétrique d’ordre 2 tandis que d;; sont les symboles de Kronecker.
Nous remarquons que l'algebre P(2 + 1) = so(2,1) & R*! ol s0(2,1) est engendrée par
(J, K1, K3) tandis que R*! est engendrée (P, P, H). L’action adjointe de so(2, 1) sur R*!
est représentée dans la base {P;, Py, H} par les matrices suivantes :

0 10 0 0 1 0 0 0
p( =11 0 o, pk)=[0 00| pry=1]9 0 1 (2.18)
1 1
0 0 0 5 00 0 5 0

Il suit que 'on peut écrire

A = exp(v’p(Ka))exp(v' p(Ky))exp(0p(J)) (2.19)
Comme
1 1
cosh v 0 c¢sinh v
c c
exp(v'p(Ky)) = 0 1 0 = L(v')
1 1 1
—sinh— 0 cosh —
c c c
(2.20)
1 0 0
02 2
exp(va(Kz)) _ 10 cosh? csmh? = L(v?)
1 2 2
0 —sinh v cosh —
c

cosf) —sinf 0
exp(Op(J)) = | sinf cos@ 0| = R(6) (2.21)
0 0 1

on obtient que

A= (A, Ao, Ay) (2.22)



ou les colonnes A; sont

Ay

1

v
cos 0 cosh —
c
R v?
cos 0 sinh — sinh — + sin 6 cosh —
c c c
1 ot v? . Co?
—(cos @ sinh — cosh — + sin 0 sinh —)
c c c c
1
. v
— sin 8 cosh —
c
2 1 2
v ) vt W
cos 8 cosh — — sin #sinh — sinh —
c c c
1 v? vl v?
—(cos @ sinh — — sin 6 sinh — cos —)
c c c c
vl
c¢sinh —
c
1 2
W
As = | ¢cosh — sinh —
c c
1 2
cosh — cosh —

Cc

c

L’élément général du groupe de P(2 + 1) s’écrit comme

g = exp(x' P + 22 Py + tH)exp(v' Ky )exp(v? Ky)exp(6.J)

(A a
7=\0 1
olt a est colonne !(zt, 22, t).
La loi de groupe pour P(2 + 1) est donc
(A, a)(N,d') = (AN, Ad' + a)

qui s’écrit matriciellement comme

On vérifie que I’élément inverse pour la loi de groupe est

At —Alg

22

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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L’approximation de A au premier ordre est A = I 4 j(da) ou

0 —60  ov!

jGay=| 9 0 & (2.30)
11
2(57}1 0—251}2 O

représente 1’algebre de Lie de Lorentz.

2.3.4 Groupes Para-Poincaré P, (2 + 1)

Les groupes Para-Poincaré Py (2 + 1) [7, [13] sont des groupes de Lie 6-dimensionnels des
transformations de (2+1)-D espace-temps de Minkowski muni d'un tenseur métrique g;; =
diag(—1,—1,1). Chaque élément de PL(2+ 1) est paramétré par le couple(A, b) c’est-a-dire
g=(A,b) ot b ="'(,t), U étant la vitesse,t le temps et A représente la transformation de
Lorentz.

L’algebre de Lie Py(2 + 1) est engendrée par la base (J, P;, K;, H),i = 1,2 qui sont les
générateurs infinitésimaux des rotations dans le plan, des translations spatiales, des vitesses
et la translation temporelle respectivement.

La structure de l'algebre de Lie Py (2 + 1) est définie par

[J. Pj] = P, [P, Pj] = +K*J

, 1
[J, K;] = Kiej, [P, K] = —gﬂ@j» [Ki, K] =0 (2.31)
[J,H] =0, [P, H] = +w°K;, [K;, H] =0

oui,j=12et e§ est le tenseur antisymétrique d’ordre 2 tandisque d;; sont les symboles
de Kronecker.

Nous remarquons que l'algebre de Lie P, (2 + 1) est isomorphe au groupe Euclidien E(3)
olt s0(3) est engendrée par (J, P;) et R? est engendré par (K;, H). Similairement, P_(2+1)
est isomorphe au groupe pseudo-Euclidien E(2,1) ou so(2,1) est engendrée par (J, F;) et
R*! est engendré par (K, H).

Nous noterons so(3) par so,(3) et so(2,1) par so_(3). Ainsi les génrateurs de so4(2,1) sur
la base de la sous-algebre abélienne engendrée par (K;, H) est représentée par les matrices :

2
p=11 0 o, pPy=| Y O 0 | ppy=|[0 O Fw (2.32)
1 1
0O 0 O —— 0 0 0 —— 0
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L’élément général de la composante connexe de SO (3) s’écrit alors

A = cap(a®p(Py))eap(a p(P))exp(9p(J))

Dans le cas de SO, (3) = SO(3) ,on a

! o wrt
cos — 0 cwsin —
c c
exp(z'p(Py)) = 0 1 0
1 wat wx!
——sin— 0 cos—
we c c
1 0 0
2 0 wa . 372
exp(zp(P)) = cos—  ausin——
1 wa? wr?
0 ——sin—  cos —
we c c
cos@ —sinf 0
exp(Op(J)) = | sinf cosd 0] = R(0)
0 0 1
alors que 1'on a
1 1
cosh 22 0 —cwsinh 2
c C
exp(z'p(Py)) = 0 1 0
1 1 1
——ginh hadal 0 cosh wr
CcWwW C I
1 0 0
z? o wa?
exp(z?p(Py)) = |0 cosh - W sinh —
2 2
0 —— sinh 2 cosh 22
Ccw C Is

(2.33)
= R(z")
2.34
= R(2?) (234)
= L(z")
(2.35)
= L(2?)




cos) —sinf 0

exp(fp(J)) = | sinf cosf® 0] = R(0)

dans le cas de SO_(3) = SO(2,1).

La matrice représentant SO, (3) est donc la matrice

A — (Ah A27 A3)

ou les colonnes A; pour SO(3) sont

Ay

Ao

wxl

cos 0 cos —
c

. wr' | wa? wx?
—(cos f sin — sin — — sin # cos —)
c c c

(,Ul’l (A)ZEQ wa

1 . . .
——(cos 6 sin — cos — + sin f sin —)
cw c c c

(A)[)’Jl

— sin § cos —
c

2 wrl | wr?

WwT ) i
cos 0 cos —— 4+ sin 0 sin — sin ——
c c c

(,UZL'2 wxl (,L)ZL‘Z

1 : . .
——(cos 6 sin — — sin f sin — cos —)
cw c c c

wxl

cw sin ——
c

Au wrl | wa?
3= | cwcos — sin —
c c

CUI'l WZEQ

COS —— COS ——
C C

25

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)
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alors qu’elles sont

1

wr
cos f cosh —
c
wrt 2 wr?
A= cos f sinh — sinh — + sin § cosh — (2.41)
c c c
1 x! 2 wz?
——(cos  sinh — cosh — + sin # sinh —)
c c c c
1
—sin 6 cosh —
c
2 1 2
w w w
As=| cosfcosh 2 — sin@sinh —— sinh —— (2.42)
c c c
1 w? wr!  wa?
——(cos # sinh — — sin # sinh — cos —)
c c c c
1
w
—cwsinh 22
c
wrt | wr?
A3z = | —cw cosh —— sinh —— (2.43)
c c
wx! wz?

cosh — cosh —
c c

dans le cas de SO(2,1).
L’élément général g = exp(v' K1+ v? Ky +tH)exp(a! Py )exp(2? Py )exp(0.J) de Pr(2+1) est
représenté par la matrice

D(g) = (g 11)) (2.44)

ot b est la colonne *(v!,v? ). La loi du groupe est alors
(A, B)(A', V) = (AN, A + b) (2.45)
On vérifie que 1’élément inverse pour la loi de groupe est

ATY —AT1D
g = (2.46)
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L’algebre de Lie PL(2 + 1) est alors représentée par la matrice

0 —00  4w?dxt vl
25,9 2
00 0 +wdr* v j(6a) da
D(ég) = = (2.47)
dxt dx?
@ @ 0 00
0 0 0 0

est une matrice représentant 1'algebre de Lie soy(3).

Dans les deux chapitres suivants nous étudions les réalisations symplectiques (canoniques)
des groupes cinématiques qui n’ont pas encore été considérés dans la littérature. Ce sont
les groupes de Poincaré P(n + 1) et Para-Poincaré Py (n + 1) en une dimension et en deux
dimensions d’espace (n = 1,2). Nous étudions les réalisations symplectiques de ces groupes
dans le méme esprit que NGENDAKUMANA & al. ont fait dans [15]



Chapitre 3

Réalisations symplectiques des
groupes de Poincaré P(1+1) et
Para-Poincaré P (1 + 1)

Ce chapitre est consacré a la détermination des réalisations symplectiques des groupes de
Lie de Poincaré P(1 + 1) et Para-Poincaré Py (1 + 1) en suivant le schéma établi dans les
chapitres précédents.

3.1 Réalisations symplectiques du groupe P(1+ 1)

3.1.1 Groupe étendu
On vérifie que 'algebre de Lie étendue de celle de Poincaré P(1 + 1) est définie par

K, P = éH, K, H| =P, [P,H|=F (3.1)

olt la dimension de F est (L7'T71).
L’élément général correspondant au groupe de Poincaré étendu peut s’écrire

g = exp(pF)exp(tH + xP)exp(vK) = exp(oF)g (3.2)

En utilisant les formules de Baker-Campbell-Hausdorff, on vérifie que la loi de groupe est
définie par

(0.9, 9) = (¢ + ¢ +cl9,9), 99)
ol

1 1
c((v,z,t), (W, 2’ 1) = —§(t cosh% — %sinh %)x’ + §(x COSh% — ctsinh %})t’ (3.3)

28



est un 2— cocycle [16].

Le groupe de Poincaré étendu admet donc la représentation matricielle

c

0 cos.hE

D(p,v,x,t) = ¢
1

0 - S.inhE
c

0 0

que 'on écrit de fagon équivalente comme :

1
1 ——(15(30511E -
2

1 1
1 ——=t ==z
2 2
0 1 0
D(p,v,x,t) =
0 0 1
0 0 0

— 81

C

c
¢sinh v
c
cosh v
c
0
1 0 0
0 cosh Y csinh v
c c
1
0 —sinh v cosh v
c c c
0 0 0

Son approximation a l'ordre un est donnée par D(§) = I + D(X) avec

0 —%575 %(51‘

0 O ov
D(X) = 5

0 2 0

0 0 0

3.1.2 Action adjointe

L’action adjointe Ad,(0g) = g(dg)g~" de P(1+ 1) sur son algebre de Lie étendue est

o

ox

ot

Ad(z 1) (00, 02, 0L, 0v) = (8¢, 0", 8t', 5v')

1
'nhg) §(xcosh2—ctsinhg) ©

C

29
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avec

1 2
8¢’ = dp + (t cosh Y Tsinh E)cSI — (x cosh Y _ ¢tsinh 2)515 + _(x_ —tH)ov
c ¢ c c c 2 ¢

52’ = cosh w6z + csinh Ust — tov
c c
(3.4)

1
ot = = sinh Eéx + cosh Eét — %(51}
c c ¢ c

v = dv

3.1.3 Action coadjointe

Si la dualité entre I'algebre de Lie étendue P1 + 1) et son dual P*(1 + 1) est donnée par
’action :

((f,p, E k), (0p,0x,0E,5k)) = fdp + pdx + Edt + kdv (3.5)

ou les composantes de 1’élément du dual sont la force f, le moment statique k, le moment
linéaire p,I’énergie E alors I’action coadjointe du groupe P(1+ 1) sur le dual de son algebre
de Lie étendue est Ad?x’tyv)(f,p, E k)= (f",p,E" k) avec

=17
2

1 E
K=Fk-— if(i_? — 1) +p(tcosh% — %sinh%) + C—Q(xcosh% —ctsinh%)

E (3.6)
4 :pcoshg — Zsinh 2 + ft
c ¢ c
E' = —pcsinh Y Beosh Y — fx
c c

On tire de (3.6) que f est Ad*-invariant). C’est un invariant trivial (immédiat) de I’action
coadjointe du groupe P(1+ 1) sur le dual de son algebre de Lie étendue.

3.1.4 Orbite coadjointe
De la relation [3.1}on vérifie que la forme de Kirillov dans la base (K, P, H) est :

(Kij(k,p, E))=| _E f (3.7)
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Comme la matrice de Kirillov est d’ordre trois, il nous faut un autre invariant 7. Il est
solution du systeme d’équations différentielles

ol

Kij(a)

c’est-a-dire explicitement

(Ol Eal_o
oF c2 ok

E oI ar _
(2op T Por =V
Cet invariant est ) 2
p
ko =k — — 3.10
0 2f T 2f (3.10)
et a la dimension d’'un moment statique (M L). On note I'orbite coadjointe correspondante

par Oy ky)-
La restriction de la forme de Kirillov a l'orbite coadjointe est :

0_ (_Of g) (3.11)

L’inverse de la restriction de la forme de Kirillov est alors :

Ot = % ((1) _01) (3.12)

L’orbite Oy, est alors une variété symplectique munie de la forme symplectique

oc=dENdT (3.13)

ourT = § est un temps et E est une énergie qui lui est conjuguée. L’orbite est un espace

de phase énergie-temps.

3.1.5 Reéalisation symplectique

La réalisation du groupe de Poincaré est la restriction L = Ad*|o, 1xg & Lorbite de son

action coadjointe sur le dual de son algebre de Lie étendue. On a donc

E
Lye)(E,7) = (E cosh v cr f sinh v fx, T cosh Y Zsinh Y+ t) (3.14)
c c c ¢ c

On en tire que les champs de vecteurs définis sur 'orbite sont donnés par

0 E 0 0 9,

P)=—fom plH)= 5 (3.15)

p(K) = — TOE T Zfor p(P)
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Comme le moment p(X) associé au champ X est donné par
p(X) 0 = —dP(p(X))
. On vérifie que les composantes du moment sont

MMKDZQ?—ééwu@@DZﬁUM@WWZE (3.16)

Le crochet de Poisson deux fonctions F,G € C*®°(O(s k), R) étant

OF 0G  OF 0G
{F’G}:E@_(‘?_EE (3.17)

on vérifie que

{u(p(K)), u(p(P))} = C%u(p(H)), {u(p(K)), u(p(H))} = pu(p(P)), {u(p(P)), u(p(H))} = f

qui veut dire que les trois moments réalisent I’algebre de Lie étendue P(1 4+ 1).

3.2 Réalisations symplectiques des groupes P.(1+ 1)

3.2.1 Groupes étendus

L’extension centrale de l'algebre de Lie Py (1 + 1) est définie par
1
[K,P]=<H, [K H|=II, [P,H]=+wK (3.18)
c

ou II génere le centre.

On vérifie de plus que I’élément général du groupe de Lie étendu s’écrit g = exp(¢ll)g que
l'on écrit g = (¢, g).

En utilisant les formules de Baker-Campbell-Hausdorff, on vérifie que la loi du groupe de
'extension centrale du groupe P, (1 + 1) est

(. 9) (@, 9) = (p+ ¢ +cl9,9),99) (3.19)
ou le cocycle ¢(g,¢') [16] est

1 1
c(g,q) = —5(15 cos w—: + % sin w_cx)v, + 5(2} cos w—: — tewsin w_cx)t,) (3.20)

De méme la loi de groupe de l'extension centrale du groupe P_(1 + 1) est (3.19) ou le
cocycle ¢(g,g') est

1 1
c(g,9") = —=(tcosh 224 Lsinh %)U, + = (vcosh Tt tewsinh %)t’) (3.21)
2 c  cw c 2 c c
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La loi de multiplication des groupes Para-Poincaré étendus P, (1 + 1) donne lieu a la

représentation matricielle

1
1 —=t
2
0 1
D(p,v,x,t) =
0 0
0O 0

0

0

0

wx
COS —

1

wx

——sin —

cw

0

0 0
cw SIn wr 0
c
wT
cos— 0
c
0 1

tandis que celle de I'extension centrale de P_(1+41) donne lieu & la représentation matricielle

1
1 —=t
2
0 1
D(p,v,x,t) =
0 0
0O 0

1

2U

¥

1

0

0

0

0

W
cosh —

1

c

wx

——sinh —

CWw

0

C

0

L wx
—cw sinh —
c

wT
cosh —
c

L’approximation & l’ordre un de ¢ est donnée par g = I + D(X) et

0

1 1

0

+w2dr v
0 ot
0 0

0

est une représentation matricielle de ’algebre de Lie étendue de 1’algebre de Lie de Para-

Poincaré Py(1+ 1).
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3.2.2 Action adjointe

Les action adjointes Ad(,  +) (6, dv, 6t,0x) = (6¢', 00", 0t', 6v") de Py(1+1) sur les algebres
de Lie P+(1 + 1) étendues sont données pour P, (1 + 1) par

1 2

d¢’' = dp — (tcos T+ Zsin %)(51) + (v cos 2T tewsin %)525 + = (FPw® + U—)(Sx
¢ w c c c 2 c?
5 = cos 2L 5y + cwsin L5t — tw?dx
c c
1
5t = —— sin L0 + cos 5t + bz
cw c c ¢
oz’ = ox
(3.22)
tandis que l'on a pour P_(1+ 1)
1 2
d¢' = dp — (tcosh 2+ sinh %)(51) + (v cosh 2T 4 tewsinh %)(515 — ~(tPw? — U—)(Sx
¢ w c c c 2 c?
50 = cosh L 6v — cwsinh “L 5t + twox
c c
1
5t = —— sinh 2§ + cosh 2L 5t + %59[;
cw c c c
or' = ox
(3.23)

3.2.3 Action coadjointe

Si la dualité entre les algebres de Lie étendues et leurs duaux est donnée par ’action :
((m, kyp, E), (0, 0v, 6z, 8t)) = mdp + kdv + pdx + Eot

ou p est un moment linéaire, k£ est un moment statique, 7 est un moment linéaire tan-
dis que F est une énergie (dans les algebres de Lie duales), alors les actions coadjointes
Ad;, N (m k,p, E) = (o', K, p', E') du groupe Py(1) sur le dual de son algebre de Lie

(v,x,t)
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étendue est, dans le cas du groupe P, (1 + 1), donnée par

=
E
K = kcos %+ sin % 4 7t
¢ w c
, 9 wr v . Wwx E . WT wT 1 545 W
P =p— kw(tcos— + —sin —) + —(—tcwsin — + vcos —) — =7w(t°w” + =)
¢ w c c? c c 2 c?
wx wx
FE' = —kcwsin — + Ecos — — mv
c c
(3.24)
tandis qu’elle est donnée par
=
E
K = kcosh — + — sinh — + 7t
c W c
T wr., E ww wr, 1 v?
p' = p — kw*(t cosh 2T+ Zsinh =) — = (tcwsinh == + v cosh —) — =7 (t*w? — =)
¢ ww c c? c c 2 c?
E' = kewsinh 22 + Ecosh 2% — 7w
c c
(3.25)

dans le cas du groupe P_(1+ 1).

3.2.4 Orbite coadjointe

De ([3.24)) et (3.25) découle que 7 est un invariant immédiat dans les deux cas. Comme les
groupes étendus sont de dimension quatre, il nous faut trouver un second invariant. De
plus, la forme de Kirillov est donnée dans la base (K, P, H) par

E
0 0_2 m
C

-1 Fwk 0
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L’invariant non trivial I est solution du systeme

(£ oI or __
028p+7T8E70

L8 LWk =0 (3.27)

\W% + $w2kg—£ =0

On vérifie que cet invariant est

wk? E?
2 22

qui est un moment linéaire au carré. On notera donc l'orbite correspondante par Oz ).

La restriction de la forme de Kirillov a 'orbite coadjointe dans les deux cas est :

0O =
0n (07) -
L’inverse de la restriction de la forme de Kirillov est alors :

Q= % ((1) _01> (3.30)

L’orbite coadjointe O(x p,) est alors munie de la forme symplectique

o=dE NdT (3.31)

pe=pr+ (3.28)

k N - L
avec T = — est un temps. L’orbite coadjointe est un espace de phase énergie-temps
T

3.2.5 Réalisation symplectique

Comme la restriction de 'action coadjointe sur cette orbite est la réalisation symplectique
des groupes P.(1+ 1), on aura que la réalisation symplectique du groupe Para-Poincaré
P, (14 1) sur 'orbite coadjointe est donnée par

E
Liyzp(E,7) = (Ecos YT rewsin 2L T, ——sin YT reos 2 4 t)  (3.32)
c c Tew c c
alors qu’elle est donnée par
E
Liyt2)(E,7) = (E cosh YT | rrewsinh 2L mv, ——sinh YT reosh L 4 t) (3.33)
c c Tew c c

dans le cas du groupe Para-Poincaré P_(1+1) .
Il suit que l'algebre de Lie des groupes Para-Poincaré P (1 4 1) est réalisée sur I'orbite
O(xpo) Par les champs de vecteurs hamiltoniens

0 E 0 , 0 0
p(K) = —Tam p(P) = B T T o p(H) = —— (3.34)
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et que les composantes du moment sont

E? w22

" one? 2

p(p(K)) =77, p(p(P)) , u(p(H) =E (3.35)

Le crochet de Poisson deux fonctions F,G € C*(O(x py), R) étant

OF 0G  OF 0G
{F.G} = 97 9E  3E or (3.36)

on vérifie que

(o)), p(p(P))} = gu(o()),

{u(p(K)), u(p(H))} = =,
{u(p(P)), u(p(H))} = £w’nu(p(K))

qui veut dire que les trois moments réalisent 1’algebre de Lie étendue Py (1 + 1).



Chapitre 4

Réalisations symplectiques des
groupes de Poincaré P(2+ 1) et
Para-Poincaré P+(2 + 1)

Dans ce chapitre,nous étudions les réalisations symplectiques des groupes de Lie de Poincaré
P(2 4+ 1) et Para-Poincaré P.(2 4+ 1) en deux dimensions spatiales. Nous déterminons
I’action adjointe et coadjointe, la forme de Kirillov, les invariants de ’action coadjointe,
I'orbite coadjointe, la restriction de la forme forme de Kirillov a l'orbite coadjointe, la
forme symplectique, 1’action du groupe sur l'orbite coadjointe et enfin la structure non
commutative de l'orbite.

4.1 Réalisation symplectique du groupe P(2 + 1)

On vérifie que l'algebre de Lie du groupe de Poincaré P(2 + 1) n’admet pas d’extension
centrale.On passe immédiatement a ’action adjointe

4.1.1 Action adjointe

L’action adjointe du groupe P(2 + 1) sur son algebre de Lie P(2 4 1) est donnée par la
formule :

Ady(89) = g(69)9™" (4.1)
j(0a) da

0g = (4.2)
0 0

38
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On vérifie que
j(0a’) = Aj(sa)A~?
(4.3)
da' = Ada — Aj(6a)A " a

ou la matrice A est définie en (2.22)) et la matrice j(dov) est définie en (2.30)).
Matriciellement, 'action adjointe de P(2 + 1) sur son algebre de Lie P(2 + 1) est donnée
par

() = entmn 1) (767 1) (97 0) (0 ) (52) 609

ce qui donne lieu a

5o’ = [B1(v*) AL (vh) R(0)]6cx

4.5
5a' = [Cy(z,t)B1(v}) A1 (v ) R(0)]6a + [L(v*)L(v")R()])da (4.5)
ou
Sot St
da= [ 0? ], ba= [ 0x2?
00 ot
—t 0 x?
0 —t  —x!
Cl(xvt) = | 72 o
e e Y
2 2 4.6
cosh v 0 c¢sinh v (4.6)
B (v?) = 0 1 0
02 2
—sinh— 0 cosh —
1 c 1
1 0 0
2 T
A, (v2) _ 10  cosh ” —csinh -
1 . 0 v?
0 ——sinh—  cosh —
c c c

4.1.2 Action coadjointe

Si la dualité entre 1'algebre de Lie P(2 + 1) sur son dual P*(2 + 1) de son algebre de Lie
par 'action

((4, k1, k2, p1,p2, E), (60, svl, 6v?, 0xt, 6a?, at)) = jé0 + k1ovt + kodv? + pr1dzt + pada® + Edt
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alors 1’action coajointe

Ady - P*(24+1) = P*(2+1)
est définie par

Ad?@,vl,vz,xl,xz,t)(jv kl? k27p17p27 E) = (j/7k17 ké,pll,p/27E/) (4'7)
Si nous posons
1
-t 0 =l
kl pl
=8| o= (] cen=| , _, @ (1)
J E c?
—z2 2t 0
et
1 0 0
2 1 2
Coshv— 0 ——sinhv— o1 )l
B(v?) = 0" 1 "o “|, A@)=|0 cosh— ~sinh-— (4.9)
2 2 ’ c ¢ c :
—csinh — 0 cosh — ! !
¢ ¢ 0 c¢sinh— cosh —
c c

alors l'action coadjointe s’écrit

(D)= (1 ) (56,0 Y (400 0 V(RO 0 (1)

c’est-a-dire

= [BOHAW RO+ (Ol ) L 0 L7 (@) RO)]p )
Y = (L7 @) L RO |

Explicitement,’action coadjointe donne lieu a

1 2 2

S v vt v?
j' = jcosh — cosh — — kjc(cos f sinh — — sin 6 sinh — cosh —)
c c c c c
vt v? v?
+ koc(cos 8 sinh — cosh — + sinh § sinh —)
c c c
vt v? v? vl
+ p1 [z (cos § sinh — sinh — + cos § cosh —) — 22 sin @ cosh —] (4.12)
c c c c
2 1 2 2
+ po[z'(cos  cosh Y Sin@sinh  sinh U—) + 2% cos 6 cosh U—]
c c c
1 2 1
— —(z'sinh Y cosh & — 2%sinh U—)

C C C C
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1 2 2 1 2

v v v
ki = ~? cosh & sinh = + k1(cos 6 cosh — — sin f sinh — sinh —)
c c c c c c
vt v? v?
— ks (cos 0 sinh — sinh — + sin # cosh —)
c c c
1 1 2 2 1
x v v v v
— p1[—(cos @ sinh — cosh — + sin @ sinh —) — ¢ cos f cosh —]
c c c c c
1 2 1 2 2
x v v v
— pa[—(cos @ sinh — — sin # sinh — cosh —) + ¢ sin § cosh —]|
c c c c c

Ul 2 1

E
+ — (2" cosh — cosh — — ¢t sinh U—)
c c c c

1 1 1
ky = J ginh - + Ky sin @ cosh v + ko cos 0 cosh —
c c c c

2 1 2 2
X v v v
— p1[—(cos 6 sinh — cosh — + sin @ sinh —)
c c c c

1 2 2
— t(cos 0 sinh Y sinh & + sin 0 cosh U—)]
c c c
2 2 1 2
— pg[w—(cos fsinh — — sin#sinh — cosh U—)
c c c c
v? vl v?
— t(cos 0 cosh — — sin # sinh — sinh — )] (4.13)
c c c
E 1 2 1 2
—(2* cosh Y cosh & — ¢t cosh  sinh v_>

+ 2
C C C c

9}

1 1 1
v v E v

P} = p1 cos 6 cosh — + py sin @ cosh — — — sinh —
c c c c

! v? v?
Py = p1(cos f sinh — sinh — — sin 6 cosh —)
c c c

1 1 U2

v o :
+ po(cos @ cosh — — sin f sinh — sinh —)
c c c
ol 0P
— — cosh — sinh —
c c c

vt v? v?
E’ = pyc(cos 6 sinh — cosh — + sin f sinh —)
c c c
2 1 2
.,V . . v v
— poc(cos B sinh — — sin 6 sinh — cosh —)
c c c
1 2

+ E cosh v cosh v
c c
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4.1.3 Orbite coadjointe
De la relation (4.13)),on vérifie que

L == — (4.14)

ou p' =" (p1, p2), est un invariant de l'action coadjointe.
Comme I; a la dimension d'une impulsion au carré, on peut poser I; = m?c?, m étant une
masse. On obtient que

—

P
E =mc*\/1+ - (4.15)

relation bien connue en relativité restreinte.
Des crochets de Lie définissant 1’algebre de Lie de Poincaré , on vérifie que la matrice de
Kirillov dans la base (J, K1, Ks, P, Py, H) est

0 ko —ki p2 —p1 O

j E
—ky 0 2 2 0 m
' E
ky 12 0 0 = po
c c
K(j, ki, pi, E) = . (4.16)
—p —=> 0 0 0 0
c
E
pmo0 = 0 0 0
c

0 —P1 —P2 0 0 0

Les invariants sont solution du systeme

(k2§—,fl — klg—é +p2,§% —plg—pg =0
koG st — @ ap — Prip =0
kG + g+ B e A pagg =0 (4.17)
ol | B ol _ '
P2g; T o =V
ni B
\p1§—,fl +p2§—k[2 =0
On vérifie que le second invariant est
Lyt = Ejﬁ+ (7 x k) (4.18)
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dont la dimension est celle d’'une masse multipliée par une action. Notons que 77 est le
vecteur unité orthogonal a p' et k& On peut donc poser I = msni et partant

E - (Fxk
g= 25, 0XH) (4.19)
mc m
que l'on écrit aussi selon

9 > 1

- P - (Pxk)
=14/1 4.20
N + 227 m ( )

si 5= sit, ] = ji.

L’orbite coadjointe est donc caractérisée par une masse m et une action s. On la note
Oin,s)-

La restriction de la forme de Kirillov a l'orbite coadjointe est donnée par

j E

0 —0—2 g 0
7 FE
R
Q= Ki-(a)|0(m,5) = (4.21)
FE
—g 0 0 O
E
0 - 0 O
c
et son inverse est donc
2
0 0 —% 0
2
0 0 0 —%
Q= ) B (4.22)
C jc
i 0 0 2
e Ten
0 E Jo8 0

La forme symplectique est alors

2 < 2
o= %(dpl A dky + dps A dks) — ]E%dpl A dpy (4.23)
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En posant
; kz 7 - .
L P — . ¢'B’ L =12 (4.24)
m 14+ 2 m2c
on écrit
— _’— _’X 7
j= 2 Pxd (4.25)
P
L+ m2c?
et la la forme symplectique selon
o =dm Ndq' — e*B*dmy A dmy (4.26)

Nous trouvons la 2-forme symplectique modifiée ¢ = oy — e* B*dm; A dmy ol 0¢ = dm; A dg’
est la forme symplectique canonique tandis que e* est la charge duale de la particule et B*
le champ magnétique duale.

4.1.4 Reéalisation symplectique

La réalisation symplectique de P(2 + 1) sur l'orbite O, s étant la restriction de 'action
coadjointe sur l'orbite, elle est donnée par

L(G,vl,vz,xl,xz,t) (qla q27p17p2) = (C]ll, qIQapllapé)

avec

1 2 2 1 U2

E v v
¢" = ——€*B* cosh — sinh — + ¢'(cos § cosh — — sin # sinh — sinh —)
c c c c c c
1 2 2

— ¢*(cos @ sinh % sinh & + sinf cosh U—)
c c c

c. 4 vt v P vl
— p1—=|x " (cos @ sinh — cosh — 4+ sin f sinh —) — ¢t cos 6 cosh —| (4.27)
E c c c c
- N b v? . v?
— po—[x (cos @ sinh — — sin # sinh — cosh —) + ¢t sin § cosh —]
E c c c c

! 2 !
+ 2! cosh — cosh — — ¢t sinh —
c c c
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E vl vl vl
¢* = —e*B*sinh — + ¢! sinf cosh — + ¢* cos f cosh —
c c c c
c vl v? v?
— p1—[2*(cos @ sinh — cosh — + sin # sinh —)
E c c c
1 2 2
v v v
— ct(cos @ sinh — sinh — + sin 6 cosh —)]
c c c
., ] 02 ) 1 2
— po—|x*(cos O sinh — — sin § sinh — cosh —
sz [ c c c )
v? 1 02
— ct(cos @ cosh — — sin # sinh — sinh —)]
c c c
ol 02 1 02 (4.28)
2 .
+ x” cosh — cosh — — ¢t cosh — sinh —
c c c c
1 1 1
v v v
P = p1 cos B cosh — + py sinf cosh — — — sinh —
c c c c
1 2 02
ph = p1(cos §sinh — sinh — — sin 6 cosh —)
c c c
1 1 2 1 2
v v v E v v
+ p2(cos B cosh — — sin § sinh — sinh —) — — cosh — sinh —
c c c c c c

Il s’ensuit que 'algebre de Lie de Poincaré P(2+ 1) est réalisée par les champs de vecteurs
hamiltoniens

;o 0 0 1 0
= dg témr, p(Ki) = —moe, p(P) = — e
p(J) €zq8]+€]ﬂ- aﬂ_ju p( ) maﬂ_i )0( ) 1_ 22 8(]1
m2c?
p(H) = = — ;i
my/1 — 5 q

Les composantes du moment sont alors

u(J) =7 x G+ e B0, p(K;) = m(q + e Bem), u(P) = ——ee,
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4.1.5 Structure noncommutative de ’orbite

Le crochet de Poisson de deux fonctions f et g définies sur I'orbite O, ) est

{f.9} = Qijg—i% (4.29)
On vérifie que
(4.30)
et partant
{¢".¢*} = —'B"
{pr,p2} =0 (4.31)

{qiapj} = 5;
Nous remarquons que les moments commutent tandis que les positions ne commutent pas.
Cette non-commutativité est due a la présence du champ B*.
Ces résultats de commutativité des moments et de la non-commutativité des positions s’ob-

servent également au groupe de Galilée [I5] qui est un groupe résultant par contraction
(espace-vitesse) au groupe de Poincaré [17].

On a de plus que

— —»X —
B = — XL (4.32)
P
m2c2\/ 1+ -

4.2 Réalisations symplectiques des groupes P.(2 + 1)

Notons que I'algebre de Lie P+ (2+41) n’admet pas d’extension centrale. On passe immédiatement

a l'action adjointe

4.2.1 Action adjointe

L’action adjointe du groupe Py (2 + 1) sur son algebre de Lie P (2 + 1) est donnée par
Ad,y(D(8g)) = D(g)D(3g)D(g ") (4.33)

On vérifie que

j(a’) = Aj(6a) A"
(4.34)
56 = ASb — Aj(Sc)A~'b
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ou la matrice A est définie en (2.37)) et la matrice j(d«v) est définie en ([2.47)).
La représentation adjointe de P, (2 + 1) est

(6)- ok P ) (5 a2 (80 ) 0o

qui donne lieu a

0" = [B(a*)A(x")R(0)]5

4.36
60 = [C(v,t)B(z*)A(z" ) R(0)]68 + [R(x*)R(z") R(6)]6b ( )
ou
dxt Sut —w’t 0 v?
2 1
58 (5:52) 0= (w) ,C(v,t) = fl - b (4.37)
00 ot = = 0
wr? c . wr? 1 0 0
cos — 0 —sin— 1 1
C w cC wx c . WwWT
B(z?) = 0 1 0 A(zty = |0 cos—=  —esin—— (4 38)
W wx? wx? w . wxt wx!
——sin— 0 cos— 0 —sin— cos ——
c c c c c c

et celle de P_(2+ 1) est

() = (o 1) (07 1) (M5 1) (0 ) (57) 020

qui donne lieu a

65" = [Bn(z*)An(z")R(0)]03

4.40
66" = [Cn(v,t) Bu(2*) Ap(2')R(0)]68 + [L(z*)L(x")R(0)]6b ( )
ou
St Sut wit 0 v
2 1
68 = (5932) ,0b = ((51}2) ,Ch(v,t) = ??1 ‘j}j v (4.41)
00 ot = = 0
2 2
cosh wr 0 < sinh wr 1 0 1 0 1
c w c wT c . . wx
Bp(2?) = 0 1 0 ,Ap(2h) = 0  cosh — - sinh —
2 2 1 1
d sinh LT 0 cosh wr 0 _Y sinh LT cosh wr
c c c c c c

(4.42)
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Si la dualité entre de 'algebre de Lie P, (2 + 1) avec sa duale P*4(2 + 1) est définie par

(4, p1, D2, k1, ko, E), (00, 02", 622, 60, 602, 5t)) = 5.00-+p1 .02 +pa.62 +ky .02 4+ ky.00* + E.6t

alors l'action coajointe
Ady - PL(2+1) = P e(2+1)

est donnée par

Ad?@,II,Z‘Q,Ul,027t)(j7p17p27 ki, ks, E) = (j/7p/17p/27 ki? kév E,)
Nous posons
P k1
[ = D2 7k = k?
Ji E

Dans le cas du groupe P, (2 + 1) 'action coadjointe est telle que

(-6 5N ) (5 ) (0 )

c’est-a-dire
' = [B’(xQ)A’ xl)R(Q)]l + [C”(v,t)R’(x2)R’(x1)R(9)]k:
kK = [R’(x2)R/(x1)R(9)]k

ot A'(z') = SA(x")S™!, R/(2?) =
B'(z') =TB(2*)T~ ! et C'(v,t) =

1 0 0 0 01 01 0
s={o o 1|,7=[0 10|, u=[10 0
0 -1 0 -1 0 0 00 ¢
Nous avons explicitement
S, wrt wa? c Cowr? . wrt wa?
j' = jcos — cos — — p;—(cos § sin — — sin @ sin — cos —)
c c w c c c
c Cwr' wa? o wa?
+ po—(cos 0 sin — cos —— + sin f sin —)
w c c c
. Cwx' | wr® wa? ) wz!
+ ky[v* (cos 0 sin — sin — — sin § cos —) + v~ cos § cos —|
c c c c
. wr? . wr' | wa? N wz?
+ ko[v™ (cos 6 cos — + sin 6 sin — sin — ) + v cos § cos —|
c c c c
E | . wi wx? 5 . wx!
+ — (v sin — cos — — v”sin —)

(609 Cc C C

(4.43)

(4.44)

—~

4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)



, w o owr' | wr? wr? . . wr! | wr?
Py = j— cos — sin — + p;(cos f cos — + sin f sin — sin —)
c c c c c c

wxl LUJIQ (,«JZL'Q

+ pa(cos f sin — sin — — sin f cos —)
c c c
L on? 2 1

w . wT . L wT
+ ky[v! = (cos 0 sin —— cos —— + sin 6 sin — ) + w?t cos # cos —
c c c c c

(,UZL'Q wxl (,Ul'z OJZL’l

w . . . .
+ Ky [v!' =(cos 0 sin —— — sin § sin —— cos — ) — w*t sin f cos ——|
c c c c c
E, ,  wi wr? . wx!
— — (v cos — cos — — cwt sin —)
c c c c

w . wx! wx! wx!

phy = —j—sin — + py sin 6 cos —— + po cos O cos —
c c c c
1 2 2
w . wWx wx . . wx
+ Ky [v* = (cos 0 sin —— cos —— + sin # sin —)
c c c c

wrl | wr? wx?

— w?t(cos f sin —— sin —— — sin § cos — )]
c c c

2 wx! wx?

w . Wx o
+ ka[v?=(cos # sin —— — sin # sin —— cos —)
c c c c
2 1 2
. . wr . Wr
+ w?t(cos f cos —— — sin @ sin —— sin ——))]
c c c

E wx! wx? wrl | wr?

— —( % cos —— cos —— — cwt cos —— sin ——)
c c c c c

1 1 1

wT . wT E . wz

ki = ky cos 0 cos — — kg sin 6 cos — + — sin —
c c cw c

1 2 2
. wrt | wx , wr
kb = —kq(cos sin — sin — — sin f cos —)
2 c c c

2 wrl | wr?

wx . . .
+ ko(cos 6 cos — + sin f sin — sin —)
c c c

E wrl | wr?
+ — cos——sin —
cw ¢ c

wx! wax? wx?

E' = kycw(cos 0 sin — cos — — sinf sin —)
c c c
, 2 wrt wa?
— kycw(cos 0 sin — — sin # sin — cos —)
c c c
wr!  wa?
+ E cos — cos —

C C
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(4.49)
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Similairement, 1'action coadjointe de P_(2 + 1) est

(;i)=(é c,g<lv,t>> (Bgéx2> L/{)ﬁ)) (AZéxl) L’(Oxl)> <Ré€) R?Q)) (,i) L50)

c’est-a-dire

I'= [B,(2*) Ay (z ) R(O)]1 + [C (v, 1) L' () L' (") R(0) |k (4.51)
K =[L'(z*)L' (z")R(0)]k '
ou A) (z1) = SA,(z")S™, L'(2%) =

“IL(x*)S, L'(z')=S"'L(z")S,
B (z') = TB,(z*)T ! et C} (v, t) = UCK(v

(v,t)U" avec S, T et U données par (4.47)).

Nous avons alors explicitement que

1 2 2 1 2
T wx ww ww
j' = jcosh — cosh — — p; —(cos § sinh — — sin # sinh — cos —)
c c w c c c
1 2 2
c we wx we
+ po—(cos 8 sinh — cosh — + sin # sinh —)
w c c c
1 2 2 1
ww wx ww wx
+ k1 [v* (cos @ sinh —— sinh —— 4 sin @ cosh —) — v? cos § cosh —] (4.52)
c c c c
2 1 72 2
+ ky[v' (cos @ cosh —— — sin # sinh —— sinh ——) + v* cos § cosh —]
c c c c
E ! 2 wa!
+ —(v' sinh —— cosh —— — v?sinh ——)
cw c c c
1 2 2 1 2
w wx ww ww we wx
py = —j— cosh — sinh — + p;(cos § cosh — — sin # sinh — sinh —)
c c c c c c
1 2 o
— pa(cos @ sinh — sinh —— + sin f cosh —)
c c c
1 2 2 1
w wx wx wx we
— k1[v* = (cos @ sinh —— cosh —— + sin @ sinh ——) 4 w?t cos @ cosh —]  (4.53)
c c c c c
LW , 2 wrt wr? 5. . wz!
— ky[v*=(cos f sinh — — sin § sinh — cosh —) — w*”¢ sin § cosh —]
c c c c c
1 2 1
wx
— —2(1)1 cosh — cosh — + cwt sinh —)

C C C C



1 1 UJCt?l

w w W
py = j— sinh —— + p; sin 6 cosh —— + p, cos f cosh —
c c & ¢

1 2 wa:2

-k [v2f(cos fsinh ~— cosh =~ 4 sin #sinh —)
c c c c
9 . owat . wz?
+ w?t(cos O sinh — sinh — + sin § cosh —)]
c c c

2 1 (,UZL'2

— ko [UQE(COS fsinh ~— — sin #sinh —— cosh —)
c c c c

2 1 wa

+ w?t(cos  cosh —— — sin @ sinh “T sinh —)]
c c c

1 2 1 wa

wr wr wrt
— —2(1)2 cosh — cosh — + cwt cosh — sinh —)
¢ c c c c

1 1 1

wx ) W E | wzx

1 = ki cosf cosh — — ko sin f cosh — + — sinh —
c ¢ w c

1 2 2

ks = ki1 (cos 0 sinh “ sinh - + sin 6 cosh ﬂ)
c c c

2 1 2

wr o wxt o wr

+ ko(cos @ cosh — — sin f sinh — sinh —)
c c ¢

wxl L«}l‘2

FE
+ — cosh — sinh —
cw c c

z! 72 wr?
E" = kycw(cos 6 sinh — cosh — + sin § sinh —)
c c c

2 1 (,UI2

+ kocw(cos O sinh — — sin § sinh — cosh —)
c c c

1 wa

wT
+ E cosh — cosh —
c c

o1

(4.54)
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4.2.3 Orbite coadjointe

Des crochets définissant I’algebre de Lie PL(2 + 1), on vérifie que la matrice de Kirillov
dans la base (J, P;, K;, H) de est

0 P2 —D1 ky  —k 0
E
—p2 0 xR - 0 £k
c
E
P1 :[:/i2j 0 0 — :l:w2]{f2
c
E
—ks - 0 0 0 0
c
E
k1 0 - 0 0 0
c

0 TFw?ky Fw’ky, O 0 0

Tout invariant de I’action coadjointe est solution du systeme
—— =0 (4.56)

Si on pose

E E -
L == +Wk |, L==j+{Fxk) (4.57)

sont deux invariants de ’action coadjointe de P.(2 + 1), I; a la dimension physique d’un
moment linéaire au carré tandis que I a la dimension d’une action multipliée par une
masse. Nous pouvons donc poser I; = m2c? et I, = m3 ol m est une masse et s est une

action. On réecrit alors (4.57) selon

E? - E . (Fxk
—2:|:w2k:2:m202 5= 2j+ (p )
c me

(4.58)
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On note l'orbite selon O, s). La restriction de la forme de Kirillov a I'orbite coadjointe est

donnée par

0 *x%j -2 0
2 K
FKj 0 0 ——
c
Q = Ki‘(a)|0(m7s) ==
E
= 0 0 0
0 = 0 0
Son inverse étant
2
c
0 0 — 0
E
2
c
0 0 0 —
E
Ot =
2 4
c 5 C
) 0 0 +K ﬁj
c? ct
0 ——= 2_j 0
i AR 5’
la forme symplectique alors donnée par
2 A

o = E(dpl N dk’l + dpg VAN dkg) + /112@].(1/{51 N dkg
. CQ
Si on pose ¢' = Eki, eB = k?j, la forme symplectique s’écrit
o =dp; Ndq' + eBdg* A dg?
L’expression de E est alors

mc?

Wi

avec k2q% < 1 c’est-a-dire 1 — k22 positif dans le cas P, (2 + 1).

E =

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)



4.2.4 Reéalisation symplectique

La réalisation symplectique, restriction de I'action coadjointe a 1’orbite est alors

L(Q,zl,IQ,vl,UQ,t) (ph D2, qu q2) = (pllap/27 qllv q/2>

avec
, w wr! | wa? wr? . wrl | wr?
py = eB—— cos — sin —— + py(cos 6 cos — + sin @ sin — sin —)
K2c c c c ¢ ¢
Cwrl | owr? wz?
+ pa(cos 0 sin — sin — — sin # cos —)
c c c
1 2 2 1
w . Wx wr . wx W
+ qlE—3[v1(cos 0 sin — cos — + sin f sin —) + cwt cos f cos —|
c c c c c
2 1 2 1
w , .. wr wr , wx
+ q2E—3[U1(cos f sin — — sin @ sin — cos — ) — cwt sin § cos —|
c c c c c
E wrt wr? . wrt
— —2( coS —— €os — — cwt sin —)
¢ c c c
, w . wrt _ wzt wxt
py = —eB——sin —— + py sinf cos — + pz cos 6 cos —
K2c c c c
w wrt  wa? w?
+ qlE—3[v2(cos 6 sin — cos — + sinfsin —)
c c c c
. Uowr? wz?
— cwt(cos 0 sin — sin — — sin f cos — )|
c c c
2 1 2
w . wx . . wx wx
+ QQE—S[’U2(COS 6 sin — — sin @ sin — cos —)
c c c c
wr? . wrl | wa?
+ cwt(cos  cos — — sin @ sin — sin — )|
c c c
E, , wrt wr? wr! | wa?
— —2( co$ —— €08 — — cwt cos — sin —)
c c c c c
1 1 1
: wrt ¢ . wx
¢' = ¢* cosf cos —— — ¢*sinf cos — + — sin ——
c c w c
9 1 Cwrl | wr? wz?
q“ = —q (cosf sin — sin — — sin f cos —)
c c c
9 wel o wrt | wa?
+ ¢°(cos 0 cos — + sin f sin — sin —)
c c c
c  wr' | wa?

+ —cos — sin —
w c c

o4

(4.64)

(4.65)
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dans le cas du groupe P, (2 + 1) alors qu’elle est
1 2 2 1 2

w w wx
Py = —eB—— cosh —— sinh — + p;(cos # cosh — — sin § sinh — sinh —)
K2c c c c c c
1 2 2
wx we we
— po(cos f sinh — sinh — + sin 6 cosh —)
c c c
LW . wrt N wz!
— ¢ E— v (cos @ sinh — cosh — + sin @ sinh —) + cwt cos 6 cosh —]
c c c c c
w 2 1 2 ol
— ¢ E—[v"(cos 6 sinh — — sin #sinh —— cosh —) — cwt sin § cosh —|
c c c c c
. wz! z? L wat!
— —(v" cosh —— cosh — + cwt sinh —)
c c c c

w wz! wz! wz!
phy = eB——sinh —— + p; sin § cosh —— + p; cos 6 cosh ——
K2c c c c
1 2 2
- qlE%[U2(cos fsinh ~* cosh 22 4 sin#sinh ﬂ)
c c c c
+ cwt( gsinh % sinh “% 1 sing h“’xZ)]
cwt(cos 0 sinh — sinh — + sin # cosh —
c c c (4.66)

2 1 2
w . L WT L. W we

- q2E—3 [v?(cos § sinh —— — sin @ sinh —— cosh —)
c c c c

2 1 2

wx w wx

+ cwt(cos § cosh — — sin # sinh — sinh —)]
¢ c c

1 2 1 wx2

E w
— —2(v2 cosh — cosh — + cwt cosh — sinh —)
c c c c c

1 1 c wxl

wx
¢'1 = ¢' cos cosh —— — ¢*sin f cosh —— + — sinh ——
c c w c

1 2 wa

¢* = q'(cos f sinh —— sinh —— + sin  cosh —)
c c c

1 1 wa

+ ¢*(cos f cosh —— — sin # sinh —— sinh ——)
c c c
c wrl | wr?
+ — cosh —— sinh —
w c c

dans le cas du groupe P_(2+ 1).
L’algebre de Lie Py (24 1) est alors réalisée par les champs de vecteurs hamiltoniens

p(P) = % (4.67)

.0 .
p(J) = P +6¢

0 2 0

m mw .
K)y=—-————F+——, p(H) =4+————¢"—0;;
p(K:) 507 o p(H) T op,

oqt’
(4.68)



Le composantes du moment sont alors

2
m mw 9

K;)) = ———¢, —
4.2.5 Structure noncommutative de ’orbite

Le crochet de Poisson

of 9.

" 0@1- 8&j

{fr9}=0

de deux fonctions f et g définies sur 'orbite O, ) est explicitement donné par

of dg  Of g

g} = +eB(=L L — L

{9} ‘ (317 Opa  Ops Opr
af 0g  9f Og of 9g  Of 9g

~Gpagt  ap o) T Op o~ a2 aps”

Il suit alors que

{p1,p2} = teB
{d", ¢’} =0
{d',p;} =05

o6

(4.69)

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

qui dit que (p;, ¢*) sont des coordonées canoniques et que les moments ne commutent pas

a cause du terme eB. L’orbite O, ;) est un espace de phase non commutative.

Ces résultats de la commutativité des positions et de la non-commutativité des moments
s’observent également aux groupes Para-Galilée [I5] résultant par contraction (espace-

vitesse) aux groupes Para-Poincaré [17]
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Conclusion

Ce mémoire a porté sur les réalisations canoniques (symplectiques) des groupes de Poincaré
et Para-Poincaré. Notre objectif était d’établir les réalialisations canoniques de ces deux
groupes en une (deux) dimension(s) d’espace.

En une dimension d’espace, 'orbite coadjointe est un espace de phase énergie-temps pour
les deux cas de groupes.

En deux dimensions d’espace, nous avons trouvé que l'orbite coadjointe est caractérisée
par deux invariants : une masse m et une action s pour les deux cas de groupes et elle est
notée Oy, ). Cette orbite est munie d’une forme symplectique modifiée par rapport a la
forme canonique.

L’orbite coadjointe est alors une variété symplectique non-commutative ou les positions
¢' ne commutent pas pour le cas du groupe de Poincaré et les moments p; ne commutent
pas pour le cas des groupes Para-Poincaré. Cette non-commutativité des positions et des
moments s’observe également aux groupes de Galilée et Para-Galilée qui sont des groupes
résultant par le processus de contraction (espace-vitesse) aux groupes de Poincaré et Para-
Poincaré respectivement.

Pour la recherche future, nous comptons extraire et soumettre un article a partir des
résultats de ce mémoire. Comme les groupes étudiés dans ce mémoire ne possedent pas
d’extension centrale en dimension deux d’espace, nous étendrons la dimension : faire les
réalisations canoniques en dimension trois et vérifier si I’extension centrale existe. De plus,
nous exploiterons le cube et nous ferons des analyses comparatives pour les différents cas
de groupes cinématiques.
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