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Résumé

Le mémoire présente la théorie générale des opérateurs tensoriels irréductibles; le groupe
qui intervient est le groupe des rotations. Leurs propriétés essentielles sont dégagées et
surtout, le Théoréme de Wigner-Eckart, est formulé. Des cas concrets de ces opérateurs
sont mis en évidence, en Physique nucléaire théorique.

Mots clés : opérateur tensoriel irréductible, théoréeme de Wigner-Eckart, moment multi-
polaire.

Abstract

The dissertation presents the general theory of irreducible tensor operators; the group
which intervenes is the group of rotations. Their essential properties are released and
above all, the Wigner-Eckart Theorem is formulated. Concrete cases of these operators are
highlighted in Theoretical Nuclear Physics.

Keywords : irreducible tensor operator, Wigner-Eckart theorem, multipolar moment.
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Introduction

L’importance des rotations en Physique est essentiellement liée au fait que les lois phy-
siques sont invariantes par rotation [3]. Cette propriété n’est pas du tout évidente a priori :
il existe des transformations, par exemple les homothéties, par rapport auxquelles les lois
physiques ne sont pas invariantes. Il convient donc de considérer I'invariance par rotation
comme un postulat justifié par la vérification expérimentale de ses conséquences. Cela im-
plique que, sous rotation, I’état d’un systéme physique considéré a un instant donné et
I’observable associée restent inchangés.

L’invariance des lois physiques dans les rotations se traduit par des propriétés de symétrie
des équations qui expriment mathématiquement ces lois. Ce qui restreint considérablement
les formes possibles pour ces équations [3].

De facon générale, nous pouvons dire que sous l'action d'un groupe de symétrie, les lois
physiques d’un systéme isolé considéré restent inchangées [3].

Quant au systéme non isolé, toute rotation qui n’affecte pas les sources du potentiel ex-
térieur induit en général une évolution ultérieure qui est modifiée, sauf dans le cas ou le
potentiel extérieur présente certaines symétries permettant d’effectuer certaines rotations
sur le systéme physique sans modifier son comportement (c’est le cas du potentiel central
par exemple ne dépendant que de la distance & un point O fixe : les rotations qui conservent
les lois physiques sont alors toutes les rotations qui conservent le point O.) [3].

Dans notre travail, nous allons nous intéresser aux transformations des observables par ro-
tation ; et parmi toutes ces observables, nous nous focaliserons sur les opérateurs tensoriels
irréductibles.

Mais comment se définissent-elles 7 Quel est leur comportement sous rotation ? Quelles sont
leurs propriétés essentielles 7 Auraient-elles des applications concrétes ?



Pour répondre a cette problématique, nous subdiviserons notre travail en trois chapitres :

e Le premier chapitre concerne la théorie générale du moment cinétique et donne les
notions de base sur le moment cinétique.

e Le deuxieme chapitre aborde la théorie des opérateurs tensoriels irréductibles, en
donne la définition et en établit les propriétés fondamentales. Nous définissons ici,
avant tout, les opérateurs de rotation.

e Le troisiéme et dernier chapitre méne des investigations sur les applications de ces
opérateurs surtout en Physique Nucléaire Théorique.

L’objectif de notre travail est ainsi de donner la théorie générale des opérateurs tensoriels
irréductibles et d’en dégager quelques cas concrets surtout en Physique nucléaire théorique
(moments multipolaires électriques et magnétiques) tout en formulant leurs propriétés es-
sentielles notamment le théoréme de Wigner-Eckart.

Ce travail est particuliérement important en Physique nucléaire expérimentale car il consti-
tue un texte qui résume beaucoup d’éléments relatifs aux propriétés des noyaux qui, au-
trement, sont éparpillés & travers des ouvrages différents.



Chapitre 1

THEORIE GENERALE DU MOMENT
CINETIQUE

1.1 Définition d’un Moment Cinétique

On appelle moment cinétique J tout ensemble de trois observables {Ju, Jy, J. } appelées
composantes du moment cinétique, vérifiant [3] :

[, J,) = ihJ., (1.1)
[, J.] = ihJ,, (1.2)
.. J,] = ihJ,. (1.3)

Considérons 'opérateur carré scalaire du moment cinétique J défini par :
2 2 2 2
J = Jy+ J, + I (1.4)
On a les relations de commutation suivantes :

[J%,J] = 0. (1.5)

Ainsi, d’apres les relations , et ([1.3), on constate qu’il est impossible de mesurer
simultanément les 3 composantes du moment cinétique. Par contre, d’apres la relation ,
J? et une composante quelconque de J sont simultanément mesurables ; dans la suite, nous
allons désigner cette composante par J,.

Définissons maintenant les opérateurs J, et J_.



1.2 Opérateurs J, et J_

Ces opérateurs sont constitués par des combinaisons linéaires des opérateurs J, et J, [3] .
Ils sont définis par :

Considérons maintenant les opérateurs J,, J_, J, et J? qui vérifient les relations de com-
mutation suivantes :

(], Ji] = £hJs, (1.7)
[Ty, J_] = 2hJ,, (1.7a)
[J2, ) = [J% J ] =[J? J.]=0. (1.7b)

Calculons a présent les produits J,J_ et J_J,, on obtient :

Jodo = 2+ T =il )
= J*—J2+hJ.. (1.8)

Par le méme raisonnement, on a :
J Jy=J"—J>—hJ.. (1.9)
En additionnant membre & membre les égalités (1.8)et(1.9)), on a :
JodJ_ +J J=2(J* = J?),
1
J? = SUedo - Jy) + J2. (1.10)
1.3 Valeurs propres de J? et .J.

L’élément de matrice (|J2[)) ot |1)) est un état quantique quelconque, est positif ou nul
[3] . En effet :

W) = (W) + (W1 1) + (] T2])
= O+ 1Tl + 1 T:10))1* => 0. (1.11)

Nous en déduisons ainsi que toutes les valeurs propres de J? sont positives ou nulles . Par
convention, les valeurs propres de J? sont de la forme j(j + 1)h? avec j > 0 .

Quant aux valeurs propres de J,, qui ont les mémes dimensions que A, elles sont tradition-
nellement notées mh, ou m est un nombre sans dimension. Dans la suite, nous repérerons
les vecteurs propres communs & J2 et J, par les indices j et m qui caractérisent les valeurs



propres associées. Toutefois, J? et J. ne constituent pas en général un E.CO.C (ensemble
complet d’observables qui commutent) et il est nécessaire d’introduire un 3 indice per-
mettant de distinguer les différents vecteurs propres correspondants aux mémes valeurs
propres j(j + 1)h? et mh de J? et J, ; nous notons cet indice k.

D’ou les équations aux valeurs propres :

Sk, j,m) = j(j+ 1)k, j,m)
J\k,j,m) = mhlk,j,m)

avec
—j<m< (1.12)

En effet, soient les vecteurs J |k, 7, m) et J_|k, j,m) ; comme le carré de la norme est positif

ou nul; de , ona:

15[k, g, m)1* = [5G + 1) = m(m + 1)k > 0 (1.13)
De méme, de , on a aussi :

11k, g, m)||* = [§(G + 1) = m(m — 1)A*] > 0 (1.14)

Les inégalités (1.13)) et (1.14)) constituent un systéme d’inéquations & une inconnue m, qui,
aprés résolution donne la relation (|1.12]) pour un j fixé.

1.4 Valeurs possibles de j et m

Soit |k, j,m), un vecteur propre de J? et de J, avec les valeurs propres j(j + 1)h? et mh

avec —j < m < j. Alors, j est nécessairement entier ou demi-entier (entier impair divisé
par 2) [3]. Ainsi, les seules valeurs possibles pour j sont les nombres entiers ou demi-entiers
positifs ou nuls : 0, %, 1, %, 2... et pour une valeur de j fixée, les seules valeurs possibles
pour m sont les (25 + 1) nombres : —j, —j+1,..., j —2, j— 1 ,5; m est donc entier si j est
entier, demi-entier si j est demi-entier. Remarquons que toutes les valeurs précédentes de

m sont réalisées pour un j fixé.

1.5 Représentation standard

Nous étudions ici les vecteurs propres communs [3] & J? et J, dont ensemble forme une
base de 'espace des états €. L’ensemble des vecteurs propres associés au couple de valeurs
propres j(j +1)A? et mh forme un sous-espace vectoriel de € que nous désignons par £(j, m)
dont la dimension est notée : g(j,m).



Choisissons dans (7, m), une base orthonormée quelconque : {|k, j,m); k =1,2,...,9(j,m)}.
Sim # j, il existe un autre sous espace £(j, m+ 1) de € constitué de vecteurs propres de .J>
et J, associés aux valeurs propres : j(j + 1)h? et (m + 1)h. De méme, si m # —j, il existe
un autre sous espace £(j, m — 1) de € constitué de vecteurs propres de J? et J, associés aux
valeurs propres : j(j + 1)h% et (m — 1)h. 1l est possible de construire dans le cas ou m # j
et m # —j une base orthonormée dans £(j, m + 1) et e(j,m — 1) a partir de celle choisie
dans (j,m). Si ky # ko, Ji|k1,7,m) et Ji|ks, j,m) sont orthogonaux; et J_|ki,j,m) et
J_|ks, j,m) le sont aussi car :

<k’1,j,m|J,J+|l€2,j, m> = [.](.] + 1) - m<m + 1)]h2<k17j7m|k27.j7 m>
= 0Osi ]{?1 75 k’g

Le carré de la norme, si k; = ko pour Jo |k, 7, m) vaut : [j(j + 1) — m(m + 1)]h?. Ainsi, les
vecteurs :

J+|k7jam>
/(G +1) — m(m + 1)

sont orthonormés et constituent une base dans e(j, m + 1).

= |k,j,m+1) (1.15)

De la méme manieére,

<k17j7m|J+‘]—|k27j7 m> - [.](.] + 1) - m(m - 1)}h2<k17j7m|k2’j7 m>
= 0Osi kl 7é kg

Le carré de la norme, si k; = ko pour J_|ki1,j,m) vaut : [j(j 4+ 1) — m(m — 1)]h%. Ainsi, les
vecteurs :

J_|k, j,m)
h/ji( + 1) —m(m —1)

sont aussi orthonormés et constituent une base dans £(j,m — 1).

Remarquons que la dimension de €(j,m + 1) et e(j,m — 1) est égale a celle de £(j,m).
Ainsi, la dimension est indépendante de m et on écrit : g(j,m) = g(j,m — 1) = g(j).
Pour chaque valeur de j effectivement réalisée dans le probléme étudié, on prend un des
sous-espaces associés a cette valeur j, par exemple £(j,j) correspondant & m = j. On
choisit dans ce sous-espace, une base orthonormée quelconque {|k,j,7);k =1,2,....,9(4)}.
On construit ensuite de proche en proche grace a la formule ([1.16]), la base a laquelle sera
rapportée chacun des 2j autres sous-espaces €(j,m) .

En traitant ainsi toutes les valeurs de j réalisées dans le probléme, nous aboutissons a ce
qu’on appelle < base standard > de 'espace des états .



Les relations d’orthonormalisation et de fermeture dans cette base s’écrivent :

(k,j.mlk',j',m') = 6,06,/0

33" Omm/
i g

> > > Ikgm)ikjml = 1 (1.18)

j m=—j k=1

(1.17)

Ainsi, une base orthonormeée {|k, j, m)} de ’espace des états, constituée de vecteurs propres
de J? et J, avec les valeurs propres j(j + 1)h* et mh est dite < standard > si 'action
des opérateurs J, et J_ sur les vecteurs de base est donnée, (d’apreés les relations ((1.15)) et
(1.16))), par :

J_|k,j,m) = h\/j(G+1) —m(m—1)|k,j,m— 1)

D’ot, les éléments de matrice des opérateurs sont :

(k,g,m| LK 5 ,m') = mhs, .o

33" Omm’>

<k7.j7m|‘]+|k,7j,7m,> = h\/](] + 1) - m/(m/ + 1)5kk/6jj’6mm/+l7
(kygyml Tk G m') = GG+ 1) = m (m = 1)0,40 8,506,
Or, d’apreés les relations (1.6, on a :
Jy 4+ J-
— = Ju,
2
Jy—J-
—_=J,.
2i Y
Donc,
. - / . J "‘ J_ 1o /
<k'7]7m|°]x’k »J 7m> = <k7]7m|+T|k ) 7m>

h - N ’ /
= 5\/1(3 +1) =m'(m' + 1)04 0,56, 41

5Vl 1) = (= 184506, 8,0

jg" Ymm
h

= §5kk/5jj/ X \/j(j +1) —=m'(m' + 1),/ 11

V30 +1) = m (m = 1)8, |-




De la méme maniére, on a :

. A ! . J _J_ 1o /
<k7]7m|Jy|k7.]7m> = <k7j7m‘+T|k7.]7m>

h — —

= Z\/](] +1) =m' (m' + 1)03 0,506, 11
h — T
=i VA + 1) = m (m = 1)y 056,

h

- 2_z'5kk’5jj’ X | ViG+1) —m (m' + 1),

—Vi(G+1) —m/(m = 1)6,,. ]

Ainsi, la matrice (J,)") est donc diagonale et ses éléments sont les (25 + 1) valeurs de mh;
les matrices (J,)) et (J,)) n’ont d’éléments non nuls qu’immédiatement, respectivement,
au dessus et au dessous de la diagonale principale : (J,)") est symétrique et réelle, (.J,)V)
symétrique et réelle et (Jy)(j) est antisymétrique et imaginaire pure.

De plus,

<k7j7m|‘]2|klajlam/> ](]+1)h 5kkl5 5

La matrice (J?)) est donc proportionnelle & la matrice unité, ses éléments diagonaux
valent :

j(G + 1R
Appliquons maintenant la théorie générale du moment cinétique au cas particulier du

moment cinétique orbital noté L tout en indiquant les fonctions propres communes a L?
et L, appelées : les harmoniques sphériques [3].

1.6 Harmoniques sphériques

Le moment cinétique orbital est défini par : L=RxPou R et P sont des opérateurs
correspondant respectivement & la multiplication par 7 et 'opérateur différentiel 2V +V en

représentation {|7)}. Ainsi, les 3 composantes du moment cinétique orbital L s ecrlvent
alors :

= Z(yﬁ - zﬁ), (1.19)

h( 0 0



et

L.=XP,—YP,

h( O 0
=—lz=——y— ). 1.19b
7 <x8y y&z:) ( )
En coordonnées sphériques, ces composantes s’écrivent :
. 0 cosp O
L, =ih| singp— — ], 1.19
' (Slwae T tand 8(,0) (1.19¢)
0 sing 0
L,=1ih{ — — — 1.19d
y=° ( COS¢89+tan08¢)7 (1.19)

L, = —ih(%). (1.19)

D’ow lon tire :

0? 1 0 1 02
L? = —m* = 4y 1.2
n (am T 6o sm2ea¢2) (1.20)
L, = he™ (% + i cot 9%) (1.21)
L_ = he_i‘p< - % + icot@%) (1.22)
r>0
avec L 0<O0<nm
0<p<2r

En représentation {|7)}, les fonctions propres associées aux valeurs propres [(I + 1)A* de
L? et mh de L, sont solution des équations aux dérivées partielles :

(& + Tyt g ) (r,0,0) = (1 + 1)i(r, 0, )
—Z%@Z)(T,e,gﬁ) = mw(raea 90)

avec — < m < [; [ étant entier.

Nous constatons que r n’apparait dans aucun opérateur différentiel ; on le considére ainsi
comme un paramétre et on tient seulement compte de la dépendance en 6 et en ¢ de .
Désignons alors par Y;™(6, ) une fonction propre de L? et de L, correspondant aux valeurs
propres [(I + 1)h? et mh .

Ainsi,
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Y (0, ¢) =0,
LZYEZ(Q? p) = thzl(H, ).

Par action répétée de L_ sur YZZ(Q, ©), on construit Y}l_l, e Y Yl_l; ce qui montre
quau couple de valeurs [(I + 1)h? et mh (avec —I < m < [ et [ un entier positif ou nul
quelconque), correspond une fonction propre : Y;™(0, ¢).

Ces fonctions sont appelées des Harmoniques sphériques.

D’aprés ce qui précede, ces fonctions satisfont aux relations de récurrence suivantes :

LY™(0,9) = h/1(1 + 1) — m(m + 1)Y;™(0, p), (1.23)
L_Y™(0,0) = h/I(1+1) —m(m — 1)Y," 710, p). (1.24)
Ce qui donne :
e’ 0 —i—zcot@a = VI +1) —m(m+1)Y;"(0, ) (1.25)
o0 Oy ’ '
e ¥ — 9 + i cot 93 Y™ = 114+ 1) —m(m — 1Y, 710, p). (1.26)
960 agp l l )

Elles satisfont a la relation d’orthonormalisation suivante :

/ dgp/ sm@dQYm (0,0)Y™(0, ) = 616, m- (1.27)

Or, une fonction quelconque de 6 et de ¢, f(0, @) peut étre développée sur les harmoniques
sphériques sous la forme :

Z Z m Y™ (0, ) (1.28)

=0 m=—1
avec

2 T
— / de / sin 0dOY;™ (6, ¢) £ (6, ). (1.29)
0 0

Donc, les harmoniques sphériques constituent une base orthonormée dans l'espace g de
fonctions de 6 et de ¢.

1.6.1 Expressions explicites des harmoniques sphériques

Pour calculer les différentes harmoniques sphériques, nous partons de 1 expression de Y}'(0, p)
et nous lui appliquons l'opérateur L_ compte tenu des relations et - 1.21)) [3].

Or,
L.Y}0,¢) = ;—Y/(@? p) = mhY] (0, ) (1.30)
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Comme L, Y}'(0,p) = 0, et par (1.30), Y (0, ¢) = F}(0)e? |, d’aprés la relation (1.21)), on
a [3] :

LY/ (0,0) = ihe'HV? d%F;(e) — IF}(6) cot. 0
= 0.
Ce qui donne F} () = ¢;(sin 0)'
Ainsi,
Y0, p) = c;(sin §) e (1.31)

Déterminons ¢; en imposant que Y'(6, ) soit normée ; d’apreés la relation (1.27)), on a :

27 s 2 us
/ dgo/ sin 0dO|Y (0, o) = |cl]2/ dgp/ sin 0df(sin §)*
0 0 0 0
1

Ce qui implique que :
1

2 [ (sin 0)% sin 6d6

af? =

Ecrivons :

1 K
laf = —= ou I, = / (sin 0)? sin 6d6.

Par une intégration par substitution ¢ = cosf, on obtient, aprés changement de bornes :
~1
I, = —/ (1 —tHdt
1
1
= I, —/ t2(1 — t*)"1dt.

1
Une intégration par parties de la seconde intégrale donne :

12 2\l—1 1
/_t(l—t) dt = 1

1

Ainsi,
21
I, = 4.
DTN R
Par récurrence, nous avons :
Io - 2
(20!
I — ]
: 20+ 1)1
22l+1(l!)2

(204 1)!
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D’ou :

1 (20+1)!
%QzHl(l!)z
1 (20+1)!
2L(1) 4

La convention habituelle prend la forme suivante [3] :

_ (< feiry! (1.32)

La relation (1.31]) devient :

Y0, ) = (_1); <2l;1)!(81n0)l6il“’. (1.33)

Calculons maintenant Y™ (6, ), a partir de Y}'(6, ¢) : pour passer de Y;'(6, o) a Y;™(0, ¢),
on doit appliquer (I —m) fois 'opérateur (L_), compte tenu des relations (|1.23)) et (1.24]).
Ainsi, on obtient :
(L)Y (0.9) = nV2AY/7'(0, ).
(L-2Y/(0,9) = BV2(L)Y/7'(0,¢)
(VALY = DY

Par analogie :

(L) Y0, 9) = K™/@D(A)(20 - 1)(2).. 21— (1 —m — D] ([ —m)Y; ™0, ¢)

(1-m) @)l —=m)!_ .,
Ainsi :

m)! A\
6.0 = (5) ¥ 00 (134)

En remplacant dans ((1.34)) la relation ((1.33), on a :

min o (D@D (@+m) (LT
Yo = s\ am (21)!(z—m)!<?> {(Sme)e 1

Et. finalement,

_1)! o I—m
Y™ (0, ) = (21(3 \/<2l4j;é)£l ;;)‘ )‘e"w(sin H)md((isw(sin 0)*. (1.35)
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On peut aussi calculer Y;™(6, ¢) a partir de Y,7(6, ¢).
Calculons d’abord Y, (6, ¢) a partir de la relation (1.35)

—1)b (20 + 1)(20)! d?

-l — ( —ilo (o 6)l iné 2[
YUOe) = s\ T e ¢ e s i)
1 @D e
= o\ e "¥(sinf)".

Ainsi, Y;™(0, ) est obtenu en appliquant (I +m) fois I'opérateur (L, ) sur Y, (6, ¢) :
(LOYT(0,9) = hV2AYTTH0.),
(L)Y 09) = AV2(L4)Y/ 70, 9)

= (M*V(2D)(2 - 1)(2)Y;72(0, ).

(L)Y N0, 0) = RF™/(20)(1)(20 = 1)(2)... 20 = (I = m+ D] (1 +m)Y;" (0, )
)11 + m)!

= h (I—m) Y™ (0, ¢).
D’ou :
. —m) (L
W) = e (E) 0

- 212;! \/ (2l4jr<1z)f n_@;!n)! <L?+) 7 {G‘W(sin 9)‘]

= R =m)! e, dET o
- 2’(1)!\/ il +m) (sin6) W(sm@) L(1.36)

Les relations ((1.35)) pour m > 0 et (1.36)) pour m < 0 donnent, pour [ = 0,1 et 2, les
différentes harmoniques sphériques :

Yy = ——= 1.37
O =T (1.37)
d
Y? = _L/3 (1 — cos? )

= \/icosé’ (1.38)
dr
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= :H/%sin@eiw (1.39)

v, = (1-
2 4m d cos@ cos” )"
= N/ 3COS 6—1) (1.40)
1 /30,
Yy =4/ — 0 in 0)*
2 =gV iar© e (sin )™ d(cos0) (sin6)
1
= — —5 #(sinf cos ) (1.40a)
8r*
1 /30 _,
e e 1% 9 —1 : ‘9 4
sV ar© (sinf) d(cos0) (sinf)
= Ee’i“o(sinﬁcos 0) (1.40b)
“\5 :
L 120 oig o ov—2/e g4
=35V e (sinf)~=*(sin h)
D aigi e
=\ 33.¢ (sin @) (1.40c)
1 120 ~2(sin §) *(sin 0)*
8 47r
_ —2ip (i ()2
327Te (sinf) (1.40d)

1.7 Composition de deux moments cinétiques quelconques

Considérons un systéme physique formé par la réunion de 2 sous-systémes (par exemple
un systéme de deux particules) [4] . Nous affecterons d’indices 1 et 2 respectivement les
grandeurs relatives aux deux sous-systémes. Nous supposons connue, dans l'espace €, du
sous-systéme (1) une base standard |kq, j;,m;) constituée de vecteurs propres communs a
J? et Jy., ot J; est Uopérateur moment cinétique du sous-systéme (1). De méme, I’espace
des états g2 du sous-systéme (2) est rapporté a une base standard {|ks, jo, m2)}. L’espace
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des états du systéme global est le produit tensoriel : € = e; ® €.
Nous noterons |k, ko; j1, j2; m1, me) les vecteurs de base formeée par ce produit tensoriel :
K1y ko g1, Josma, ma) = [k, Ji,ma) @ ke, J2, ma)

Comme
€1 = Z&(kfl,jl)
®
et
€9 = Z@(k‘mb)
®
alors,
= 25<k17k27j17j2>
®
avec :

e(ky, ko, j1, J2) = €1(k1, j1) ® e2(ka, J2)

Le sous-espace (k1 ko, j1, j2) a pour dimension (2j; + 1)(2j2 + 1). Le moment cinétique
total du systéme considéré est défini par :

J=J +Jy
et vérifient les relations de commutation suivantes :
[J.,J2) =[], J3] = 0.

Un vecteur de la base produit tensoriel est simultanément état propre des observables :
Ji, J2, Ji., Jo. avec les valeurs propres relatives : ji(j1 + 1)h%, ja(j2 + 1)R%, myih, moh.
Cette base est bien adaptée a I’étude des moments cinétiques individuels Jp et Jo.
D’apreés les relations de commutation ci-dessus, les observables JZ | J2 |Jy. , Jo. commutent
entre elles. Il est possible ainsi de construire un systéme orthonormé de vecteurs propres
communs & ces derniéres observables. Cette nouvelle base sera bien adaptée a ’étude du
moment cinétique total du systéme. Notons que cette base sera bien différente de la pré-
cédente, puisque J? ne commute pas avec Ji, et Jy. . Dans chaque espace £(ji, jo), les
vecteurs propres de J? et de J, notés |J, M) sont des combinaisons linéaires des vecteurs
de la base initiale {|j1, jo; m1, ma} :

J1 J2
|J, M) = Z Z |J15 Jos e, ma) (G, Jos i, me|J, M) (1.41)

mi=—j1 ma=—7j2

ou les coefficients du développement sont appelés coefficients de Clebsch-Gordan.

Ils sont différents de zéro si [4] :
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et
lj1 = Jo| < J < 1+ Jo (1.43)
On peut aussi écrire :
J1+j2 J
|J15 J2s i, M) = Z Z |, M)(J, M|j1, jo; ma, m2) (1.44)

J=|j1—jo| M=—J

Ce sont donc les coefficients de Clebsch-Gordan qui permettent d’exprimer les vecteurs de
la nouvelle base en fonction de ceux de ’ancienne et vice-versa.

Ils satisfont aussi aux relations de récurrence et d’orthogonalité.

1.7.1 Relations de récurrence des coefficients de Clebsch-Gordan

Comme {|j1, jo; m1, m2)} forment une base standard, alors {|J, M)} forment une base stan-
dard aussi.

En appliquant J_ a la relation (|1.41)), et multipliant la relation trouvée par (ji, jo; mq, ma|,
ona:

J1 J2
\/J(J+ 1) - M(M - 1><.j1>j2;m1>m2|J7M - 1> = Z Z <j1aj2;m/1am,2|<]7 M>

my=—j1 my=—jo
Vit 1) = i 1)
<j17j2;m1,m2|j17]2;ml1 - 17m/2>

—I—\/Jé(]é + 1) — my(my — 1)

(j1,j2;m1,m2|j1,j2;m/17m/2 - 1)

Si m/1 =my+1et m; = msy + 1, on aboutit :

VI + 1) = MM — 1), josma,ma|l M —1) = /5101 + 1) — my(my + 1)
(J1, J2;m1 + 1, malJ, M)
+/72(ja + 1) — ma(my + 1)
(71, J2;my,mo + 1|J, M). (1.45)

De fagon analogue, I’application de J a la relation ((1.41)), et multipliant la relation trouvée
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par (ji, j2; My, M|, donne :

\/J(J+1)_M(M+1)<j17]2)m17m2|JaM+1> = Z Z .]1 .]Qam17m2|‘] M)

m)=—j1 my=—j2
(J15 j?vml?m2|.71 J27m1 +1 m2)

+\/j2 (jo+1 mz(m2+1)

<j1,j2;m1,m2|j1,j2;m,1,m/2 +1)|.

/ /
Pour mjy =m; —let my=mg—1,0na:

VI +1) = MM + 1) (jy, jo; mr,mal , M+ 1) = /j1(j1 + 1) — ma(my — 1)
(J1,72;mq1 — 1, mo|J, M)
+v/j2(j2 + 1) — ma(mo — 1)
(j1, ja;m1, ma — 1|J, M). (1.46)

1.7.2 Relations d’orthogonalité entre les coefficients de Clebsch-
Gordan

Counsidérons les relations suivantes :

J1 J2
Z Z |71, 723 ma, ma) (G, Jo;ma, ma| = 1 (1.47)

mi1=—j1 ma=—j2

(J,M|J MY = 6,0, (1.48)
Insérant la relation ((1.47) dans la relation ((1.48)), on obtient :

J1 J2
Z Z <‘]7M|j17j2§m17m2><j17j2;m1>m2|‘]/7M/>:5JJ'5MM' (1-49)

m1=—7j1 ma=—j2
Encore, on a :

J1t+J2

> Z \J,MY(J, M| = 1 (1.50)

J=|j1—j2| M==J

<.j17.j2;m17m2‘j17j2;m/17ml2> = 6m1m/15m2ml2 (151)
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Insérant la relation (1.50]) dans la relation ((1.51), on obtient :
Jit+j2 J
Z Z (1, Jz; ma, malJ, M) (T, M ju, jz; my, my) = 5m1m’15m2m’2' (1.52)

J=|j1—j2| M=—J

Parlons maintenant de la fonction delta de Dirac .

1.8 Fonction d de Dirac

La fonction delta de Dirac ([5] , [4]) est définie par :

/ / / Pespace d*ro (i = 0) f(7) = f(75) (1.53)

En réalité cette notation intégrale n’est pas justifiée mathématiquement ; et 'on définit o
non comme une fonction mais comme une distribution. Cependant, cette distinction n’est
pas essentielle d'un point de vue physique.

Les éléments traités dans ce premier chapitre seront utilisés les uns dans le chapitres 2, les
autres , dans le chapitre 3.



Chapitre 2

OPERATEURS TENSORIELS
IRREDUCTIBLES

2.1 Introduction

Une forme p-linéaire définie sur £ x E'x E'x ... x E, ou E est un espace vectoriel quelconque,
est un tenseur d’ordre p, p fois covariant [10].

Considérons un espace vectoriel g, n-dimensionnel tel que, par rotation, ses vecteurs se
transforment linéairement dans les vecteurs de ¢, : ce qui signifie que chaque rotation est
associée a un opérateur linéaire de €, qui est irréductible par rotation. Par définition, les
vecteurs de g, sont les tenseurs de n-composantes.

Par exemple, les vecteurs de 'espace ordinaire sont des tenseurs de 3 composantes, tout
comme les vecteurs du sous-espace £(k, j) sont des tenseurs de (2j + 1) composantes, etc.

Si nous choisissons dans ¢,, , un ensemble de vecteurs de base, chacun des tenseurs ci-haut
cités est représenté par ses n-composantes et la rotation est représentée par I'action d’une
matrice n x n des n-composantes. Par exemple, v;w;(i, j = 1,2,3) sont les 9 composantes
d’un tenseur noté v ® w obtenues par multiplication de chaque composante du vecteur 7

par chaque composante du vecteur W. Notons R, la matrice de rotation. La transformation
des composantes est donnée par [1] :

VoW, =V;W, = RyRyViWi = Ry RV @ Wl

Par définition, un tenseur est irréductible, si ’espace ¢,, dans lequel il est défini est irréduc-
tible par rapport aux rotations c’est-a-dire si il n’existe d’autres sous-espaces invariants par
rotation que I'’ensemble vide et lui-méme. Par exemple, les vecteurs de ’espace ordinaire
ainsi que les vecteurs de l'espace €(k, j) sont des tenseurs irréductibles. Dans le cas o n
opérateurs se transforment linéairement par rotation dans d’autres n vecteurs linéairement
indépendants de l’espace ¢, alors ils constituent n composantes d’un opérateur tensoriel

19
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n-dimensionnel. Si 'espace ¢,, est irréductible, 'opérateur tensoriel est dit aussi irréduc-
tible.

Remarquons que si V' et W sont 2 opérateurs vectoriels, les 9 opérateurs v;w;(i,j = 1,2, 3)
sont les composantes d’un opérateur tensoriel qui est somme directe de 3 opérateurs ten-
soriels irréductibles : I'opérateur scalaire v.1, 'opérateur vectoriel v x w, et 'opérateur
tensoriel.

Avant de décrire ces opérateurs, décrivons d’abord les opérateurs de rotation.

2.2 Moment Cinétique et Rotation : Opérateurs de ro-
tation

Considérons R, un opérateur de rotation, |t») I'état initial d’un systéme quantique et [¢)")
I'état du systéme aprés rotation [3]. On a [¢') = R[t)) ot R est un opérateur linéaire et
unitaire. On appelle rotation infinitésimale, toute rotation infiniment voisine de 'identité
c’est-a~dire une rotation Rz(da) d’angle infinitésimal da autour d'un axe quelconque .

FIGURE 2.1 — rotation infinitésimale

s
Ainsi, une rotation infinitésimale Rz(da) d'un vecteur OM s’écrit :

R (da)(OM)

zl él
: z

IYaYd
o x OM. (2.1)
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Toute rotation finie peut étre décomposée en une infinité de rotations infinitésimales
puisque I'angle de rotation peut varier de fagon continue et ainsi, les angles s’additionnent.
Ri(a+da) = Rz(a)Rz(da)

= Rg(dOz)Rg(Oz). (2.2)

On peut de cette maniére ramener I'étude du groupe des rotations a celle du groupe des
rotations infinitésimales.

Considérons ainsi une rotation infinitésimale autour de 'axe Oz, R (d«). Si nous I'appli-
quons & une particule dont 1'état est décrit par la fonction d’onde ¥ (7), on a :

W (F) = R(7). (2.3)
Et
' = RF.

Il est naturel de supposer que la valeur de la fonction d’onde initiale ¥ (7) au point 7 se
retrouve, aprés rotation, comme valeur de la fonction d’onde finale ¢’ (7) au point 7“40 donné
par :

() = P(rp)
= Y(R'7).

Cette équation étant valable pour n’importe quel point 776 de 'espace, on peut ’écrire sous
la forme :

Y (F) = Y(RT'F). (2.4)

Posons :
(x,y, 2) = ve; + ye, + €.,
Nous avons :
R.'(da)7 = R, (do)7
= 7—daé, X1

(x +yda)é, + (y — xda)e, + ze. (2.5)

Donc :

V(R = Y (y,2)
= Y(r+yda,y — xda, 2). (2.6)

Ce qui donne au premier ordre en do :

’ o P
¢ (x,y,z) = 1/J(x,y,z) + do [y ¢(:§jry’z) — ¢(2;Jy7z)

_ {1—da [%—ya%] }wx,y,z). 2.7)




22

Dans la relation , nous reconnaissons la composante suivant ’axe 0z du moment ciné-
tique orbital L, a une constante pres.

Donc :

w,(x7y7 Z) = {1 - %daLz}@ZJ(CE,y,Z)

Nous concluons alors que :

Re =1-— %daLz. (2.8)

Par le méme raisonnement, nous généralisons la rotation infinitésimale autour d’un axe
quelconque @ en écrivant :

Ri=1— %daf.ﬁ; (2.9)
Sous forme finie, on écrit [3] : .
Ry = e~wold, (2.10)

Enfin, nous généralisons ces résultats pour un systéme physique caractérisé par un moment
cinétique quelconque J par :

Re(da) = 1—%daJZ (2.11)
Ra(da) = 1—%daf.ﬁ (2.12)
Ri(a) = e nold (2.13)

ou J est 'opérateur moment cinétique du systéme.

Un systéme physique qui subit une rotation change d’état, c’est-a-dire que les vecteurs
d’état sont transformés par cette rotation.

Comme les vecteurs d’état, les opérateurs qui agissent dans I’espace des états du systéme
physique sont également transformés sous rotation. Certains opérateurs se transforment de
facon simple. Ce sont les opérateurs : scalaires, vectoriels, tensoriels.
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2.3 Définition générale des opérateurs tensoriels irré-
ductibles

e 1. . / < .
Considérons une observable A qui se transforme en A" aprés rotation.

Comme la rotation conserve les grandeurs des mesures (les valeurs propres de 'observable

concernée), nous écrivons [3] :

! ! !
et

/

|t,) = Rlun).
Ainsi,
A/R|Un> = an‘u/n>
an R|uy,).

Ce qui implique que :

RTAR|u,) = ap|uy,)

= A|un>
D’ou,
RTAR=A
A = RART

Pour étre concret, nous écrivons, au premier ordre en doa, pour le cas particulier d’une
rotation infinitésimale autour d’axe u :

A/ _ 6_%dafﬁA€%dajﬁ
o4 %da [f.ﬁ, A} . (2.14)

La relation ([2.14]) nous permet de bien définir les 3 types d’opérateurs tensoriels irréduc-
tibles a partir de leurs relations de commutation avec le moment cinétique J du systéeme

3] -

2.3.1 Opérateurs scalaires

Ce sont des opérateurs qui, par définition, prennent la méme valeur avant et aprés la
rotation|[3].

De la relation ({2.14)), nous obtenons :
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ce qui implique que :

[f.ﬁ, A} =0,
quel que soit @; nous en déduisons alors les relations suivantes :

{A,f] = 0. (2.15)
Ainsi un opérateur scalaire commute avec les 3 composantes du moment cinétique total du
systéme :

[A, ch] = [A, Jy} = [A, JZ] = 0. (2.16)

Nous pouvons citer comme exemple : J2, 'Hamiltonien d'un systéme physique isolé, etc.

2.3.2 Opérateurs vectoriels

Un opérateur vectoriel est un ensemble de 3 observables V., V,,, V., qui sont ses composantes
cartésiennes et qui se transforment par rotation selon la loi caractéristique des grandeurs

vectorielles ; c’est-a-dire, la transformée, dans une rotation R de la composante Vg =V.au

. - L — A — .
suivant un axe u de vecteur unitaire «, doit étre la composante Vy = V .u de V' suivant

laxe i tel que : @ = Rl [3] .

Considérons par exemple la composante V,, d’une telle observable : elle est inchangée par
une rotation autour de ox. On écrit ainsi :

5] -

Si l'on effectue une rotation autour de Oy, on obtient :

(V) =V, — %da {Jy, I/;] .

(€:) = é;+dag, xeé,
= €, —dae,
Par conséquent, si 7 est une observable vectorielle, (Vﬁ)' doit coincider avec 7.@; :
(V,) V., —daV.é.
= V,—daV,.
On conclut donc que :

{v;, Jy} — V..
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Par un raisonnement analogue, dans le cas d’'une rotation infinitésimale autour de I’'axe
Oz, on écrit :

[JZ, v} = ihV,.

Donc, en général, pour tout opérateur vectoriel, nous écrivons :
|:Ji, ‘/J:| = iheijka (2.17)
ol €;;;, est le tenseur de Lévi-civita.

Quelques exemples d’opérateurs vectoriels sont : opérateur position ﬁ, opérateur quantité
de mouvement P, opérateur moment cinétique orbital L, opérateur moment cinétique de
spin S, etc.

Cette relation 2.17, montre que les relations de commutation d’un opérateur vectoriel avec
le moment cinétique se déduisent les unes des autres par permutation cyclique. De plus,
. . R . . L. 7 N — N
elle implique que, lors d’une rotation infinitésimale, V .4 se transforme en V .i, o @ est

le transformé de @ par la rotation considérée.

Notons que les observables vectorielles sont des cas particuliers des observables tensorielles
dont les composantes standard et les relations de commutation avec le moment cinétique

seront définies a partir de celles des observables vectorielles.

Les composantes standard d’un opérateur vectoriel V sont [4] :

1

‘/1(1) _ _Ea/w_’_ﬂ/;!)’ (2.18)

v oy (2.19)
1

v = —(V, —iV). (2.20)

V2

A partir de la relation (2.17)), nous montrons les relations de commutation suivantes entre
Ji, J. et Vi m = —1,0, 1.

1 .
] - [ o]
= —nvY (2.21)

De la méme maniére, nous obtenons :

[JZ,VO(”] =0, (2.22)



{Jz ‘/1(1):| _ h‘/l(l)‘

Encore,
2h
J ,v“)} = 2V
o] - 2
- VonyY.
De méme :
{J+, vo“)] = Vanvi,
{J%VP} = 0.
De plus :
[J_, v(i’} = 0.
De méme :

{J, v = Ve,

{J, Vl(n} _ Vanv.

De fagon générale, nous obtenons, a partir des relations (2.21))-(2.30)) :

zy V'm

[J V(l)} = mhV D,

{Ji, v,g)] =2 = m(m+ 1)V,
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(2.23)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

Ainsi, trois opérateurs qui vérifient les relations de commutation (2.31f) et (2.32) sont les

composantes standard d’un opérateur tensoriel d’ordre 1 (ou autrement dit un opérateur

vectoriel).

2.3.3 Opérateurs tensoriels

Par généralisation des relations (2.31)) et (2.32)) a l'ordre élevé, les (2K + 1) opérateurs
{Tg(), K entier>0et Q=—-K,—K+1,...,0,..., K — 1, K'} sont les composantes standard
d’un opérateur tensoriel irréductible d’ordre K s’ils vérifient trois relations de commutation

suivantes avec le moment cinétique total J d’un systéme physique [4] :

| _ 4 )
[JZ,TQ ]_hQTQ ,

(2.33)
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[Ji, Tgﬂ} = h/K(K +1) - Q@£ 1)T5%). (2.34)

Ainsi, les opérateurs scalaires sont les opérateurs tensoriels irréductibles d’ordre K = 0 et
les opérateurs vectoriels sont les opérateurs tensoriels irréductibles d’ordre K = 1.

2.4 Théoréme de Wigner-Eckart

Considérons un opérateur tensoriel Tg() de composantes Ty, Q = —K, —K+1,...,0, ..., K —
1, K.
Soit {|k, J, M)} une base standard d’états propres communs a J? et J,. Le théoréme de

Wigner-Eckart donne une relation des différents éléments de matrice de TC(QK) dans cette
base. En effet, il permet de factoriser ces éléments de matrice en deux facteurs : le premier
facteur est I’élément de matrice réduit et le second est le coefficient de Clebsch—Gordan.

2.4.1 Opérateurs scalaires

Un opérateur tensoriel irréductible d’ordre K = 0 vérifie les relations de commutation
suivantes avec le moment cinétique J du systéme physique :

[JZ,TO(O)] —0,

{Ji,Téo)} = 0.

Dans une base standard {|k, J, M)}, les éléments de matrice d'un opérateur scalaire sont

donnés par :
0 / / / 0 J
(e, MITSO W T MYy = (TE) 6, r8pnp (2.35)

ol (To(o)),(cﬁ est une quantité dépendant de K, K et J seulement. De plus, ils ne dépendent

pas de M. En effet, compte tenu des relations (2.34)pour K = 0 (cas d’un opérateur
scalaire), nous avons :

e, J,MIJTONW 0 MY = (b, J, M|TO T, K T M.
Aprés simplification et tenant compte du fait que la base est orthonormée, nous obtenons :
ke, J,M = UTOWK 0, M = 1) = (k, J, M|T" |k, J, M). (2.36)
Ainsi la relation peut s’écrire sous la forme :
e, J MITSOE T MY = ag(k, k)6, 08y (2.37)

ou ay(k, k:/) est une quantité qui dépend seulement de k , k' et J.



28

2.4.2 Opérateurs vectoriels
Introduisons les opérateurs V et V_ :
Vi=V, £V,

avec les relations de commutation suivantes [4] :

(

[y, Vi] =0
[J_, V] = —2hV,
[J_,V_]=0
[J,, V] = 2hV, (2.38)
[Jo, V] = FRV,
[Jy, Vi] = =RV,
\ [J,, Vi]| = £hVy
Considérons les opérateurs Tg)(Q = —1,0,1) les composantes standard d’un opérateur

vectoriel V' formées par les combinaisons linéaires de ses composantes cartésiennesV,, V,,
V.. On écrit :

! ! ! 1 ! ! !
(k. JMIVAK T M) = ok IM|VLLIK T, M)
1 ! / /
- (kI M K. M. 2.
(kL MLLVE T M) (2:39)

La relation (2.39) montre que les éléments de matrice (k, J, M|V,|k', J , M)
sont nécessairement nuls chaque fois que :

M # M. (2.40)
De plus, des relations ([2.38)), pour une base standard{|k, J, M)}, on déduit :
JVelk', J, M) = (M £ 1)RVL|E,J M. (2.41)
Multipliant & gauche de la relation par (k,J, M|, nous obtenons :

(k, JM|JLVelE , J MY = Mhk,J, M|Vy|k',J M)
= (M £ D)h{k,J M|Ve|k',J , M.
Ce qui implique que :
M=M +1. (2.42)

Ainsi les opérateurs vectoriels V,, V. et V_ vérifient des régles de sélection définies par les

relations ([2.40)) et (2.42]).
A partir des relations (2.38) , on a :

[+, V] = 0;
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ce qui donne :
(k, J,M +2|J Vi|k,J M) = {k,J M+2|V,.J.|k,J, M).
En insérant dans cette relation entre J, et V, la relation de fermeture
KL MOYE T M| =1
K,J M
et en utilisant la seconde régle de sélection, nous obtenons :

<k7J7M+2|J+|k7J7M+ 1><k7 J7M+ 1|V+|k7 J7M> = <k7 J7M+2|V+|k7JaM+ 1>
(k, J, M + 1|4 |k, J, M).

Ainsi,
<kaJaM+ 1|V+|k> J>M> _ <k7 J7M+2|V+|k7J7M+ 1>
<k7J7M+1|J+|k7‘]aM> a <kaJaM+2|J+|kaJaM+1>
= Oé+(k, J)

ot oy (k,J) est une quantité qui dépend de k et de J, mais pas de M.
D’ou :
<k7 JﬂM + 1‘V+|k7 J7 M> = a+(k7 ’])<k7 JJM + 1‘J+’k7 J7 M>

Ainsi :
ke, J, M|V |k, MY = o (k, J) ke, J, M| J |k, J, M) (2.43)

A partir des relations , on a :
[J-, V] =0;

ce qui donne :

(k, J,M —2|J_V_|k,J, M) =k, J, M —2|V_J_|k, J, M).
En insérant dans cette relation entre J_ et V_, la relation de fermeture

KL MOYE T M| =1
K.,J M
et en utilisant la seconde régle de sélection, nous obtenons :
(k, J,M —=2|J_|k, J,M — 1){k, JJ M — 1|V_|k, J, M) = (k,J M —2|V_|k,J, M —1)
(k,J, M — 1|J_|k, J, M).

Ainsi,

(b, M —UV_|k,J, M)  (k,J,M —=2|V_|k,J, M —1)

(k, ;M —1|J_|k, J, M) — (k,J, M —2|J_|k,J, M — 1)
= a_(k,J).
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ou a_(k,J) est une quantité qui dépend de k et de J, mais pas de M.
D’ou :
(k, J,M —1V_lk, ;M) = a_(k,J){k,J M —1|J_|k, J, M).
Ainsi :
(k,J, M|V_|k, J, M/) =a_(k, J)(k,J, M|J_|k,J, M’). (2.44)

De plus, a partir de , nous avons :
[J_, V] =—=2RV..
Donc, nous pouvons relier les éléments de matrice de V, a ceux de J,. En effet,
(k, J, M|J_Vy|k, J, M) —(k, J, M|V, J_|k,J, M) = =2h{k, J, M|V, |k, J, M);

Ce qui donne :

—2(k, J, M|V, |k, J,M) = ~/J(J+1)— M(M + 1){k, J, M + 1|V |k, J, M)
— VI +1) = M(M —1){k, J, M|Vy|k, J, M — 1).

Tenant compte de (2.43]), on a :

1
<k7J7M"/;|k7J7M> = _5[\/J(J+1)_M(M+1)a+(kaj)<k7J7M+1‘J+’k7J7M>

VIT+1) = M(M — V)oy (k, J)k, J, M| Jy |k, J, M — 1)]
= Mhay(k,J) (2.45)

Par le méme raisonnement, de , nous avons :
[Jy, V-] = 2RV;
et, ainsi, nous pouvons relier les éléments de matrice de V, a ceux de J,. En effet,
(k, J, M|J, V_|k, J, M) — (k,J, M|V_J, |k, J, M) = 2h{k, J, M|V, |k, J, M);

Ce qui donne :

2k, J, M|V.|k, M) = /J(J+1)— MM —1){k,J, M —1|V_|k, J, M)
— VJT+1) = M(M + 1)k, J, M|V_|K, J,M +1).

Tenant compte de ([2.44]),

1

— VI +1) = MM —V)a_(k, J){k, J, M|J_|k,J, M +1)]
= Mha_(k,J). (2.46)
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Des relations et , nous concluons que :
ar(k,J)=a_(k,J)=alk,J).
Or, d’apres [2.39]
(k, J, M|V.|k, J, M) = a(k, J){k, J, M|J.|k, J,M').

Ainsi, toute composante de V est une combinaison linéaire de Vi, V_et V..
Donc : . .
(ky J, M|V |k, J, M"Y = a(k, J)(k, J, M|J|k,J,M). (2.47)

2.4.3 Opérateurs tensoriels irréductibles d’ordre K

De ce qui précede, on a constaté qu’un opérateur scalaire est un opérateur tensoriel irréduc-
tible d’ordre K = 0 et que les 3 composantes standard d’un opérateur tensoriel irréductible
d’ordre K = 1 sont les composantes standard d’un opérateur vectoriel. Soit {|k, J, M)} une
base standard d’états propres communs & J2 et J,. D’aprés la relation , on a I’élément
de matrice suivante :

(k, J, M|[J, TSN T, My = hQ(k, J, MITSV K, J', M),
Ce qui donne :
(M — MYk, J, M|ITYO 1 T, My = hQ(k, J, MITSO K, J', M),
Ainsi, I’élément de matrice (k, J, M|TC(2K)|I<;/, J,M') est nul si :
M # M +Q. (2.48)

En procédant de méme avec les relations , nous obtenons que les (2J + 1)(2K +
1)(2J +1) éléments de matrice (k, J, M\Tg{ k', .J', M") correspondant & des valeurs fixées
de k,J, K,k',J vérifient des relations de récurrence identiques a celles satisfaites par les
(2J+1)(2K +1)(2J +1) coefficients de Clebsch-Gordan (J', K; M', Q|.J, M) correspondant
aux valeurs fixées de J, K, J . En effet, de la relation (2.34)),

(ky J, M TLTYOW T MYy — (e, J M|TYO T I M
= h/K(K +1)—Q(@Q+ 1)k, J, MY K, J M),

Dot ;

VI +1) = MM = 1)k, J, M~ YTV, T, M)
=TT +1) = M (M + 1)k, J, M|TSV|K , ', M+ 1)
+VE(K +1) = Q(Q+ 1)k, J, M|TS K, T, M). (2.49)




De méme,

(k, J, M|J_TSO 1K, J', M)

D’ou ;
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(ky J, M|ITSO |k T, M)

hE(K +1) = Q(Q — 1){k, J, M|TY|K . T, M').

VI(T+1) = M(M + 1)k, J,M + 1TV, T M)

=T (J +1) = M (M = 1)k, J, M|ITYV|K . J M — 1)

+VE(K +1) — Q(Q — 1){k, J, M|TSO K, J', M), (2.50)

or, le coefficient de Clebsch-Gordan (J/,K M ',Q|J7 M), par analogie avec les relations
(1.45) et (1.46)), vérifie les relations de récurrence suivantes :

VIT+1) = MM +1){(J ,K; M ,Q|J, M +1)

— \/J/(J’ +1) = M (M- 1){J ,K;M —1,Q|J, M)

+VEKK+1)—QQ—-1{J ,K;:M,Q—1[J, M) (2.51)

et

VIJ+1) = MM —-1){J,K;M,Q|J,M—1)

=V J(J+1) - MM +1)(J, KM +1,Q|J, M)

+VEK+1)—QQ+1){J,K;M,Q+1|J, M). (2.52)

Ainsi, les relations de récurrence ([2.49)et

(ky J MITSOK , J' MY et

2.50|) pour les éléments de matrice

2.51

et

2.52

(J',K;M',Q|.J, M) sont identiques.
Donc, les éléments de matrice (k, J, M |TC(2K)|I€I, J M /> sont proportionnels aux coefficients

de Clebsch-Gordan (J', K; M',Q|J, M) .

Ecrivons alors :

la forme :

pour les coefficients de Clebsch-Gordan

(k, J, MITSOE ' My = a(J' K M, Q|J, M); (2.53)
Ow « est une constante ne dépendant que de k, J, K, k', J , qu'il est d’usage d’écrire sous
1 ! /
ek, J| TP K, J);
Ty ke IT T

avec (k, J|TU) ||k, J') qui est appelé < élement de matrice réduit > qui varie

d’un opérateur a un autre.(le facteur

1

5 st introduit par commodité .)
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En définitive, formulons le théoréme de Wigner-Eckart de fagon générale :

Si {|k, J, M)} est une base standard constituée de vecteurs propres communs a J? et a .J,
ona:

/ ’ !/ ]. / / / ’

ot (J,K; M ,Q|J, M) est le coefficient de Clebsch-Gordan.

A cause de la présence du coefficient de Clebsch-Gordan, on remarque que ces éléments de
matrice sont nécessairement différents de zéro si :

J—J|<K<J+J. (2.55)
Ce qui constitue la seconde régle de sélection de 'opérateur Tg{).

Réciproquement, si (2K + 1) opérateurs vérifient la relation quels que soient les
vecteurs |k, J, M) et |k, J', M), alors, ils constituent les (2K + 1) composantes standard
d’un opérateur tensoriel irréductible d’ordre K.

En effet,

(k, J, M|[L, TSONK T My = (M — Mk, J, MITSO K T M)
= (M —M)ha!J ,K: M, Q|J, M).
En tenant compte des régles de sélection |,
(b, J M| TYVE T — KM — Q) = hQalJ — K, K; M — Q,Q|J, M)
= (k,J, MRQTSOIK ,J — K, M — Q).

D’ou,
1., TS = hQTSY. (2.56)

De plus,

(ky J M|[Je, TSONK T M) = h
— h

= h

h

VI +1) = MM = 1)k, J,M = 1TOK , J', M)
VI (T +1) = M (M + 1)k, J, M|ITSONE T, M+ 1)
VIT+1) = MM —1)alJ ,K; M ,Q|J; M —1)

VI(J +1) =M (M + Da(J ,K;M+1,Q|J; M).

o~~~ o~

En utilisant les relations de récurrence (2.51))et (2.52)) pour le coefficient de Clebsch-Gordan
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(j,K; M,QU, M), nous avons :

(ky JM|[Te, TSONK T M) = h(VT(J +1) = M (M +1)a(J , K; M +1,Q|J; M)
+ (VKK +1)—-QQ+ Dol ,K; M ,Q+1|J: M)

W J(J +1) =M (M +1DalJ , K; M +1,Q|J; M)
= W(VEKK+1)—-QQ+1alJ ,K;:M ,Q+1[J; M)

= (k,J,MhW/EK(K +1) - QQ + DIk, J M.

Ce qui implique que :

[T TS = /K (K +1) — Q(Q + 1)TY3). (2.57)

Par analogie, nous avons :

(ky J M| TN T M) = h(V/T(T+ 1) = MM + 1)k, J, M + 1Tk, T M)
— BT (T 1) = M (M = 1)k, J,M|TYONE T, M~ 1)
= W(/J(J+1) = MM+ DalJ ,K; M ,Q|J; M +1)

W J(J +1) =M (M —Da(J  K; M —1,Q|J; M)

En utilisant les relations de récurrence et pour le coefficient
de Clebsch-Gordan (J', K; M, Q|J, M > nous obtenons

(ky J, MI[J_, TEONK T M) = (VT (T +1) = M (M —1)a(J ,K; M —1,Q|J; M)
+ WVEE+1)-QQ—Dal(J , K;M',Q —1|J; M)
— WJ(J +1) =M (M —DalJ,K;:M —1,Q|J; M)
= WVK(K+1)-Q(Q-Na(J,K;M,Q —1|J; M)

= (k,J, MhWE(K +1) - Q(Q — VIV |k, T, M).

Ce qui implique que :

-, T8 = /K (K +1) — Q(Q — 1)T55). (2.58)

Ainsi, nous retrouvons les relations (2.33)) et (2.34]) a partir des relations (2.56)), (2.57)et(2.58)).

Nous concluons que tous les opérateurs qui vérifient [2.54] sont les composantes standard
tensoriels irréductibles.



Chapitre 3

APPLICATIONS EN PHYSIQUE
NUCLEAIRE THEORIQUE

Nous considérons ici des cas concrets d’opérateurs tensoriels irréductibles d’ordre K = 0
(scalaire), K = 1 (vectoriel), K = 2 (tensoriel d’ordre 2). Plus précisément, nous trai-
tons des moments multipolaires électriques et magnétiques. Nous en discutons d’abord les
propriétés et nous formulons pour leur cas le théoréme de Wigner-Eckart.

3.1 Moments multipolaires électriques

Soit un noyau soumis a ’action d’un potentiel électrique quelconque créé par son environ-
nement. Ceci nous améne a des interactions développables a ’aide d’opérateurs tensoriels
irréductibles : l'interaction monopolaire (scalaire) d’ordre 0, I'interaction dipolaire (vecto-
riel) d’ordre 1, l'interaction quadripolaire (tensoriel d’ordre 2) et ainsi de suite.

Ainsi, nous considérons un systéme physique ¢ formé de N particules chargées placées dans
un potentiel électrostatique U () donné et nous calculons alors I’énergie d’interaction du
systéme avec le potentiel.

Supposons dans un premier temps, un systéme physique (classique) formé d’une seule
particule chargée de charge ¢, de position 7, plongée dans le potentiel U(7). L’énergie
potentielle de cette particule est égale a :

V(7)) = qU(7). (3.1)

Etant donné que les harmoniques sphériques constituent une base orthonormée dans la-
quelle une fonction de 6, et ¢ peut étre développée, nous écrivons le potentiel en fonction
des harmoniques sphériques sous la forme [4] :

00 l

U =Y > fim)Yi"(0,9), (3.2)

=0 m=-1

35
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avec
lentier >0et -1 <m <.

En supposant que les charges créant le potentiel électrostatique sont placées hors de la
région de I’espace ol peut se trouver la particule chargée, nous avons alors, en utilisant le
laplacien en coordonnées sphériques [4] :

1 0% L? .
AU) = (zw“m)m

= 0 (3.3)

ou l'opérateur laplacien A est relié a 'opérateur moment cinétique L.

Comme

LA™ (0, ) = (1 + DR*Y™ (0, ),
alors, la relation ({3.3]) donne :
{18_2 I(1+1)

r Or? 72

fim(r) = 0. (3.4)

C’est I’équation du type Euler—CauchyH [6]. En effet, elle peut s’écrire sous la forme :

rarsr = N ) = )+ 20 i) = U i)

= 0 (3.5)

C’est I’équation radiale ne contenant que la variable r.

Elle admet ainsi deux solutions linéairement indépendantes :

rtet (1),

Comme U(F) # oo si ¥ — 0, on retient seulement la solution :

47 !
m r) = C mT 5 36
fim(r) =\ 5 (36)
ol ¢y, sont les constantes dépendant du potentiel considéré, et 214_47:1 est un facteur

introduit pour des raisons de pure commodité [4]. Donc, le potentiel devient :

0 l
. 4m m
UR =>_ >\ g ygam V" (0,0), (3.7)
=0 m=-1

1. L’équation du type Euler-Cauchy est de la forme 22y” + axy’ + by = 0, a et b étant 2 constantes
données, y(x) une fonction inconnue. Sa résolution se fait par substitution y = ™.
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et I’énergie d’interaction est :

V() = qU()
00 l . .
= Z Z Cl,mqv 2[_,_171}/2 (67 (P)

=0 m=—1

= Z Z CLmDI(7), (3.8)

=0 m=—1

avec, D"(T) = ¢ 2l4—LrlYlm(9,g0).

En Mécanique quantique, le méme type de développement est possible. En effet, 'opérateur
énergie potentielle de la particule s’écrit [4] :

V(R) = qU(R). (3.9)

En choisissant une base orthonormée (au sens large de Dirac) {|7)} (ot 7(x,y, z) est rem-
placé par R(X,Y,Z)), on a :

(AV(R)F) = qU(s(r—7)

[e's) l
47T Ivm — —
= Z ZZCZ,mQ\/2l+1T R CADIGEREE

=0 m=—

En définissant les opérateurs Q" par :

(FMQIF) = Dy (M7 —7); (3.10)
On obtient :

V(R) = qU(R)
9] l

— Y 3.11)
=0 m=-1

Ainsi, les opérateurs Q" sont appelés opérateurs multipolaires électriques
avec 6(7 — i), la fonction delta de Dirac définie par (1.53).

Geénéralisons maintenant ce résultat a un systéme de N particules indépendantes chargées
de charges ¢, ..., qn et de vecteurs position 77, ..., Tn.
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Leur énergie de couplage avec le potentiel extérieur U(7) est :

N
V(7. T) = Z 4nU (%)

) l
= Zz::z:: lan\l2l+1rn Ym nﬂon)

=0 m—fl

- Z Z Clva;n(F1>"'7Fn)7 (3.12)

=0 m=—1

Dlm(Fla"'aFn \/ 2[ +1 ZQTL rn n,SDn) (313)

0, et ¢, étant les angles polaires de 77,.

avec,

Nous constatons ici que les moments multipolaires électriques sont donc simplement la
somme des moments multipolaires associés & chacune des particules.

De méme, en Mécanique Quantique, ’énergie de couplage avec le potentiel extérieur est
décrite par 'opérateur :

N
V(R ..By) =Y q.U(R,), (3.14)
n=1

’

(Fry s PN V(By, ooy RN oy 1%) = anU(ﬁn)d(ﬁ— 7)o (P — 1)

= 7“1,.. TN|Z Z Clle ’7’1,... >

=0 m=-1
. D’ou : l
V(Bi, .. Ry) =) > amQ" (3.15)
=0 m=—1

Par convention, dans tout ce qui va suivre, nous désignerons par ()] les opérateurs moments
multipolaires électriques tels que :

N

47 "

o1 2 B ()Y (O, 00). (3.16)
n=1

Montrons que, pour une particule sans spin, 7" sont des opérateurs tensoriels irréductibles
d’ordre [ dans 'espace des états ez, avec — < m < [.
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3.1.1 Opérateur Q), le moment monopolaire électrique

A partir de la relation (3.16]), pour [ = 0 et m = 0, utilisant les expressions explicites des
harmoniques sphériques(/1.37)), nous obtenons :

N
Q0 = VAT ¢uY)(0n, on)
n=1

N
= > ql (3.17)
n=1

Vérifions les relations de commutation d’un opérateur tensoriel avec le moment cinétique,

£33) et (2:33) pour QY.

N
n=1

= 0. (3.18)

De plus,
N
|:L|:7Q8j| = Z |:J:E7Q’n:|

n=1

= 0. (3.19)

D’ou, I'opérateur Q) est un opérateur tensoriel d’ordre 0. C’est un opérateur scalaire. On
I’appelle charge totale du systéme ou encore moment monopolaire électrique.

3.1.2 Opérateur Q7', le moment dipolaire électrique

A partir de la relation (3.16)), pour [ = 1 et m = —1, 0, 1, utilisant les expressions explicites

des harmoniques sphériques—, nous obtenons :
dr &
Q% = \/;Z Qanyll (Ons n)
1 n;l . .
= —% ; Gn R, sin b, ( coSs p,, + i sin g0n>

_ _%i% <Xn +¢Yn>, (3.20)
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N
47
Q? = \/?Z%Rnylo(em@n)
n=1
N

I
g

<
3
=
3
a
o
»n
>
3

n=1
N
= Y, (3.21)

-1 47T N ]
Q= S 4R (O, 00)
1 N
= —2 Z ¢n R, sinb, ( coS @, — 1 sin gon)
n=1

— qun <Xn - z’Yn>. (3.22)

n=1

\)

Nous remarquons que les quantités (3.20), (3.21)) et (3.22) peuvent étre considérées comme

des composantes[4] d'un vecteur noté D sur la base complexe des trois vecteurs €7, €y et
€_1 avec :

e = —\/%(éx + i€,)
& = ¢, (3.23)
€1 = 75(6 —iey).
Ainsi,
D = -Qi'é + Q% —Qle,
N
= ) (Xne*x +Ynd, + Zne:>
n=1
N
_ anRn- (3.24)
n=1

Ainsi, les opérateurs Q7" sont formés par combinaison linéaire des opérateurs composantes
du moment dipolaire électrique total du systéme par rapport a l'origine.

En effet,

Sl

N
[Qll - Qi:| = Z Qana
n=1

N
[Ql—l ; Qi] -3 v
n=1

2

Sl
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et
N
n=1

Plus précisément, on a :

+1 1
mDim = ———=|c11—c1— T
i
—E (01,1 + 01,—1) zn: AnYn
+Cl,OZann
= (anfn).(VU) . (3.25)
n 7=0

Nous retrouvons dans la relation précédente(3.25), expression de ’énergie de couplage
entre un dipole électrique et le champ [4].

Vérifions a présent les relations de commutation d’un opérateur tensoriel avec le moment

cinétique, (2.33)) et (2.34) pour Q7" :

[Jz,Qi] - —%Z{[Jz,xn]ﬂ'wz,n]}
o (3.26)

=0, (3.26a)

De plus,

= 0, (3.27)
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N

Q)= {2 + 1021

n=1

=hiv2Q1, (3.27a)

[J+, Q;l} =% i:j { il Xa] m,m}

=hv/2Q0. (3.27h)
De méme,
| X
R I YW B R AR A}
= 0, (3.28)
N
{J—a (1)} :Z{[Jxazn] Z[‘]yaZn]}
n=1
=hV2Q71, (3.28a)
X
J_, Q1 |=———= Jy, X + i, Y, }
Tl g ] e i
=hv2Q). (3.28h)
Ainsi, ces relations de commutation (3.26))-(3.28b) ressemblent aux relations (2.33)) et (2.34)).
Nous concluons que les opérateurs Q7'(m = —1,0, 1) sont les composantes d’un opérateur

tensoriel d’ordre 1.

3.1.3 Opérateur )5', le moment quadripolaire électrique

A partir de la relation (3.16]), pour [ = 2 et m = —2, —1, 0, 1, 2 utilisant les expressions
explicites des harmoniques sphériques(|1.40))-({1.40d)), nous obtenons :

Qg - \/EZQn na@pn)

V6 2
= —ZQn<R sin 6, (cos<pn+zsmgpn))

_ %f: (x —I—ZY> | (3.29)
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= ——anR cos 0y, <R sin 0,, cos ¢, + iR, sind, cosgpn)

_ __an n(Xn+iYn>, (3.30)

N
4
Qg =\ ? Z QanYQ()(Hm ©n)

-1 4T 2y —1
A =\ R )

= g Z qnR,, cosb, (R sin 6,, cos ¢, — iR, sin 6, sin gpn)
V6
2

n=1

Z Y,), (3.32)

et

Q2 = \/EZ% Ry )?Yy * (0, )

2
= —an (R sin 6,,(cos ¢, — isin gon))

_ %i ( ‘“””)2' (3.33)

On obtient ainsi les 5 composantes du moment quadripolaire électrique d'un systéme phy-
sique considéré [4] .
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Alors que la charge totale du systéme est un scalaire et que son moment dipolaire est un
vecteur, le moment quadripolaire est un tenseur d’ordre 2.

De plus, on a :
2
Z ComDam = = Z {813 x]} anx xl (3.34)
l,_] -

m=—2

Cette relation (3.34) décrit le couplage entre le moment quadripolaire électrique du sys-
téme et le gradient du champ au point 7= 0 [4] .

Evaluons maintenant les commutateurs entre ces opérateurs et le moment cinétique;

.0l - @nﬁ;qn[lfzxxnﬂmﬂ

= 2hQ3 (3.35)

{Jz, Qé] :—? i Gn {Jz, Zn(Xn + m)}

—hQ}, (3.35a)

[Jz,QQ} an {Jz,z — (X))’ —(Ynﬂ
:0, (3.35b)

[Jz, Q;l] zgi [Jz, Zn( m)}

=—hQ; ", (3.35¢)

6 N
{Jz, Qﬁ} =§ ; I [Jz, (X5 — m)“‘]
=—2hQ5 2. (3.35d)

De plus ,

=I5

i:: [J+, (X, +zy)]

|:‘]+7 Q§:| -

Il
o

(3.36)



e meé

me,

[J Q]:—?iqn[J Zo( X + Y)]
_Vingt,
.04 -3 Zq 22 ) - )]
_th
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(3.36a)

(3.36D)

(3.36¢)

(3.36d)

(3.37)

(3.37a)

(3.37D)

(3.37¢)
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e =P e ron-on]

=0. (3.37d)
Ainsi, a partir de ces relations de commutation(3.35))-(3.37d)), nous concluons que les opé-
rateurs Q5'(m = —2, —1, 0, 1, 2) sont les composantes d’un opérateur tensoriel irréductible
d’ordre 2.

3.1.4 Théoréme de Wigner-Eckart relatif aux moments multipo-
laires électriques

Dans un premier temps, nous considérons le cas d’une particule sans spin [4] . L’espace
des états e de la particule est rapporté a une base orthonormée {|xn.m)} de vecteurs
propres communs a L? et L, respectivement, de valeurs propres [(I + 1)h? et mh. Nous
allons alors évaluer les éléments de matrice des opérateurs multipolaires électriques Q"
dans une telle base. Pour cela, nous savons que les fonctions d’onde associées aux états
|Xn.1.m) sont nécessairement de la forme :

Xntam(F) = B (r)Y™ (0, ). (3.38)

L’élément de matrice entre deux états de cette base orthonormée pour ces opérateurs est
donné par [4] :

ot | O Xmtaoma) = / / / ot (120, ) QT X ta o (. 0, 2) 2

- /// o Y 0, )] Ra (Y69

r? sin Odrdfde.

Ce qui donne :

4 @
<Xn1,l1,m1 |Qm‘Xn2,lg,m2 / QdTRnl 1 )TZRHQJQ (T’) / sin 9d(9
: Wati ! ;

/0 dip(=1)"Y, (0, 0) Y™ (0, 0) Y2 (0, ¢), (3.39)

car la relation de conjugaison des harmoniques sphériques|4] s’écrit :
Y™ (0, ) = (=1)"Y, (0, ¢). (3.40)

Pour calculer I'intégrale du second membre, nous avons besoin du théoréeme de Wigner-
Eckart pour les harmoniques sphériques et de la relation de composition des harmoniques
sphériques.
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La relation de composition des harmoniques sphériques est donnée par [4] :

L1412
. - (2L +1)(2l, + 1)
TREITECISD S ficont S RRRIRY
I=|l1 —lg| m=—1
<ll,l2,m1,m2|l,m)Y2m(Q); (341)

ot € est 'ensemble d’angles polaires (6, ¢).
Ainsi, d’aprés la relation (3.41]), nous formulons le théoréme de Wigner-Eckart pour les
harmoniques sphériques[4] :

[v@yg@yraim = <—1>m3\/ (0.0l

(L1, lo; my, molls, —ms); (3.42)

ot  est I'ensemble d’angles polaires (6, ¢). Ainsi, de (3.42)), la relation (3.39) donne le
théoréeme de Wigner-Eckart pour les opérateurs Moments multipolaires électriques, dans
le cas d’une particule de charge ¢ :

41 Q
(X 11 | Q7 X toma) = @4/ / r2dr Ry, () Ry s (1) / sin Od6
: 20+ 1 : ;

/0 LMY, )Y (6, )Y (6, )

qv/ (2l + 1){l2,1;0,0[11,0) x [" drR} |, (r)r'*? Ry, 1, (r)
V20 +1

X (l2, l; ma, mlly, my)

_ <Xn1,ll||Ql||Xn2,12> <l2, l; mo, m|l1’ m1>. (343)

V20 +1

La quantité :

<Xm,l1HQlHXn2,lz> =q (212 + 1)<l27l; O?O|l170> X / dTR:;1 l1( ) l+2Rn2712(r>?
0

est appelée élément de matrice réduit et ne dépend pas de m.

Généralisons maintenant la relation (3.43) & un systéme de N particules.
Nous obtenons :

N
m Am > * l
<Xn17l17m1’Ql ‘Xn27127m2> = an\/ 20 + 1 / THQdTTLRnl,ll (Tn)(Tn) anyb (Tn)
n=1 0

T 27
/ sin 0,,d0,, / d90n<_1)mlyll_m1 (O 00) Y™ (O 9071)1/2?2 (6 n)
0 0

_ <Xn1,l1||Ql||Xn2,lz> <l2, l; Mo, m|lh m1>; (344)

V20 +1
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ol :
N 0o
<X7l17l1 | |Ql||xn27l2> =Vv20+1 Z QH<Z27 ; 0, 0|l17 0> X / drnR:;Lh (rn)(Tn)lJrQRmh (Tn)v
n=1 0

est également appelé élément de matrice réduit de 'opérateur multipolaire d’ordre [ et
ne dépend pas de m.

Par la présence du coefficient de Clebsch-Gordan (I3, [; mo, m|l;, m), nous constatons que
'élément de matrice (3.44]), est non nul si :

mp; — my =m, (3.45)
I — o <1<+ 1. (3.46)

Cette derniére inégalité appelée régle de sélection du triangle exprime que I'on peut former
un triangle, avec trois segments de longueur [y, [y et | qui sont des nombres y jouant un
role symétrique.

Ainsi, le coefficient de Clebsch-Gordan ne peut étre différent de zéro que s’il est possible
de former un triangle avec trois segments de longueur [y, Iy et [.

En particulier, la relation (3.44]), donne :

e pour/=m=20":

o ts s | @ ntama) = Xl QolDnata) g0 11y (3.47)

V2l 1

ou :
N
<Xn1,l1 | ’Q0| |Xn2,l2> = vV 2l2 +1 Z Qn<l27 07 07 O|l17 0>
n=1

(e.)
<[ Ry ()0 o (1)
0
est appelé élément de matrice réduit de 'opérateur multipolaire d’ordre 0 .

epour/l=1letm=-1,0,1:
<Xn1,l1||Q1||Xn2712>

<Xn1,ll7m1 |Q71n|Xn2,lg,m2> = o 1

<l271;m27m|l17m1> (348)
ou :

N

<XTL1711HQ1HX712,12> = V2l2+1ZQn<l2>1;070“170>
n=1

X / drnR;‘;l,h (7n) (Tn)3Rn2712 (rn)
0
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est appelé élément de matrice réduit de 'opérateur multipolaire d’ordre 1 .

e pourl=2etm=-2,-1,0,1,2:
<Xn1,l1 | |Q2| |Xn2,12>

<Xn1,ll,m1 ‘Q?’Xng,lg,m2> - 211 1

(lg, 2;m2, m|ly, m1) (3.49)
ou :
N
<Xn1,llHQ2HXn2,l2> =V 2l2 +1 Z QH<Z2> 2; O, O’lb 0>
n=1

« / R 1 () (r) R (1)

est appelé élément de matrice réduit de 'opérateur multipolaire d’ordre 2 .

De ce qui précéde, nous savons que, pour une particule sans spin, les opérateurs moments
multipolaires électriques ]" sont des opérateurs tensoriels irréductibles d’ordre [ dans ’es-
pace des états €7 de cette particule.

De plus, lorsqu’on tient compte des degrés de liberté de spin, les opérateurs )] demeurent
des opérateurs tensoriels irréductibles dans 'espace des états 7 ® ez ot €z est ’espace des
états de spin.

Le moment cinétique total s’écrit dans ce cas :

J=L+3§S.
Donc :
et
Jr =Ly + 54;
avec
Jj=0,
—Jj<m<.

Nous savons que les opérateurs moments cinétique orbital L et le spin S agissent respecti-
vement dans les espaces ¢ et €3.
D’ou :

[Jz,@;“] _ {Lzm} ¥ [Sz,c;z“}
= mhQy", (3.50)
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|:J+7 le:| = |:L+7 le:| + |:S+7 Qimi|

= WWI(l+1)—m@m+1)Q! (3.51)
et
o] = e+ [s.0r]
= WWI(l+1)—m(m—1)Q . (3.52)

Soit une base standard {|k,l, J, M )} obtenue en composant le moment cinétique orbital
L et le spin S de la particule pour former le moment cinétique total : J=L+5.

Comme les opérateurs ()] sont des opérateurs tensoriels irréductibles d’ordre [ dans 1’espace
er ® €3, ils vérifient la relation dans la base {|k, [, J, M,)}.

Ainsi, nous écrivons :

<Xn1,l1 | |Ql | |Xn2,l2>

V20 +1

Nous en déduisons ainsi, les régles de sélection satisfaites par les opérateurs @} dans
cette base standard {|k,[, J, M;)} compte tenu de la présence du coefficient de Clebsch-
Gordan (J',1; M, m|J, My). Donc, les éléments de matrice (3.53)) sont différents de zéro si

et seulement si les relations suivantes sont satisfaites simultanément :

ke, 1, J, My|QM K U, T M) = (J 1, M, m|.J, My). (3.53)

M;— M, =m, (3.54)

J—J|<1<J +J (3.55)
Nous concluons ainsi que les moments multipolaires électriques des particules chargées

(avec ou sans spin), sont des opérateurs tensoriels irréductibles.

Etudions maintenant les opérateurs moments multipolaires magnétiques en suivant les
mémes étapes que précédemment.
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3.2 Moments multipolaires magnétiques

Nous cherchons a déterminer le champ magnétique créé par un systéme de N particules
chargées de charges ¢, de vitesse 4, et d’angles polaires «,, en un point R(z,y, z) éloigné

2.

z
C3
'Cl .
Co
C — Yy
i U
1
!
n.t o
Cn - R
T 5 e
R—r, > M(x,y, 2)

FIGURE 3.1 — Collection de charges en mouvement

Pour cela, nous déterminons le potentiel vecteur A(7) [2] :

N -

1 Mo dnUn
A(r) = = , 3.56
(7) ineo 2 B — 7] (3.56)

or, pour || >> |7,|[4] :

‘H—_’ = Z ( > P(cosay,). (3.57)

_/rn

ou o, désigne I'angle polaire (ﬁ, 7,,) et P est le polynome de Legendre d’ordre [ tel que :

+l
D (=) (O 0) Y0 0), (3.58)

47
20+ 1

P(cosay,) =

0 et ¢ désignant les angles polaires de R.



Ainsi, en nous limitant aux termes du développement [ = 1, nous obtenons
A
A(?"") _ Ho _»Qn n_'
dmeg S~ |R — 7|
Y™ (4,
" ‘P)q 7

S5

471’8
0920 m=—I n=1
N

Zann R2 Zann Tn U + ..
n=1

471'80

jav][=v])

)
électrique est constant au cours du temps, nous concluons [2]

N N
n=1 n=1
d
>t [0
n=1

= 0.

Comme,

Z%hmu
alors, de ces deux relations et (3.61]), nous dedulsons :
N

N
— — — ]' — —
nUn\Tn-U) = 2 n\Tn X Up) XU
;q G 2;(1( )

D’ou,
TR
ZQnUn_ ﬁ X 5%%(@ X Un)—i_

(T 471'80

En moyenne Z —1 QnUn = 0 car il n’y a pas de monopole magnétique

0) magnétique s’annule.

Dans ce cas, le moment monopolaire (!

(rn)"Y, "™ (0, %)W

LN
T E;qn(& X Uy)

92

(3.59)

avec U = = .
Or, en choisissant 1'axe (ox) paralléle & 4 et en considérant que le moment quadripolaire

N
Z g (Fn U) + Z T (drn : “>

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)
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Le moment dipolaire magnétique (pour | = 1) s’écrit :

1 N

n=1

N
- qu” Ln (3.64)

m
n=1 n

ou, m, est la masse de la particule n de charge ¢, et En, son moment cinétique orbital.

Dans ce qui suit, nous formulons les opérateurs moments multipolaires magnétiques de
fagon similaire aux opérateurs moments multipolaires électriques [9].

Comme le monopole magnétique n’existe pas et que le moment quadripolaire magnétique
n’est pas important dans la pratique [9, 4], intéressons-nous au moment dipolaire magné-
tique My ,, m = —1, 0, 1.

Ainsi,
1 .
M, = /3 P =+ Uy
dn .
% (Ln:c + ZLny)
dn
2m

Lo, (3.65)

n

1 N
_E;
1 N
_E;
Ml,O = U
N

Gn
-y g, 3.66
2 5m (3.66)

n=1 n

1 .
M, = —2 <M:p - Wy)

1 I q
— —2 Z o, (Lm — sz,)

n=1

1 N
1

2= 2my,
n=

et




Vérifions maintenant les relations de commutation avec le moment cinétique.

|:<]27M1,1:| - Z m { Jza an] + Z[Jza Lny]}
= hMl,la

N
zaM — z7Lnx _b zaLn
[J 1, 1} Zl an{ [J. ilJ y]}

:_hMl,—l)

et

[JZ,ML()} =0,

N
1 n
[J+,M1,1} - QZ;” { Jx,Lny]+z[Jy,Lm]}

n=1

et

Enfin,

[J_, MLO] 3o {[Jm Loi] — il Lm]}
_\F 2hM,, 4

o4

(3.68)

(3.68a)

(3.68D)

(3.69)

(3.69a)

(3.69D)

(3.70)

(3.70a)
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et

[J_, M} - 3 ;n{ il L) i, Lm]}

n=1
=0. (3.70b)
A partir des relations précédentes, nous concluons que 'opérateur moment dipolaire ma-
gnétique My, (m = —1,0,1) est un opérateur tensoriel irréductible d’ordre 1.
Donc,
|:J27 M17m:| = mh]\/[l,m (371)
et

|:J:t, Ml,m:| = FL\/ 2 — m(m + 1)M1,m:|:1- (372)
Ainsi, par analogie avec(3.44]), cet opérateur vérifie le théoréme de Wigner-Eckart :

(X [|M1][Xns )
<Xn1711,m1‘M17m|X"2712’m2> - N 2[1 +1 -

En tenant compte des degrés de liberté de spin, le moment dipolaire magnétique s’écrit
alors [1, 9] :

<1271;m27m|llam1>' (373)

N N
= L, n—9, 3.74
fi n; o Ln n§:1g T (3.74)

o g, est une constante et S, le moment cinétique de spin de la particule n.

Les opérateurs moments dipolaires magnétiques sont définis alors par :

1
M = ——— |y +1
1,1 \/é(ﬂ ,Uy)
r N N
1 In : In .
| i)+ 3 (5 i5)
1 [ ¢ Y q
= —— "L, ——51 |, 3.75
2 ;an ++;g 2m,, *] (3.75)
MI,O = U
N N
B S I S (3.76)
n:12mn — 2m,,



et

S-Sl Sl

o6

()

N N
dn . qn .
;2?7%( t y)"‘;g an( ¢ y)]
& q Y q
" Ly n——Sn_| . 3.77
; 2my, + nz:lg 2my, ] ( )

Ces opérateurs demeurent ainsi des opérateurs tensoriels irréductibles car ils vérifient les

relations de commutation ([2.33))-(2.34) et le théoréme de Wigner-Eckart (3.73)).



Conclusion

Les n opérateurs qui se transforment linéairement par rotation les uns dans les autres
suivant une méme loi de transformation que n vecteurs linéairement indépendants d’un
espace donné ¢, sont les composantes d’un opérateur tensoriel & n dimensions. Si ’espace
est irréductible (par rotation), 'opérateur tensoriel est irréductible. Ainsi, les opérateurs
vectoriels constituent une classe particuliére d’opérateurs tensoriels irréductibles.

Nous distinguons trois catégories d’opérateurs tensoriels irréductibles :

e Les opérateurs scalaires qui ne sont pas modifiés sous rotation, c’est-a-dire qui com-
mutent avec le moment cinétique du systéme.

e Les opérateurs vectoriels qui se transforment sous rotation suivant la loi caractéris-
tique des grandeurs vectorielles.

e Les opérateurs tensoriels qui sont des généralisations des opérateurs vectoriels.

Lorsqu’on étudie une grandeur physique déterminée d’un systéme isolé, la seule connais-
sance du comportement de I'observable associée lors d'une rotation, permet déja d’établir
certaines propriétés sans avoir a faire appel a sa forme précise : on peut prévoir que seuls
certains de ses éléments de matrice dans une base standard seront différents de zéro, et
donner une relation entre ceux-ci. Ainsi, une observable scalaire n’a d’éléments de matrice
qu’entre deux vecteurs de base dont les valeurs de j sont égales, de méme que les valeurs
de m. Pour des observables vectorielles ou tensorielles, ces propriétés sont contenues dans
le théoréeme de Wigner-Eckart qui est fréquemment utilisé en Physique Nucléaire : le dé-
veloppement du champ électromagnétique en fonction des harmoniques sphériques, par
I'intermédiaire des potentiels scalaire et vecteur, méne a des interactions développables a
'aide d’opérateurs irréductibles : I'interaction monopolaire (scalaire) tensorielle d’ordre 0,
I” interaction dipolaire (vectorielle) tensorielle d’ordre 1, 'interaction quadripolaire (tenso-
rielle d’ordre 2).

Ainsi, 'objectif de notre travail, qui était de donner la théorie générale des opérateurs ten-

soriels irréductibles et d’en dégager quelques cas concrets surtout en Physique nucléaire,
est atteint.

o7
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Perspectives

Malgré I'importance des résultats atteints dans ce mémoire, la soif de pousser encore loin
dans ce domaine subsiste ; et ainsi, d’autres angles de recherche pourraient étre envisagés :

. V M V 2z s, z 2z .-, ’ . -_
1. Dans notre travail, nous avons étudié de facon générale les propriétés statiques uni
quement des noyaux; il ya moyen d’étudier aussi leurs propriétés dynamiques.

2. Il est possible aussi de prendre un noyau particulier et étudier de facon concréte
ses propriétés statiques : moment quadripolaire électrique, moment dipolaire magné-
tique; et ses propriétés dynamiques comme les moments multipolaires de transition
et le calcul des temps de vie des niveaux instables.

3. Dans notre travail, nous avons travaillé avec le groupe de rotation; on peut aussi
envisager de travailler avec un autre groupe de symétrie (par exemple le groupe de
translation) et dégager la forme des opérateurs tensoriels irréductibles, formuler pour
leurs cas le théoréme de Wigner-Eckart et voir s’il y aurait des cas concrets de ces
opérateurs dans certains domaines scientifiques.

4. On peut aussi faire des simulations et étudier numériquement les opérateurs tensoriels
et concrétement, les propriétés statiques et dynamiques des noyaux (radioactifs ou

pas).
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