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Résumé

Le présent travail détermine les systéemes dynamiques élementaires asso-
ciés & une classe de groupes de Lie nilpotents. La méthode des orbites co-
adjointes utilisée pour obtenir ces structures symplectiques permet en outre
de déterminer les réalisations symplectiques de cette classe de groupes de Lie.

Les systemes dynamiques élémentaires ainsi construits sont interprétés phy-
siquement et les solutions des équations de mouvement correspondantes sont
déterminées. Les dimensions physiques des nouveaux paramétres d’extension
sont déterminées.

Les constructions faites dans ce travail ont permis d’obtenir les principaux
résultats suivants :

- L’extension centrale de ’algébre de Lie associée a la classe de groupes
de Lie considéré est déterminée et le parameétre d’extension a pour
dimension physique le quantum de Planck[!]

- Les réalisations symplectiques de la classe de groupes de Lie considérée
sont déterminées et les structures symplectiques (orbites coadjointes)
correspondantes sont élucidées.

- Les équations du mouvement correspondant sont déduites de ces réa-
lisations symplectiques et leurs intégrales premiéres (solutions) déter-
minées.

1. Max Planck (1858-1947) est un physicien allemand, I'un des fondateur de la méca-
nique quantique.
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Abstract

The present work determines the dynamic systems associated with a class
of nilpotent Lie groups. The coadjoint orbit method used for to obtain these
symplectic structures also makes it possible to determine the symplec reali-
zations of this class of Lie groups.

The elementary dynamic systems thus constructed are interpreted physi-
cally and the solutions of the equations obtained from the corresponding
movements.The physical dimensions of the new extension parameters are de-
termined.

The constructions made in this work made it possible to obtain the main
following resultats :

- The central extension of the Lie algebra associated with the class of
Lie groups considered is determined and the extension parameter has
for physical dimension the Planck quantum.

- The symplectic realizations of the class of Lie groups considered are
determined and symplectic structures (coadjoint orbits) corresponding
are elucidated.

- The corresponding equations of movement are deduced from the sym-
plectic realizations and their first integrals (solutions) determined.
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Symbole et signification

g : algébre de Lie

g* : algébre dme Lie duale

G : groupe de Lie

K : un corps commutatif rée ou complexe

R : espace vectoriel sur les réels de dimension n
c> : classe de variétés différentielles lisses

e : élément neutre

T.G : espace tangent & G en 1’élément neutre

M, (K) : espace vectoriel des matrices d’ordre n sur K
B-C-H : Backer-Campbell-Hausdorff

End : endomorphisme

c> : Une structure de variété lisse

[ ] : crochet de Lie

{,} : crochet de Poisson
XY, 7 : les champs de vecteurs
n : élément de ¢

£ : élément de G

Der : dérivation extérieure

Z(G) : noyau d’une représentation adjointe
ad : dérivaion d’une algebre de Lie
Ad : représentation adjointe

Ad* : représentation coadjointe

R, : translation a droite g

L, : translation a gauche

I, : la matrice identité d’ordre n
exp : application exponentielle

O : orbite

SU(n) : groupe spécial unitaire
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Avant propos

Le travail de ce mémoire :" Systémes dynamiques élémentaires associés a
une classe de groupes de Lie nilpotents " a été réalisé dans le but d’obtenir
le Diplome de Master en didactique des sciences mathématiques a 1’'Univer-
sité du Burundi conjointement a 1’Ecole Normale Supérieure spécialement a
I'Institut de Pédagogie Appliquée. Par la méthode des orbites coadjointes,
nous avons abouti aux réalisations symplectiques et aux constructions des
systémes dynamiques élémentaires ainsi que leurs équations de mouvement
correspondantes.

Le sujet était complexe & exploiter. Nous avons traité le cas particulier de la
cinquiéme classe de groupes de Lie dans la classification des algébres de Lie
de Gambouri.

Nous espérons que ce travail rendra de services aux chercheurs; nous ac-
cueillons avec reconnaissances et attention les remarques; les critiques et les
suggestions que les lecteurs voudront bien nous présenter et, par avance nous
les en remercions.
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Introduction

Le présent travail s’inscrit dans le cadre de la géométrie symplectique. La
géométrie symplectique est le cadre géométrique a cheval entre des domaines
variés tels que la mécanique, le calcul des variations, 'optique, la thermo-
dynamique, I'analyse microlocale des équations aux dérivées partielles et la
quantification géométrique. Elle est un outil de choix en particulier pour
étudier le comportement de la dynamique d’un systéme mécanique avec des
applications en géométrie algébrique, en géométrie riemannienne et en géo-
métrie de contact. Formellement, elle consiste en 1’étude des variétés munies
des 2-formes différentielles fermées non dégénérées - appelées formes sym-
plectiques [1] .

Un groupe de Lie étant une variété différentielle ot la multiplication et le
passage a I'inverse sont des difféomorphismes de classe C*°, le probléme d’as-
socier a un groupe de Lie une variété symplectique a été résolu complétement
par Jean Marie Sauriauf]| (|2],[3] ). Son approche a permis de donner un sens
a la méthode des orbites coadjointes proposée pour la premiére fois par A.
A. KirillovE] [4] dans la description d’une classe d’équivalence des représen-
tations unitaires irréductibles des groupes de Lie nilpotents.

La méthode des orbites coadjointes permet de construire a partir d’un groupe
de Lie, des structures symplectiques (espaces de phase) et d’associer une
représentation unitaire d’un groupe de Lie G a chacune de ses orbites co-
adjointes. Dans le cas des groupes nilpotents, Kirillov a montré que cette
technique construit des représentations irréductibles, et que toutes les repré-
sentations irréductibles d’un groupe s’obtiennent de cette maniére [5]. Par la
suite, la méthode a été étendue a des groupes de Lie plus généraux.

2. Mathématicien francais, principalement connu pour ses travaux sur la géomeétrie
symplectique

3. Mathématicien soviétique et russe, professeur émeérite a I'université de Pennsylvanie
connu pour ses travaux dans les domaines de théorie des représentations (ou il a introduit
la méthode des orbites) groupes topologique et groupe de Lie.

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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Le but de notre travail de mémoire est d’étendre certaines classes de groupes
de Lie nilpotents qui joue un role important dans la quantification géomé-
trique d’un systéme mécanique classique. Par ailleurs, la méthode des orbites
coadjointes a été trés utile dans la quantification géométrique qui permet
une observation classique de la mécanique classique un systéme équivalent
en mécanique quantique. Nous interprétons les équations dans le contexte de
la mécanique classique, et montrons comment la correspondance de Kirillov-
Kostant-Souriau permet d’en produire des solutions.

Notre travail s’intéresse a la construction des systémes dynamiques asso-
ciés a une classe de groupes de Lie nilpotents. En partant de cette classe de
groupes de Lie, le probléme consiste a construire des structures symplectiques
correspondant a cette classe de groupes de Lie par la méthode des orbites co-
adjointes. L’étude a été motivée par le fait que les réalisations symplectiques
associées a cette classe de groupes de Lie n’avaient pas été déterminées. Pour
aboutir & ces réalisations symplectiques, nous ferons recours a la méthode
des orbites coadjointes comme déja dit précédemment.

Dans notre travail, nous avons considéré la cinquiéme classe de groupe de
Lie dans la classification des algébres de Lie faite par Ganbouri [6]. Nous
avons considéré le cas particulier o ¢ = 7 . Les constructions faites ont
abouti a des résultats dont les principaux sont les suivants :

- l'extension de L’algébre de Lie associée a la classe de groupes de Lie
considérée a été déterminée,

- la loi du groupe étendue déterminée a permis de construire l'orbite
de la représentation coadjointe du groupe étendu sur le dual de son
algébre de Lie,

- les systémes dynamiques associés a l'extension de classe de groupe
de Lie sont obtenus et la dimension physique du nouveau parameétre
d’extension précisée dans le travail.

En fin, les solutions des équations de mouvement de ce systéme dynamique
ont été déterminées.

Notre travail s’articule sur trois chapitres.

Le premier chapitre expose les notions préliminaires utiles pour la compré-
hension du reste du texte. Certaines notions telles que les notions de groupes
de Lie, d’algebres de Lie, de représentations adjointe et coadjointe, ainsi que
les formules de B-C-H utilisées dans la détermination de la loi de I'extension
du groupe a partir de la structure de ’algébre de Lie associée, ont été inté-
grées dans ce chapitre.

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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Le deuxiéme chapitre développe de facon détaillée les structures symplec-
tiques et introduit la méthode des orbites coadjointes dans la détermination
de ces structures.

Le troisieme chapitre, et dernier, est consacré a la méthode des orbites coad-
jointes et son application a la construction des espaces de phase, I'extension
centrale, I'analyse dimensionnelle des paramétres associés aux champs de
vecteurs, les réalisations et les structures symplectiques en s’appuyant sur
I’exemple de construction de notre travail de mémoire, nous avons fait des
interprétations physiques et tiré des conclusions.

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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mmmmsmsmmmn Chapitre 1 ———

Généralités sur les groupes et algébres de Lie

Le présent chapitre décrit les concepts clés de 'algébre des groupes de
Lie utiles pour la compréhension du reste de ce travail de mémoire.

1.1 Groupes de Lie

Définition 1.1.

Un groupe de Lie est un ensemble G muni de deux structures compatibles :
i) Une structure de groupe donnée par une loi de composition
m:GxG— G:(x,y) — m(z,y) = zy, et dont on note
i:G — Gz~ 27! Papplication « passage a l'inverse »,
ii) Une structure de variété de classe C*°.
iii) Compatibilité : les applications m et i sont de classe C°.

1.2 Exemples de groupes de Lie

La classification suivante des groupes de Lie classiques et complexes se
trouve dans ([2],[6],]?]).

1.2.1 Groupes de Lie classiques

— R”™ : Espace euclidien de dimension n muni de I'addition.

— S = R/Z : Nombres complexes de module 1 muni de la multiplication
de dimension 1.

— GL,(R) ={A € M,(R) : détA # 0} : Groupe général linéaire.

— SL,(R) ={A € GL,(R) : détA = 1} : Groupe spécial linéaire.

— O,(R) = {4 € GL,(R) : A'A = I,} : Groupe orthogonal (groupe
des bijections linéaires qui préservent le produit scalaire canonique de
R™).

— SO,(R)=0,NSL,(R)={A e GL,(R) : AA=1, et détA=1}.

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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. I, 0
— Opg ={A € GLy(R) : A'LyA = L} ot Iy = <(§) [q> .

— SU(n) : Groupe spécial des matrices unitaires complexes n x n de
déterminant 1.

— Sp(2n,R) : Groupes des matrices symplectiques réelles de dimension
n(2n +1).

— Spin(n) : Groupe spin.

— Sp(n) : Groupes compactes symplectiques : matrices unitaires n X n
quaternionique de dimension n(2n + 1).

— 83 : Quaternions de module 1 muni de la multiplication, de dimension
3; également noté Sp(1).

1.2.2 Groupes de Lie complexes

— (C" : Espace euclidien de dimension 2n muni de ’addition.

— GL(n,C) : Groupe général linéaire a éléments matriciels complexes
n X n inversibles de dimension n

— SL(n,C) = {A € SL(n,C) : détA = 1} et de dimension n* — 1 :
Groupe spécial linéaire.

— O(n,C) = {A € GL(n,C) : A'A = I,} : Groupe orthogonal dont les
matrices orthogonales sont a éléments complexes.

— SO(n,C) = {A € GL(C) : A'A =1, et détA =1} de dimension
n(n—1)

— Sp2(2n, C) : Groupes des matrices symplectiques complexes de dimen-
sion n(2n + 1).

1.2.3 Groupes de Lie nilpotents

Soient G' un groupe de Lie et G* son dual unitaire. Le probléme de trouver
une paramétrisation satisfaisante de G* a été résolu par A.A Kirillov avec sa
célébre « méthode des orbites », qui établit une bijection canonique entre G*
et I'espace des G-orbites dans G* ot G* est le dual de l'algébre de Lie G de
G. Les groupes nilpotents forment une certaine classe de groupes contenue
dans celle des groupes résolubles et contenant celle des groupes abéliens.
Les groupes nilpotents apparaissent dans la théorie de GaloisE] et dans la
classification des groupes de Lie ou des groupes algébriques linéaires. Le
but de cette section est de développer certaines classes de groupes de Lie
nilpotents qui joue un réle important dans la quantification géométrique
d’un systéme dynamique de la mécanique classique ([2],[7],[8]) .

1. Etudes des extensions des corps commutatifs, par le biais d’une correspondance avec
des groupes de transformations, les groupes de Galois.

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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Définition 1.2.

Soit G un groupe. Nous définissons par récurrence les sous-groupes C*(G) :
) CHG) =G
ii) Vn > 1,C"(G) = [G,C"(G)]

La suite centrale descendante est la suite des sous-groupes C™"(G) : ainsi
définie.
Nous définissons également par récurrence les sous-groupes D" (G) tels que :
i) DHG)=G
ii) Vn > 1,D""Y(G) = [D™(G), D"(G)]

La suite dérivée est la suite des sous-groupes D"(G) ainsi définie.
Proposition 1.1.

Soit G un groupe, alors pour tout entier n plus grand que 1, D"(G) est
un sous-groupe de C"(G). Nous définissons & présent ce que sont les groupes
nilpotents et les groupes résolubles.

1) On dit que G est nilpotent s'il existe n tel que C™(G) soit trivial.

2) On dit que G est résoluble s’il existe n tel que D"(G) soit trivial. Si
G est nilpotent, son degré de nilpotence est le plus petit entier n tel
que C"H(@) soit trivial. Si G est résoluble, son degré de résolubilité
est le plus petit entier n tel que D" (G) soit trivial.

Exemples 1.1.

1. Une algebre de Lie abélienne est résoluble. L’algébre des matrices
triangulaires supérieures est résoluble.

2. L’idéal [G, G] est appelé idéal dérivé de G. Il est nul si et seulement si
G est abélienne. En général, il est contenu dans tout morphisme de G
vers une algeébre de Lie abélienne, si bien que G, := G/[G, G| est le
plus grand quotient abélien de G.

Plus généralement, nous définissions deux suites croissantes (pour 'in-

clusion) d’idéaux :

i. la suite centrale définie par : C°(GQ) := G et C"Y(Q) := [G,C"G],
pour n > 0.

ii. la suite dérivée définie par : D°(G) := G et D"*H(Q) := [D"(G), D"(G)],
pour n > 0.

Nous avons : C}(G) = DY(G) = [G, G| et pour n > 1 nous avons

: C"(G) D D(G).

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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Définition 1.3.

Nous disons que G est :
- nilpotente s’il existe n € N telque C"*(G) =0
- résoluble §'il existe n € N telque D"(G) = 0.
Nous avons donc "abélienne" = "nilpotente" = "résoluble" [5].

Remarque 1.1.

Un groupe nilpotent est en particulier résoluble.

Les groupes nilpotents de degré 1 sont les groupes abéliens.

Un groupe est nilpotent de classe 0 si et seulement si il est trivial.
Le groupe de Heinsenberg sur R est nilpotent de classe 2 ( groupe
général linéaire G L, (R) formé des matrices triangulaires supérieures).

N =

1.3 Algebres de Lie d’un groupe de Lie

Soient G un groupe de Lie et T.G l'espace tangent a G en son élément
neutre e.
Notons que Ad : G — GL(T.G) l'application :
g— Ad(g) =T.l¢ : T.G — T.G qui & g € G associe l'application en son
élément e la conjugaison : € — g€g~'. Clest une représentation adjointe de
G.
Notons également que ad = T, Ad : T.G — End(T.G) Uapplication tangente
en e de Ad. Pour tous les X et Y dans T.G posons [X,Y]| = adx(Y), le
crochet de Lie dans T,(G. Les propriétés de ce crochet conférent & T,G une
structure d’algebre de Lie appelée algébre de Lie du groupe de Lie G.

Exemples 1.2.

1 Si G est abélien, alors I vaut l'identité de G pour tout g dans G
donc : Ad,T.G — T.G vaut l'identité de T.G pour tout g dans G, et
ad =T,Ad : T.G — End(T.G) est une application nulle.

Le groupe de Lie GG opére dans lui-méme par une translation a gauche :

Ly:G— G,k gk.
et une translation a droite :

Ry: G — G,k kg.

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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Par I’association de la loi du groupe, nous avons :

i, LyLy:G— Gk LyLy(k)] = Ly(hk)

= g(hk)
(gh)(k)
Lgh(k)

D'ott: LyLy = Ly

. R,Ly:G— G,k Ry[Ly(k)] = R,(hk)
_ (h]f)(g) assocgtwlté h(kg)
= Rhg(k)
D’ou : Rth = Rgh

ii. RyR,: G — G, k+— Ru[Ry(k)] = Rp(kg)
_ k’(gh) associ:ativité k(gh)
= Lgh
D’ou : Rth = Lgh
2. G opére sur lui-méme par conjugaison ou automorphisme intérieur :
Int(g) = gkg™'. On note, Int(G) = {Int(g),g € G}
oit Int(g) : k — gkg™'. On remarque que G est un automorphisme de
groupes ¢ : G — o(G) en posant que ¢(g)(§) = g.£ et agit sur un sous-
groupe distingué X de G ce qui montre que o(G) opére naturellement

sur G : 0. =0(§).
L' G—G kg 'k
RV:G— Gk kg

Par I'association de la loi du groupe, nous avons :

L LyL,t G — Gk Ly[L,Y (k)] = Lg(g~'k)
9(g™"k)
= (997 (k)
= k
= Idg
Dot : LyL,' = Idg < L, = (Lg)™*
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ii.  RyR;':G— Gk~ RyR,'(k)] = Ry(kg™")
= (kg™ ")(9)
= k(gg™)
= k
= Idg o

Dou: RyR,' = Idg < R,' = (Rg)™"

1.3.1 Classification des algébres de Lie nilpotentes

1. En dimension 1 et 2, toute algebre de Lie nilpotente est abélienne.

2. En dimension 3, toute algébre de Lie nilpotente non abélienne est
isomorphe a ’algebre de Heisenberg Hj. Le produit est défini par :

/.L(Xl,XQ) = [Xl,XQ] = X3 ol {Xl,XQ,Xg} est la base.

3. En dimension 4, ’algebre de Lie est soit abélienne, soit isomorphe a
une somme directe externe d’une algebre de Lie abélienne de dimen-
sion 1 avec l'algebre de Heisenberg de dimension 3, soit est filiforme

et donnée par le produit :

X1, X0)=1X1,X9| =X
{M( LX) = [, X5 > dans la base {X1, X2, X3, X4}

(X1, Xz) = [X1, X3] = Xy

4. En dimensions 5 et 6, il n’existe toujours qu'un nombre fini de classes

d’isomorphie d’algébres de Lie nilpotentes.

5. En dimension 7, (et au-deld), il existe une infinité de classes d’iso-
morphie d’algebres de Lie nilpotentes. En dimension 7, nous avons 6
familles & un paramétre d’algébres non isomorphes ainsi qu’une grande

famille discréte [2].

6. Pour les dimensions supérieures ou égales a 8, seules des classifications
partielles sont connues. Par exemple les algébres filiformes sont clas-
sées jusqu’en dimension 11. Une algebre filiforme est dite graduée si
elle est munie d’une dérivation diagonalisable. La graduation dans ce
cas est donné par les espaces raciniens. Ces algébres filiformes graduées
sont classées (ou plutot décrites) en toute dimension. Pour approcher
une classification générale, nous pouvons utiliser I'invariant appelée

suite caractéristique (ou parfois invariant de Gozef] ) [2].

2. Etude des extentions des corps commutatifs, par le biais d’une correspondance avec

des groupes de transformations, les groupes de Galois.

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024



SYSTEMES DYNAMIQUES ELEMENTAIRES ASSOCIES A UNE CLASSE DE
GROUPES DE LIE NILPOTENTS

1.4 Passage de P'algébre de Lie au groupe de
Lie

Il s’agit d’étudier les propriétés du foncteur G — G de la catégorie des
groupes de Lie vers celle des algébres de Lie. L’idée que nous voulons exprimer
ici est que le groupe des difféomorphismes d’une variété de classe C™ se
comporte comme un groupe de Lie dont 'algébre de Lie serait 1’algébre des
champs de vecteurs C*° |, munie du crochet issu des dérivations. Une action
de classe C*° d’un groupe de Lie GG peut alors dériver en une action de GG sur
les fonctions sur C'™° | que l'on peut aussi exprimer comme un morphisme
d’algebres de Lie.

Exemples 1.3.

Soit G—{(Z (1)) ca,b € R a >0}

L’application ¢ : G — U{ (a, b) eR?*a>0}: (Z (1]) — (a, b) est bijective.
Puisque U est un ouvert de R2, c’est une variété différentielle C* de dimen-
sion 2, ainsi il existe une unique structure différentielle sur G telle que dans
GL(2,R) et ¢ est un diffecomorphisme.

G est le groupe avec le produit des matrices A = (Z (1)) et B = (Z/ (1)>

= AB = (Z (1)) (Z, (1)> = (ba’aj— Y (i) € G et le passage a l'inverse

€ G. Par conséquent, GG est un sous-groupe de

1.5 Formule de Baker-Campbell-Hausdorff

Soient G un groupe de Lie et G = T,G son algebre de Lie, vue comme
I’espace tangent & G en 1’élément neutre e. Alors il existe un voisinage V' de 0
dans G et un voisinage U de e dans G tels que la restriction de 'application
exponentielle exp : V' — U est un difféeomorphisme. Son inverse U — V
s'appelle le logarithme. Si deux éléments X et Y de G sont suffisamment
proches de l'origine, alors les formules de Baker-Campbell-Hausdorff donne
I'expression de log(expXexpY') en tant que série entiére dans 1'algébre de Lie
engendrée par X et Y ([9],[10]) :

expXexpY = exp(X—{—Y—l—%[X, Y]+%([X, (X, Y]] +[Y, [V, X]]+---) (1.1)

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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et

exp(—X)expYerpX = exp(Y + [-X,Y] + %[—X, X, Y]] + % ) (1.2)

1.6 Représentation d’un groupe sur lui-méme

Définition 1.4.

On dit que G opére a gauche sur G si on a une application de Ly :
G X G — G: Ly(&) — g.£ telle que pour tous g, h € G, pour tout £ € G,
g.(h.£) = (g.h)& (on parle de la représentation a droite) et 1.£ = &.

1.6.1 Représentation adjointe

De fagon particuliére GG agit sur son algébre de Lie de la maniére suivante :
considérons les translations a droite et a gauche R, et L, de G dans lui-méme.
Nous en déduisons :

R'Ly: G — G, h ghg™

est I” automorphisme intérieur du groupe G (ou conjugaison).

Soit GG un groupe opérant sur G.
Proposition 1.2.

i) L’¢lément neutre e du groupe G reste fixe.
En effet : R 'Ly(e) = R 'g(e) = g(e)g~' = gg~' = e. Nous disons
que la représentation est fidéle. Nous définissons la dérivée de R;ng
en e, i.e. application induite des espaces tangents comme :

d
Adg g — Q,f — %Rgng(etg)h:O- (13)

L’application (|1.3]) s’appelle représentation adjointe du groupe G sur
I’algébre de Lie G.

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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Pour tout élément {€ G , nous avons : Ad,(§) = g¢g ,geq.

Preuve :
Nous avons :
d 4 te
Ady(§) = SRy Ly(e)liso
d _
= a(getgg 1)|1t:0
d 1 oy
= EQ(Z a(tf) )9 =0
(neN)
d Lo .
= E(Z ﬁt )9€"g ™ =0
(neN)
d L, -1 ¢ -1 ¢ —1 -1
= E(Z 1989 9€99€9™ - 989 li=o
(neN)
d 1, 1
= E(Z it )(9€9™) " 1=0
(neN)
d _1
= Eet(gig )|t:0
= ggg—let(gﬁg’l)hzo
= g¢g". o

ii) Nous vérifions que : Ad,, = Ad, o Ady,
En effet :

Adgn(€) = gh&(gh)™
= ghth™'g™!
= g(Adp(&))g™"
= Ady(Ady(6))
= (Adgo Ady)(§) o

D'ou : Ady, = Adg o Ady,.
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Proposition 1.3.

L’application Ad, est un homéomorphisme d’algébre de Lie.

Ady[g,m] = [Ady€, Adgn], (§,m € G). (1.4)

Preuve :
Nous avons :

Adgl§,n] = Ady(&n — ng),
= g(&n—né)g™,
= géng~ ' —gnégt,
= 9&g " gngt —gng g€y,
= [g¢g ", gng™",
= [Ad,¢, Adyy). o

Considérons maintenant la fonction

Ad: G — End(G),g— Ad(g) = Ad

g

ou End(G) est l'espace des opérateurs linéaires sur I'algébre de Lie G, lap-
plication Ad est différentiable et sa dérivée Ad,e en 'unité du groupe de
Lie G est une application linéaire de 1'algeébre de Lie T,G = G dans 'espace
vectoriel TrEnd(G) = End(G). cette application sera notée :

ad = Ad.e: G — End(G)

d
f — Cld§ = EAdg(t)h:(),

ol ¢g(t) est un groupe a un parameétre avec %Adg(t)h:g =¢etg(0)=

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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Proposition 1.4.

Soit £ € G et n € End(G). En posant ad = Ad.e, alors aden = [€, 7).
Preuve :
Nous avons :

adgn = Ad.e(§)(n),

= LA

= g(Ong™ () + g(O)n(g=H) (1) |i=o

= g(ng~(t) — g)nlg~)()g(t)]i=o
= g(Wng™ () = (g~ )(®)g(t)li=o

= g(0)n —ng(0),

= &n—r1g,

= [5:77]‘ O

De méme; le chemin ¢ : ¢ +— exp(t€) est un chemin de classe C' dans
GL(n,R), tel que
c(0) = I, et ¢(0) = &. Donc pour les € et n dans M (n,R),

adg(n) = ((T.Ad)(§))(n)

d
= Ay () (0)limo

_ %(emp(tﬁ)(ew(—tf))(ﬁ)’t:O

= &=

= [5777] O
Soit G une algebre de Lie sur R. Pour tout X dans G , 'application adyx :
G — G définie par : adx(Y) := [X, Y] est une dérivation d’une algebre de Lie
(parfois appelée dérivation intérieure)[12], car tous les Y et Z dans G, nous
avons : adx ([Y, Z]) = [adx(Y), Z] + [V, adx (Z)]
Preuve :
Pour tous X, Y, et Z, nous avons :

[X’ [Y7 Z“ + D/a [ZvXH + [Z’ [X’ YH =0

A [X7 [Ya ZH = _[Y7 [Za X]] + [Za [X7 Y]]
(X, Y], Z] + [V, [X, Z]]

& adx (Y, Z) = [adx (Y), Z] + [Y, adx (Z)]

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024

14



SYSTEMES DYNAMIQUES ELEMENTAIRES ASSOCIES A UNE CLASSE DE
GROUPES DE LIE NILPOTENTS

La repésentation adjointe commute avec les crochets de Lie. Pour tout ,
Y € G, nous avons : adxy] = [adx, ady] (7)
En effet, en utilisant I'identité de Jacobi, nous avons :

(X, Y], Z] = [X,[Y, Z]] - [V, [X, Z]] = O

=4 CLd[X7y](Z) = adx<ady(Z)) — ady(adx(Z))
= (adxa,dy — adyadx)(Z)
= [adx, ady](Z)
= [adx, ady](Z) 0O

D’ott nous avons : adjx,y] = [adx, ady]

Cela montre que I'application ad : G — Der(G) définie par X +— adx est un
morphisme d’algebre de Lie.

La représentation d’algebre de Lie ad : G — GI(G) s’appelle la représentation
adjointe de G. Elle est a valeur dans Der(G).

Définition 1.5.

On définit 'orbite adjointe de & par :
Og(§) = {Ady(§) =€ G,g € G} C G (1.5)

Ainsi la représentation est transitive s’il n’ y a qu’une seule orbite pour la
représentation de G sur G, i.e si pour tout £ € G,04(&) = G.

1.6.2 Représentation coadjointe

De facon analogue, G agit sur le dual de son algebre de Lie. Soit T,;G
I'espace cotangent ou I'espace dual de I'espace tangent T;G du groupe G en
I'élément g . L’élément ¢ € TG est une forme linéaire sur 7,G et pour tout
¢ € T,G, nous avons :

¢(n) = (Cm)-

Soit G* = T7G, 'espace dual de 'algébre de Lie G au groupe G en son
élément neutre e de G.
L’opérateur dual Ad; de Ad, est défini par :

Ady G = G, (= Ady(C) tel que
(Ady(C),m) = (G, Adg1(n)); C€ G¥m € G

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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Proposition 1.5.

Nous avons :
Ad;h = Ad;,. Ad*

En effet, soit ( € G*, n € G, nous avons :
<Ad;h(<)a 77> = <C> AAd(gh)*1 (77>
¢, Adp-1.Ady-1(n))

(
= ((, Adp-1(n), Adg-1(n))
((Ady.AdY)(C),m) o

Soit I'application :
Ad": G — End(G"), g — Ad*(g) = Ad,
et considérons sa dérivée en ’élément neutre du groupe défini par :
ad® = (Ad")se : G — End(G"), & — adg.
Proposition 1.6.
Soient £, € G et ( € G*. En posant que :

(Adg(Q),m) = (G [&n])
= ({&chm)-
Ou :
{1 GxG%(&¢) = {& ¢}

est une forme bilinéaire , alors : adf = {¢, (}.

Preuve :

(Adg(Q),m) = ((Ad)se(C), ),

d d

B <thdets( O)le=0,m), €t£|t:0:e dt £|t 0=¢
d

- <thdet§( )777>|t:07

= <—C Adete (1)) |i=0,

= (¢, Adets( ) =0,
= (G, Ads?ﬁ

= (¢ [&m]),

= ({&Chm- o
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L’application Ad; : G — GL(G*) est un homomorphisme différentiable, et
définit une représentation de GG sur G*, appelée représentation coadjointe du
groupe de Lie sur son algebre de Lie duale. Sa différentielle en I’élément
neutre e d’un groupe s’il existe, il est unique, qui a tout élément X de G
associé un endomorphisme de G* noté d(e) Ad%, est alors donné par :

(Adx(€),Y) = (¢ [Y,X])
— —(C,adxY) Y(eG XY EG

Définition 1.6.

On définit I'orbite coadjointe (appelée aussi orbite de Kostant-Kirillov-
Souriau) au point n € G* par :

Oi(n) == {Ady(n) =ne G*,g € G} C G (1.6)

1.6.3 Application dans le cas du groupe SO(n)

Nous montrons comment déterminer les orbites coadjontes dans le cas du
groupe de Lie SO(n) (groupe spécial orthogonal d’ordre n, i.e. ’ensemble des
matrices X de type n x n telles que : XX!' =T ou X! = X et detX =1).
L’espace tangent a 'identité du groupe SO(n) de Lie,que 'on note so(n), est
constitué par les matrices de type n x n antisymétriques, i.e., des matrices A
telles que :A + A~! = 0. Le commutateur de deux matrices antisymétriques
est encore une matrice antisymétrique,

A,B € so(n) = [A,B] = AB — BA € so(n).

Ce produit définit une structure d’algebre de Lie sur so(n) ; ¢’est 'algebre de
Lie du groupe de Lie SO(n). En effet, soit X,Y € SO(n). On a :

(XY) ' =Yy 'X ' =Y'X"= (X.Y) € SO(n).

Avec X = ( cost sme) , nous avons : X! = (COSQ —sm9>

—sinf@ cost sind  cos6

ot X-1 <0039 —sm@) X €50(2)

sinfl  cosf

En outre, on a X = AX A € so(n) et par conséquent l'espace tangent a
I'identité de SO(n) est T1.SO(n) = so(n).
Soit

Ry'Ry : SO(n) — SO(n), X — YXY 'Y € SO(n),

NIYIBIGIRA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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'automorphisme intérieur du groupe SO(n). On vérifie que Y XY~ € SO(n).
En effet, on a

YXY D) ' =yX Yy ' =yXY = (YXY) = (YXY ).

Théoréme 1.

Soit A € so(n), 'orbite de la représentation coadjointe du groupe (SO(n))
sur son algebre de Lie duale est :

OEO(H)(A) ={Y'AY : Y € SO(n)}, A € so(n), (1.7)
ou
OSom(A) ={C = Y LAY : C € so(n),spectre de  C = spectre deA}.(1.8)

De , on a :
{A, B} =[A, B], (A, B € so(n))

Soit Ad : SO(n) — End(so(n)),Y — Ady, avec Ady(A) =Y AY ™,
A € so(n); et soit ad : so(n) — End(so(n)),Y (0) — ady,

avec ady g = [Y(0),] : so(n) — so(n), A [Y(0), A], ot Y(t) est une courbe
dans SO(n) avec Y (0) = I.

Lemme 1.1.

L’algeébre de Lie so(n) munie du commutateur [-,-] des matrices est iso-
n(n—1)
2

morphe a 'espace R muni du produit vectoriel A. L’isomorphisme est

donnée par :

n(n—1)

uNv— [A, Bl =AB — BAjon u,v €R et A, B € so(n).

En effet, dans le cas o n = 3 avec u = (z,y,2) et v = (z',y,2) € R? |

’ ’

0 —z wy 0 —z vy
A=|2 0 —a|leB=|72 0 -2 | €s0(3). Nous associons
-y x 0 —y 0

au produit scalaire de R? la forme de Killing dans so(3),
1
(A,B) = —?r(A.B).

Nous avons :
(A,B) =xx +yy + 2z
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’ /

—z2 —yy yx 2
et A.B = xy R 2y € so0(3).
x2 yz —yy — ax

De méme, nous associons au produit vectoriel de R? le commutateur des
matrices,

uNv=|[AB].
Nous avons :
uhNv=(yz —zy,zx —xz,0y —yr)
0 yr —y'z 2 — 2w
et [A,B] = [2y —2'y 0 2y —2y | €s0(3). O
2 —x'2 yz/ — y/z 0

D’aprés ce lemme, nous voyons que : (R™")* = R™ "™ nous avons aussi :
(so(n))* = so(n).

Nous pouvons donc définir Ad* par :
Ady, : so(n) — so(n),
avec

(Adi(A), B = (A, Ady-1B)
— (A, YBY™)

— —%tr(AYBY‘l)

1
= —Etr(Y‘lAYB)
= (Y 'AY,B)

Y LAY,

Nous avons ainsi : (Y 1AY)! = YIAY (Y1) = Y 1AY, car Y € SO(n) et
A € so(n). Donc :

Osom(4) ={Y1AY : Y € SO(n)},
ou
Osom(A) ={C € so(n) : Y € SO(n),C = Y AY}
Notons que :
dét(C — NI) = dét(Y TAY — Y IMIY)

= dét(Y HA-A)Y),

= détY 'dét(A — NI)déty,

= dét(A— \I).
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Dés lors, les matrices C' et A ont le méme spectre. Par conséquent :
O%owm)(A) = {C € so(n) : IY € SO(n),C =Y ' AY, spectre de C' = spectre de A}.

c¢) Appliquons la proposition (1.6) au cas du groupe de Lie SO(n) tout en
sachant que (so(n))* = so(n).

{-,-} = so(n) x so(n) — so(n), (A, B) = {A, B},
ainsi, les applications :
Ad* : SO(n) — End(so(n)),Y +— Ady(B) =Y 'BY, M € so(n)

ad” : so(n) — End(so(n)), A — ad’

ou

{ady(B),C) = ({4, B}, C).

Nous avons :

{4,B},C) = (B,[A,C])

_ —%tr(B, A, CY).

= —%tT(BAC — BCA),

= (B, AL,0),
= ({B.A},C).

Do : {A,B} = [B,A] ¢
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mammmmmmmm Chapitre 2 ——

Construction des structures symplectiques par
la méthode des orbites coadjointes

La géométrie symplectique a permis de porter un nouveau regard sur
la mécanique classique. Elle permet 1’étude du comportement global d'un
systéme mécanique, en traitant les systémes et les conséquences, et aborde
les questions qualitatives associées comme ’existence des trajectoires pério-
diques ou stables d’une évolution. L’état complet d’un systéme & un instant ¢
donné en un point z(qy, -+, gn, P1, -+ ,Pn) dans un espace a 2n dimensions,
appelé espace des phases. Cet espace n’a pas de structure d’espace vecto-
riel (c’est une variété différentiable). Pour comprendre le comportement du
systéme, on peut essayer de suivre le déplacement d’'un sous-ensemble de 'es-
pace des phases [11].

Le théoreme de Liouville affirme que lorsqu'un systéme mécanique évolue,
le volume de toute partie de ’espace des phases est préservé. On peut donc
penser que la structure géométrique de l’espace des phases est celle du vo-
lume des objets. Le théoréme de Poincaré est un raffinement du théoréme de
Liouville. Il stipule que ’évolution du systéme mécanique préserve la struc-
ture symplectique canonique de l’espace des phases [12].

L’espace des phases va nous permettre d’appréhender tout un ensemble de
propriétés formelles des systémes dynamiques et d’en tirer des interprétations
géométriques simples. Il s’agit de construire une représentation sur un espace
vectoriel symplectique de dimensions paires.

2.1 Variétés de Poisson

La notion de variété de Poisson, connue depuis Lie et popularisée par Lich-
nerowicz [I1] et Weinstein [I3], est une généralisation des variétés symplec-
tiques. Une variété symplectique est un couple (M, Q) ot M est une variété de
classe C* (réelle ou complexe) et €2 est une 2-forme différentielle fermée non
dégénérée. Si f est une fonction de classe C'*° sur M, la forme symplectique
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Q) permet de lui associer un champ de vecteurs, appelé champ Hamiltonien
associé a f, noté X et défini par VX € M,VY € T, M,Q, (Y, X¢(z)) = dfxY
dont le fibré cotangent décrit I’espace des phases du systéeme.

2.2 Structure de Poisson

Les crochets de Poisson définissent une algébre de Lie sur I'espace des
phases du probléme a n corps considéré. Ils sont invariants par une trans-
formation canonique et interviennent dans toutes les questions concernant la
recherche d’intégrales premiéres. Ils jettent également un lien entre la méca-
nique classique et la mécanique quantique via leur assimilation aux commu-
tateurs entre les opérateurs associés a deux champs de vecteurs.

Soient deux fonctions f(q,p) et g(q, p) quelconques définies dans 1'espace des
phases, le crochet de Poisson de f et g par définition est :

L of o9 9f D
(Fo)= (fgh = (gt - 5o o)

=1

_ iﬂ (9 99 _ 01 09,
: (gips) dq; Op;  Op; g

=1

En particulier dans le cas ou f = qi et g = p;; nous aurons :

_ oy O,

i—1 0q; Opi  Op; Iy
_ zl: Oqy; Op;
9q; Op;

=1

= by
O0sij+#k

{ S? ‘7 7 (la mesure de Dirac).
lsij=k

Le champ de vecteur X défini par X5 (g) = {f, g} est appelé champ hamil-
tonien associé a f. Ce qui entraine que {f,g} = 0 donc f est une intégrale
premieére.
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Définition 2.1.

Une structure de Poisson sur une variété différentiable M est déterminée par
la, donnée sur l'espace C*°(M,R), du crochet de Poisson, (f,g) — {f, g} ,
vérifiant les propriétés suivantes :

i) bilinéarité,

i) {f,9} = —{9g, f} antisymétrie,

ii) {f, {g,h}} + {9, {h, f}} +{h,{f, g}} = 0 identité de Jacobi,

iv) {f,gh} ={f,g}h + g{f, h}} identité de Leibniz.
Les propriétés i), ii) et iii) conférent a C*°(M,R) une structure d’algebre de
Lie et les propriétés i) a iv) du crochet de Poisson définissent une algébre de
Lie sur 'espace de phases du fait des deux structures de Poisson.

La propriété ii) a pour conséquence : la valeur { f, g} (x) en un point = € M du
crochet des fonctions f et g ne dépend que de df (z) et de dg(x), de maniére
bilinéaire antisymétrique ([11],[13]).

Proposition 2.1.

Sur une variété M munie d’une structure de Poisson, il existe un unique
champ de tenseurs 7, deux fois contravariant et antisymétrique, appelé ten-
seur de Poisson, tel que le crochet {f, g} de deux fonctions ait pour expres-
sion :

{f,9} = =(df,dg).(x)
La loi (x) vérifie I'identité de Leibniz si le couple (M, ) est une variété de
Poisson et de plus égalité : [r, 7] = S20_, W(qi,pi)a% A % en coordonnées
locales est le crochet de Schouten-Nijenhuis [13].

2.3 Variété symplectique
Définition 2.2.

Le couple (M, Q) est une variété symplectique si les conditions suivantes
sont satisfaites :
i) M est une variété différentiable de dimension paire ;
ii) € est une structure ou forme symplectique sur M qui est une 2-forme
différentielle fermée et non-dégénérée i.e.

dQY=0et Vpe M,VE#0,3n/Q,(E,n) =0VEn € T,M
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Conséquence 2.1.

La non dégénérescence de €2 a une conséquence trés importante : la dimension
de M est nécessairement paire 2n. La non dégénérescence et la fermeture de
) ont pour conséquence l’existence, au voisinage de chaque point de M,
des coordonnées de Darboux pour lesquelles les composantes de €2 sont des
constantes.

Théoréme 2.1.

Théoréme de Darboux

Soient (M, ) une variété symplectique et € M. Alors il existe des co-
ordonnées locales (q1,- -+, qn,P1, "+ ,Dn) centrées en x dans lesquelles
Q= ZZZI)(de- A dg;). Ce théoréme est central de la géométrie symplectique
et est trés utile car il permet toujours de se ramener localement au cas cano-
nique de R™ x R™ quelque soit la variété symplectique considérée. Il implique
qu’il n’y a pas d’invariant local en géométrie symplectique au contraire il y
a un groupe de dimension infinie de difféomorphismes symplectiques et un
ensemble discret de classes d’équivalence de formes symplectiques [10] .

2.3.1 Exemples de structures symplectiques

1. L'espace M = R*" muni de la 2-forme Y 7(_,(dy; A da;),

ou ((x1,++ ,Tn, Y1, "+ ,Yn) sont des coordonnées locales) est une va-
o : b i) ) )
ri¢té symplectique. Les vecteurs (5-)p. -+, (5. )p: (570 5 (5,0 )

p € M constituent une base symplectique de 'espace tangent T, M.

2. Sur une surface orientée plongée dans un espace euclidien de dimension
3, la forme élémentaire d’aire est symplectique.

3. Les surfaces de Riemann[l] les variétés kithlériennes[]| ainsi que les va-
riétés projectives complexes sont des varietes symplectiques.

4. Nous allons voir que le fibré cotangent 7*M (i.e., I'union de tous les
espaces cotangents a M) admet une structure symplectique naturelle.
Les espaces de phases des systémes hamiltoniens sont des variétés
symplectiques et souvent ce sont des fibrés cotangents équipés de la
structure canonique.

1. Ce sont des variétés analytiques de dimension 1 complexe (2 réelles) munies d’atlas
dont les changements de cartes sont holomorphes.

2. Une variété kdhlérienne est une variété complexe munie d’une métrique hermitienne
dont la partie imaginaire, qui est une 2-forme Q de type (1,1) relativement a la structure
complexe, est fermée.
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5. Soit M est une variété différentiable de dimension n. Il existe sur son

fibré cotangent T*M une forme symplectique Q7+, différentielle ex-
térieure de la 1-forme de Liouville. Si (py,- -, p,) sont les cordonnées
locales dans une carte de M et (p1, -+ ,n,q1, "+ ,qn) sont les coor-
données locales dans la carte associée de T*M, on a : Qp«py = da =
ZZ:I)(dp" Adg;). La 2-forme do est une forme symplectique sur 7M.

Dans notre travail, nous avons considéré I'exemple de variétés symplectiques
c’est- a-~dire les variétés symplectiques construites a partir des algébres de Lie
duales, des algébres de groupes de Lie, la 2-forme symplectique étant déduite

de la 2-forme de Kirillov.

2.3.2 Propriétés

1. Toute variété symplectique est orientable [11].

Preuve :

Dans un systéme de cartes symplectiques (x1,- -+ ,2, ) , nous avons :
Q= (dl’l VAN dl’(n_H) + -+ /\dl)?n N d{L‘Qn)

Des lors :

0" = (doy Ndxggry + - - + Adxy, A dxgy,)

(n(n+1))

= (—]_) 2 (d,ﬁUl A\ dfﬁQ VANRREIVAY dx2n)7

Cela signifie que la 2n-forme Q" est une forme volume sur la variété
M et est orientable. Autrement dit, 'orientation associée a la forme
différentielle Q est 'orientation canonique de R,

. Plus généralement, un espace vectoriel symplectique (V,2) peut étre
considéré comme une variété symplectique, €2 étant considérée comme
une 2-forme différentielle sur V' . En effet, a toute base de V' correspond
une carte, dans laquelle 2 a des composantes constantes, ce qui prouve

que d2 =0 (i.e. Q € kerd).

. Soient (M, ) et (M, Q) deux variétés symplectiques. On note p :
My x My — M et py : My x My — M projections de My x My sur ses
deux facteurs. Les 2-formes pi{2; + p3€2s et pij€d; — p3€)y sur la variété
produit M; x M,, sont toutes deux des formes symplectiques, qu’on
notera simplement €2y + {25 et 21 — )y | pour simplifier Iécriture.

. Soient (M, ) et (My, Q) variétés symplectiques de méme dimen-
sion, et ¢ : M7 — M une application différentiable.
i) On dit que ¢ est un symplectomorphisme local si ¢p*Qy = Q) ;
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ii) On dit que ¢ est un symplectomorphisme si c’est a la fois un
symplectomorphisme local et un difféomorphisme.

Ceci signifie que pour tout p € M , I'application linéaire entre espaces

vectoriels symplectique dy : T),, My — T,, M, est symplectique.

. La différentielle extérieure do de la forme de Liouville o = ZZ.:D pidx;
est une forme symplectique sur 7% N, dite forme symplectique cano-
nique.

Preuve :
Nous avons d(da) = 0 puisque dod = 0 . De plus, da est non dégéné-
rée. Son expression locale est en effet :

do = Z dp; N dz;. (2.1)
=)

Nous en déduisons le théoréme de Poincaré :
Toute forme différentielle exacte est fermée.
Et le lemme de Poincaré :
Toute forme différentielle fermée est localement exacte.

. Toute transformation canonique ou symplectomorphisme d’une va-
riété symplectique est un difféomorphisme : ¢ : M — M qui préserve
Q ie ¢ =Q Si G est un groupe de Lie agissant sur M, 'action
T:G XM — M;(G,z) = 7G(x) est dite symplectique si, pour tout
G € G, 7G(.) est un symplectomorphisme. Dans ce cas, on appelle G
un groupe dynamique de (M, ) [14].

. Soient GG un groupe de Lie, G son algebre de Lie , G* le dual de G
et ne G*. Nous avons vu que G agit sur G* via l'action coadjointe.
Considérons l'orbite coadjointe O de n dans G* :

O(n) :={Adg(n) =nc G",g € G}
et le stabilisateur K de 7 :
K :={Ad;(n) =neG" ke G}.

K est fermé dans G et G/K est donc une variété [11), 13, B]. On a
la bijection bien définie suivante ¢ : G/K — 0;gK +— Ad;(n) et on
définit une structure de variété sur O de fagon a ce que ¢ soit un
difféomorphisme.
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O est alors un espace G-homogéne, et on définit une 2-forme Q© sur
O en termes des champs de vecteurs fondamentaux :

On peut vérifier que cette forme est bien définie, et qu’elle est sym-
plectique sur O . De plus, G agit sur O par symplectomorphismes et
constitue donc un groupe dynamique de ©@ . On appelle Q° la forme
de Kirillov-Kostant-Souriau (ou forme de KKS) [9].

2.4 Meéthode des orbites coadjointes

La méthode des orbites de Kirillov consiste a associer une action uni-
taire d’'un groupe de Lie GG & chacune de ses orbites coadjointes. Dans le
cas des groupes nilpotents ([7],[4],[15]), Kirillov a montré que cette technique
construit des représentations irréductibles. Par la suite, la méthode a été
étendue a des groupes plus généraux et des arguments de théorie spectrale,
implémente une récurrence sur le rang de nilpotence et peut s’interpréter en
coordonnées de Darboux. Nous nous intéressons aux propriétés différentielles
des groupes de Lie, nous construisons a I’aide de cette méthode des structures
symplectiques de ces groupes de Lie et nous en déduisons les équations de
mouvement du systéme correspondant.
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mammmmmmmmm Chapitre 3 ——

Systémes dynamiques élémentaires associés a
une classe de groupes de Lie nilpotents

Le présent chapitre s’intéresse a la construction des systémes dynamiques
associés a une classe de groupes de Lie nilpotents. En partant de la classifi-
cation des classes de groupes de Lie de B.Ganbouri [7] , nous avons traité des
structures symplectiques de cinquiéme classe qui est un cas particulier des
structures de Poisson par la méthode des orbites coadjointes et son applica-
tion a la construction des espaces de phase, I'extension centrale, I’analyse di-
mensionnelle des parameétres associés aux champs de vecteurs, les réalisations
et les structures symplectiques en s’appuyant sur ’exemple de construction
de notre travail de mémoire, nous avons fait des interprétations physiques et
tiré des conclusions.

3.1 Présentation de la classe de groupes de Lie
nilpotents

Nous résolvons la question pour la classe de Lie G donnée par :
[Z, X]| = cosbX — sin0Y, [Z,Y]=sindX —cosdY, [Z,X]=0 (0<0<m).

Les algébres de Lie ici considérées constituent la cinquiéme famille de la clas-
sification des algebres de Lie de B. Ganbouri [6] de dimension trois suivante :

L (su(2):[2Z,X]=2Y, [Z,Y]=-2X, [Z,X]=2Z (3.1)
I (sU2,R):[Z,X]=-2Y, [Z,Y]=-2X, [Z.X]=2Z: (3.2
L. :[Z,X]=XX, [Z2,Y]=Y, [Z,X]=0, (0<[]A\|<1); (3.3)

IV. :[Z,X]=X+Y, [2Y]=Y, [ZX]=2Z; (3.4)
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V. 1 [Z,X]=cosbX — sinbY, [Z)Y]=sin0X — cosbY, [Z,X]=0(3.5)
VI :[Z,X]=0, [ZY]=0, [ZX]=2; (3.6)

VIL. :[Z,X]=0, [Z,Y]=Y, [ZX]=0; (3.7)

Notre travail est une continuité des résultats de B. Ganbouri sur les algebres
de Lie su(2) et si(2,R) paru dans ([2],[6],[?]) ot on a montré que toutes les
structures de Lie-Poisson sont linéarisables au voisinage de I’élément neutre.

3.2 Structures symplectiques sur les orbites et
applications

Dans cette partie nous allons voir comment définir une structure symplec-
tique sur l'orbite de la représentation coadjointe. Soit n € G*. ¢ le vecteur
tangent en 1 a l'orbite. Comme G* est un espace vectoriel, alors évidemment
¢ € T,G* = G*. Rappelons que :

O(n) == {Ady(n) =ne G*,g € G} C G~.

Vn € Og(n),3g € G tel que : n = Ad}. Soit v € G et € un groupe a un
parameétre dans G avec

d
67t|t:0 =g et E(Ad;t(n))lt:o =¢.

Or
d

o (Adewe () le=o = adi(n) = 17,7},
donc le vecteur £ peut-étre représenté comme le vecteur vitesse du mouve-
ment de 7 sous action d’un groupe ¢,y € G. Autrement dit, tout vecteur

¢ tangent a orbite OF(n) s’exprime en fonction de v € G par :

E={v,n},y€G,neg" (3.8)

Par conséquent, nous pouvons déterminer la valeur d’une 2-forme €2 sur 1’or-
bite OF(n) comme suit : soient 7y; et 2 deux vecteurs tangents a 'orbite de
7. Nous avons :

&L ={nntmegGneg
52 = {’72”7}772 S gﬂ? € g*
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Nous avons ainsi la 2-forme différentielle

9(71772)07) = <777 [71772]>771772 S gﬂ? € g*a (39)

la valeur de l'orbite OF(n) ne dépend pas du choix de v, et 7. En outre, elle
est antisymétrique, non-dégénérée et fermée.

Pour déterminer la structure symplectique sur l'orbite O;O(n) (1), nous avons :
Q(1,72)(X) = (X, [A4, B]), A, B € 50(3), X € (s0(3))" = s0(3), (voir le lemme (L1 )

G ={X, A}, ¢ ={X B},

sont deux vecteurs tangents a 'orbite en X
Cl - [X, A],CQ - [X, B]

En utilisant le méme lemme i.e. isomorphisme entre (so(3),[,]) et (R3; A),
nous donne ainsi :

G=nA7&=nNAT,
Qv1,72) () = (7 AT).
Selon le théoréme de la section ((1.6.3)) Porbite coadjointe de SO(3) est :

OSom(A) ={C = Y 'AY : C € so(n),spectre de C = spectre deA}.
Le spectre de la matrice est donné par :

dét(A— M) = AN+ 2> +y* +2%) =0,
dout: A=0 ou = +i\/22+y?+ 22 = &ir?. Alors,

02‘0(3)(/1) ={C € 50(3) : 2?4 y”2 + "2 = ,',,2}’

/ 1

0 —2 wy 0 -2 y
avec A= 2 0 —z|leteC=[2" 0 —2"]| es003).
_y x O _y// x// O

L’algebre de Lie so(3) étant isomorphe a R3, nous en déduisons que Porbite
OZ‘O(S) (A) est isomorphe a une sphére S? de rayon r. Puisque les vecteurs &;
et & appartiennent au plan tangent TXO;O(S) en X, ils appartiennent aussi
au plan tangent 7,5% en 7.
Soit

S? = {(z1,y2,23) € R 1t +y5 + 25 =17},
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la sphere de rayon r, alors le plan tangent a cette sphére en 1 de coordonnées
(xlvaJ Z3) est :
T,8* = {(21,y2,23) € R : 21y1 + Taya + 7323 = 1%}, (3.10)

1Y+
= (@, ) (3.11)

Soit z = (21, 29, 23) € T,,5? et déterminons v = (71, 72,73) tel que : nAy = z.
Cette derniere est équivalente au systéme suivant :

0 —2 v Y1 21
z 0 —=x Yo | = ) ,
—y T 0 Y3 _wlzl;;xzzz

dont la solution est : v = (m”?’jgmw, BE=Eys), 3 R

Nous déterminons la forme symplectique intrinséque S2, i.e., ne dépend pas
du choix des coordonnées locales, nous choisissons comme coordonnées lo-
cales x1, 2 et le méme raisonnement sera valable pour les autres cas, i.e.,

Zo,x3 et w3, x1. Nous calculons donc ~ et 7 relativement a la base (8%1, 8%2)
de T7752 avec :
0 T 0 T
-— = (1,0, __1)7 -—=1(0,1, __2)
(9961 T3 (9382 T3
Nous avons : v = (71,7%2,73) = (%"jl, 273 3).
D’ou :
YAT = (72T3 — Y372, V3T1 — Y173, V1T2 — V2T1),
_ (3 T3 I1T3 — T + 1)
3 T3 3 '
Donc :
g 0 1 dxy N dx
Q(=—,=—) = (n,y\7) = — et par conséquent {2 = by
8%1 8952 T3 xs3

Comme nous 'avons déja signalé, la forme symplectique étant intrinséque,
nous aurons finalement :

. di[fl A dl’g . df,EQ VAN df]?g . diL‘g A dl’l

Q

X3 € T2
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3.3 Extension centrale

Une extension est une maniére de décrire un groupe en termes de deux
groupes plus petits. Une extension d’un groupe ) par un groupe N est un
groupe G qui s’insére dans une suite exacte courte.

l—N—G—0Q—1

Le groupe G est une extension centrale du groupe () par un groupe N, si
N est un sous groupe distingué de G, Q = G/N et les restrictions a N des
automorphismes internes de GG, sont des automorphismes internes de V.

La loi du groupe d’une extension G peut s’écrire :
(o,a)(8,b) = (o + B+ w(a,b), ab) (3.12)
ot w(a,b) est un 2-cocycle.

Le facteur w(a,b) étant un 2—cocycle i.e une application w de G x G dans
N telle que w € Z%(G, N) <+ dw = 0 ot dw est défini par :

(0w)(a, b, c) = w(b,c) —w(ab, c) + w(a,bc) — w(a,b).

Réciproquement, tout 2—cocycle w définit une extension par (3.12)). Deux
cocycles wy et wy différent par un cobord dy :

(00)(a,b) = @(a,b) — p(ab) + ¢ (b) € Z*(G, N),
définissent deux extensions différentes.

Une suite exacte de K—algébres de Lie : 0 - &k — U — G — 0 est une
extension centrale de G par k, si k est dans le centre de U, i.e si [k,U] = 0.
L’extension « : U — G est universelle (et dans ce cas, elle est unique a 1'iso-
morphisme prés) si pour toute extension centrale 5 : V — G, il existe un
unique homomorphisme d’algebres de Lie o : U — V tel que vy = a.
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3.4 Analyse dimensionnelle

Dans cette section, nous analysons les paramétres associés aux différents
champs de vecteurs. Pour étudier un phénomeéne physique nous passons a
I'identification des variables importantes. La relation mathématique entre
ces variables constitue une loi de la physique. Pour quelques phénomeénes
simples, ceci est possible. Dans ce cas une méthode de modélisation telle que
I’analyse dimensionnelle est indispensable. On est déja familiarisé avec l’ana-
lyse dimensionnelle lorsqu’on veut vérifier les unités pour s’assurer que la
partie gauche et droite d’une équation ont la méme unité. Nous parlons aussi
d’expression « symbolique » ou « fonctionnelle ». Cet effort d’abstraction qui
nous est demandé est un point crucial de notre travail de recherche car cela
nous permettra, entre autre, de :

- vérifier un résultat aprés un raisonnement rigoureux,

- obtenir une formule aprés un raisonnement intuitif,

- comprendre la dépendance fonctionnelle d'une quantité par rapport aux
paramétres et variables dont elle dépend [12].

Notons également que l’élément générale du groupe de Lie G a deux pa-
rametres, généré par x et X ou x et X sont inverses avec z le paramétre
du groupe de Lie et X le paramétre sans dimension. C’est pour cette raison
que les parameétres t, x1, x9 associés respectivement aux champs de vecteurs
H, Py, P, auront les dimensions du temps, de longueur et de vitesse. Leurs
paramétres conjugués ( élémentaire de 1'algebre de Lie dual G*) seront : m :
masse, p; : dynamique linéaire de la quantité du mouvement, p, : dynamique
statique de la vitesse, e : I’énergie.

Les relations entre ces grandeurs physiques dépendent de la structure de
I’algébre de Lie peuvent étre déterminées par les réalisations fortement ha-
miltonienne [14], lagrangienne et liouvillienne des groupes de Lie correspon-
dants. Nous traiterons le cas du groupe de Lie statique et particuliérement
le groupe de Lie statique étendu en dimension spatiale.

Nous interprétons les résultats suivant leurs dimensions ainsi que les équa-
tions des trajectoires des particules trouvées. En effet, une action en physique
a pour dimensions le produit d'une énergie par le temps. L’action est telle
que :

[#][w] = mI*~! ol : w est un paramétre conjugué et appartenant a P'algébre
de Lie duale; m est la masse; [ est la longueur et t est le temps.
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i) Si [z] est sans dimensions, nous avons :
[z][w] = action

& [w] = mi*t™! est Paction.

Si [z] a la dimension de la longueur (1), nous avons :

[z][w] = mI%t!

& lw] = mi*t™!

& [w] =mit™. w est une dynamique (moment) linéaire p.
iii) Si [z] a la dimension de la vitesse (It™!) , nous avons :

[7][w] = mi*t™!

& (tHw] = mi*t™!

& [w] = ml. w est une dynamique (moment) statique k .
iv) Si [z] a la dimension du temps (¢) , nous avons :

[z][w] = mi*t~!

& tlw] = mi%t!
& (w] =mlPt2 = m(it™)? = mov?.
associé(e) a 'énergie.

v) Si [z] a la dimension du carré de la longueur (I?) , nous avons :
[z][w] = mi*t~!
& (13)|w] = mPt!
& [w] =mt™!. w est une dynamique (moment) associé(e) a la force
de Planck (quantum d’action ou constante de Kosto ou encore limite
de Kosto).

w est une dynamique (moment)

3.5 Exemple de construction

L’algébre de Lie considérée dans ce travail est la 5°"¢ classe d’algébre de
Lie de classification de B. Ganbouri (3.5) dans le cas particulier ou § = 7.
Considérons le groupe de transformation du plan défini par :

z, = Ria) + ', (3.13)

. cosft  sinbt
ou R(t) = (—sz’n@t costt
t parametre de translation temporelle.

Soit maintenant la classe de groupe de Lie définie par la loi de la multiplica-
tion suivante :

) est une matrice de rotation avec 6 parameétre et

(Z,0)(Z,t) = (RO)T + z,t +1t) (3.14)

ou ¥ : parameétre de translation spatiale. La classe correspondante d’algébre
de Lie est engendrée par les champs de vecteurs invariants a gauche.
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Considérons 'algébre de Lie G engendrée par les crochets de Lie définis par :
[Z, X] = cosb X — sinfY
[Z,Y] = sinfX + cosfY
(X, Y]=0

ou X,Y, Z sont les générateurs de 'algébre de Lie et 0 < 6 < 7.
Posons :

H = 7 : le générateur de G associée au paramétre ¢ du groupe;

P = X : le générateur de G associée au paramétre x; du groupe;
et P, =Y :le générateur de G associée au paramétre xo du groupe.
De fagon équivalente, la structure algébre de Lie de G devient :

[Z, X] = cosOP, — sinf Py
[Z,Y] = sinf Py + cosO P,

(X, Y]=0
En particulier si § = 7, nous avons :
[Ha Pl] = _P2
[H7 PQ] - Pl
[fﬂ,f@]::O

La loi du groupe est donnée sous la forme d’un produit d’exponentiels de
matrices et I’élément général du groupe s’écrit :

g = exp(x1 Py + xoPy)exp(tH)

puisque P; et P, commutent.
Donc :

99 = exp(xy Py + o Py)exp(tH)exp(z, Py + xyPy)exp(t H) (3.15)
En insérant 1’élément neutre exp(tH)exp(—tH) dans I’équation (3.15)). Nous

aurons :

99 = exp(x, Py + x2P) \ea:p(tH)exp(:viPl + o Py)exp(—tH) exp|(t + t ) H]

I

(3.16)
Posons que :
L = exp(tH)exp(x) Py + xoPy)exp(—tH) (3.17)
! I / I 1
e exp(x Py + 2Py + [tH, 2, Py + 25 Po] + — -+ +) (3.18)

TR
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o [tH x\ P+ x,P5] = [tH, x,P|+ [t H, 22P]
= ta)\[H, P\] + tay[H, Py

& [tH,x, P, + 2, Py) = —tx| Py + ta, P (3.19)

o [tHa [tHa £L‘,1P1 + '17/2P2H = [tHv x;PQ] + [tHa xIQPI}
= [t [H, P + t*x,[H, P
= —t2$/1P1 — thépg

& [tH,[tH, P, 4+ 2, P,))] = —t?x, Py — t*2, P, (3.20)

o [tH,[tH,[tH,z,P, + 2,P))]] = [tH,—t*x, P, — t*x,P)]
= [—tgl'/l [H, Pl] — t3l’/2[H, PQ]
= t3a:/1P2 — t%;Pl

& [tH,[tH,[tH, 2, P, + z,P5]|] = 32, Py — t32, P, (3.21)
° [tH, [tH,[tH,[tH, xllPl + :BIQPQH]] = [tH, t3a:/1P2 — t3x/2P1

[t4$/1 [Ha P2] - t4'r/2[H7 Pl]
= t4l'/1pl -+ t4£C/2P2

o [tH,[tH,[tH,[tH,z, P, + z,P]]] = t'z, P, + t*z, P, (3.22)

En remplacant les équations (3.12), (3.13), (3.14), (3.15) dans ’équation
(3.18) et en regroupant les termes, nous obtenons :

1 1

I, = exp|(zy +twy — ﬁt%l — gt:sxz + It‘lxl + )P
’ /7 1 / 1 ! 1 /7

3! 4!
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/ 1 1 / 1
= eap(lo (1= gt* + Gt ) + 2y (= TARRILE
. S \ /

~
cost Sin
S~~~ S~~~
par la série de Taylor par la série de Taylor
/ 1 / 1 1
3 2 4
_'_ [$1<t——t+"')+$2(1——t+—t+"']P2)
3! 2! 4!
~ ~ N ~ v
sint cost
~~ ~~
par la série de Taylor par la série de Taylor

oI = exp((x)cost + xysint) Py + (—x,sint + zycost)Py)  (3.23)
En substituant I’équation (3.23) dans I’équation (3.16]), nous obtenons :

g9 = exp(x, Py + o Py)exp((x cost + zysint) Py + (—xysint + xycost) Py) exp((t+t ) H)

1o

(3.24)

Posons que :
I, = exp(x P+ x3P) exp () cost + zysint) Py + (—x,sint 4+ zycost) Py)
N—— ~ v

A B
1 1
N cop(A+ B+ [A B+ A A B + )

Dans I'expression de I3, nous avons :
e A+ B = (x4 xcost + xysint) Py + (zo — 2 sint + xocost) Py
e [A, B] =0 puisque P, et P, commutent.

Dot : I = exp|(xy + 2 cost + xysint) Py 4 (x5 — x| sint + zycost) Py
et: gg = exp|(x)+x)cost+aysint) P+ (vo— ) sint+xycost) Polexp|(t+t ) H.
La loi du groupe est donnée par :

G = {(w1, 9, 1)/ (1, T2, 1) (2, T, T ) = (2147 COSLHTsint, Ty— ) sint-+aqcost, t4t )}
(3.25)

Nous vérifions que 1'élément neutre de G est : ¢ = e = (0,0,0).

Nous vérifions que, & partir de , les générateurs de ’algébre de Lie sont :

a ’ ’ ’ ’ ro. ro. ’ ’
P = —(xy,2,t) = (x1 + xyc08t + To5int, T9 — Ty SINE + THCOS8E, E+ 1) |0 (=—)
(cost, —sint,0) |, () = cost=— — sint-T
= (cost, —sint, —) = cost— — sint—
’ Oz O, 0z
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a / / / ’ / / ! !
Py = —(x,,2,,t) = (x1 + xyC08t + Tosint, T9 — Ty SINE + THCOS8t, t+ 1) |0 (=—)
= (sint,cost,0) |. (@xk) = smtT1 + C()st8—$2
a ., 0
H = =(0,0,1) |¢ (=—
at (ZE17$2, ) ( g ) | (al’k)
_ 2
ot

L’algebre de Lie associée est donc engendrée par les champs de vecteurs H, P,

et P, dans le cas particulier ou § = 7 et est définie par la structure de Lie
suivante : [H, Pl] = —PQ, [H, PQ] = Pl, [PI,PQ] =0.

Nous vérifions que 'élément inverse de g~ (xq, xo,t) est :

g~' = (—zicost + xasint, —xysint — wocost, —t)

Par définition I'action adjointe du groupe de Lie G sur son algébre de Lie G
est donnée par Pexpression : Ad,(X) = gXg~ ', on X = (dx1, o, 6t).
Dans notre cas, nous avons :

Ad(52¢1,5.’£2,5t)

(@1,32,t) (261,3:2, )(51‘,1751‘2762&)(‘%17%‘2725)71
= (x1,x9,t)(0x1, 029, 6t)(—z1COSt + To8INt, —T18INt — ToCOSt, —1)
(1, xo,t) (021 — x1COSt + T2SINL, dx9 — T1SINt — ToCOSL, Ot — 1)
(

dxqcost + dxgsint, —dxysint + dxacost, ot)

étant donné que si 6t — 0, alors sin dt — 0 et cosdt — 1. C’est la représen-
tation adjointe du groupe de Lie G sur son algébre de Lie G.

Par dualité entre ’algébre de Lie G de GG et son algeébre de Lie G* et en po-

sant que pi, pe, F sont les parametres conjugués de x1,xy,t respectivement :
Ad (021,022,0) _ = (62, 0y, 6t ) et Ad* p1p2E) = (py, po, E),

xl » L2 t) :Bl T t)

ou : (AdPP2E AdT ) — ((p) py B, (67, 0z, 0t )

(x1,$2,t) ) (.’El x9, t)

or <(p,17p,27 El)((gl‘,h 51,'2’ 5t/)> = <<p17p27 E)7 (5$17 61’27 5t)>
& p0x) 4 pyday + E'0t = pioxy + podxy + Et
5x,1 = dxqcost + dxosint
De plus nous avons : { dx, = —dx1sint + dxgcost  d’aprés action adjointe de G sur G.
ot = 6t
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D’ou : pll(5xlcost+5a;2$int)+pl2(—5951sint+5atgcost)+E/5t' = p10x1+pedre+Edt

p’léxlcost — péémlsint = p10x;
et par comparaison : p%&msint + péd@cast = podTo
E =F

pycost — pysint = py
de fagon équivalente : ¢ pysint + pycost = p,
E'=E

cost —sint p/l P1
~ . / -

sint  cost Dy D2
cost —sint

sint  cost
& = pr —sint|_ cost + pasint
by = Dy cost =D b2
& p, = cost pi| _ —mpi1sint + pacost
p2 - SZnt Do - D1 D2

Dot :Ads, . o (prspos E) = (91 0 B') = (prcost--pasint, —pysint+pacost, E).
Nous constatons que E' est un invariant immédiat de cette action coadjointe.

La forme de Kirillov est donnée par :
l.l| A P H
iy _ B 0 0 po
Kz] (p17p27 k) - P2 0 0 -

H | —p pr 0

Q= Kij(p1,p2, k)o@ = <8 8) (matrice nulle).

Il n’y a pas moyen de déterminer la 2-forme symplectique dans ce cas-ci.
Pour contourner cette difficulté, nous déterminons la structure de Lie éten-
due associée au groupe de Lie.

Dans la structure de Lie de G, remplacons le zéro du crochet de Lie nul
par un nouveau générateur N c’est-a-dire :

[H, P] = —P; [H, Py)] = P; [Py, P,] = N.

Vérifions si la nouvelle algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs
H, P, P, et N est une algébre de Lie.
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En d’autres termes, vérifions si les différentes identités de Jacobi sont toutes
satisfaites.
En effet :

[H, [Py, B]|+ [Py, [Py, H||+[ P, [H, Pi]] = [H, N|—|Py, P\|— [P, P;) = [H,N] =0

[H, [P, N||+|Py, [N, H||+[N,[H, P]| = [H, [P1, N|]|+[P1,0]+[N, =P = [P, N]—=[N,—FP] =0
[H, [N, B[+ [N, [Py, H]|+ [Py, [H, N]| = [H, [N, Bo]|+[N, = Pi]=[P,,0] = [N, P,]=[N, P\] = 0
[N [Py, B]|+[Py, [P, NI+ [P, [N, P = [N, NI+ [Py [P, Bl [P, [N, P =0

Comme il n’y a pas de contrainte sur le nouveau générateur N, I'algébre de

Lie étendue existe et est une extension centrale de G et Py, P, générent son
centre.

De facon générale, I’élément général du groupe de Lie GG est engendré par

g = exp(xX) ou : z est le paramétre du groupe et X € G = T.G; (z; X) est
sans dimension en physique et les paramétres de z et X sont inverses l'un
de 'autre. Comme nous avons posé que : B = PP, — P, P;, nous avons :

[N] = [P1P] = [P1][P,]. Si « est le paramétre conjugué associé a F, alors
[a] = action.
& o] = % =mt~! =me avec t7! = ¢, oll a est & la dimension physique

la force de Planck[]] (ou le quantum d’action) [7] .
Posons que N = eH, il en découle que [Py, Po] = eH

Soient H, P, P», et H les champs des vecteurs de l'algébre de Lie étendue.
Posons 1'élément général du groupe de Lie G sous forme d’un produit d’ex-
ponentielles :

g(x) = exp(x1P1 + xoPs)exp(tH)

Pour 'algébre de Lie étendue, 1'élément général s’écrit :
g = exp(aH)exp(x1 Py + xoPo)exp(tH).
Il en résulte que :
39 = exp(at)exp(x1 Py + xoPy)exp(tH exp(a H)exp(xy Py + x4y Py)exp(t H)
En insérant 1’élément neutre exp(t H)exp(—t H) dans §g§ , nous avons :

33 = expl(a+ o YHlexp(zi Py + 2 Py) exp(tH exp(xy Py + xyPs)exp(—tH) exp((t + ') H]

Iy

1. Physicien allemand (1858-1947), Max Planck fut I'un des fondateurs de la mécanique
quantique
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Or I) = exp((x)cost + xysint) Py + (—xsint + xycost) Py) (voir(3.23). Cela
montre que l'expression §§ devient :

97 = expl(a+a)H]
exp(x1 Py + o Py)exp|(xycost + xysint) Py + (—xsint + zycost) Py] exp|(t +t ) H]
I
I, = exp(x1 P+ xoP) exp(&x;cost + xysint) Py +v(—as/1sint + x;cost)P%)
A B
1 1
PN erp(A+ B+ 5l A Bl + A [A+ B +..)

Dans 'expression de Iy, nous avons :
e A+ B = (xjcost+ xysint +x1) P, + (—x)sint + xocost + 19) Py

o [AB] = [21P + 23Py, (x)cost + xysint) Py + (—x)sint + zycost) Py
= xy(—zysint + zycost) [Py, Py| + xo(x)cost + x,sint) [Py, Pi]
= exy(—xsint + zycost)H — exy(x cost + zysint)H

e [A[A, B]] =0 car P, P, et H commutent.

! ! ! ’ ]- !
eI = exp[(x1+wlcost—|—x25int)P1—|—(3:2—xlsmt—|—:v2005t)P2+56[3:1(—:clsmt—l—

Tycost) — xo(2)cost 4+ xysint)|H].

Il en résulte que :

/

G5 = expl(a+ a)H]exp[(z, + ) cost + xysint) Py + (x5 — xysint + zycost) Py

]. ’ / / ’ ’
+§e[1:1(—xlsint + zycost) — xa(x cost + xysint)|Hlexp[(t +t ) H]|

= expla+d + ée[xl(—x/lsmt + xycost) — xo(x) cost + xysint)|H]]
exp|(x1 + xycost + xysint) Py + (g — xysint + xycost) Plexp|(t +t ) H]
La loi du groupe étendu est donnée par :
G = {(a,x1,z9,t)/(a, 21,9, t)(a, 2y, Ty, t)
= (a+d + %e[ml(—xismt + xycost) — xo(xycost + xysint)], x1 + zycost + zysint,

29 — Ty 8int + Tycost,t +t)
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Nous vérifions que 1’élément neutre §' = e = (a', 2}, 5,t ) est : § = (0,0,0,0).

0  ~ 0 0 0
—= et 1 _) = ——
H= e (@) ()= (10.0.0)], (5) = o
0  ~ 0 e 0 0 0
P = — —_— p—_ ) —
| o (G) e <9€k) z(xlsmt + SBQCOSt)a + costaw1 Smt_é?:ng
0 =~ 0 e 0 0
P = — —_— — —_—
> o (G) e xk) 5 —(x1cost — xosint) 5 + smtaml + costaﬂj2
0  ~ 0 0 0

=5 ot’ ar (@) le (CEk> =(0,0,0,1) [¢ (Sﬁ_k) =5

L’algébre de Lie associée est engendrée par les champs des vecteurs H, Py, P, H
et est définie par la structure de ’algébre de Lie suivante :

[P17P2]:6H; [H7P1]:_P27 [H7P2]:P1-

L 212 . o~ ro N -
Nous vérifions que I'élément inverse g1 = (a ,z,, 7,1 )" de g est :

Gt = (—a, —xicost + wysint, —x sint — xacost, —t)
La représentation adjointe du groupe de Lie étendu sur son algebre de Lie
est donnée par : Ad,X = gXg~ ', ou X = (da,dx1,x9,t), nous obtenons :
da,0x1,x2,0 —
Adgawhg%f) v = (8,21, 72, 1)(8a, 61, 12, 0t)(a, 21, 29, t) "

= (a,xq,x9,t)(0a,dx, 9, 0t)(—a, —x1c0St + x98int, —218int — wocost, —t)
= (a,x1,29,t)(0a —a+ g[—éxl(:plsint + wocost) — dxo(—x1c08t + 980Nt
,0x1 — w1cost + xosint, dxe — xysint — xocost, 0t — t)

= (0a— g[&cl(xlsint + zocost) + dxo(—x1c0st + xasint)]

—!—g[azl(—éa:lsint + dxgcost) — xo(0xqcost + dxasint)],

dxycost + dxosint, —dxysint + dxqcost, ot).

Par dualité entre I’algebre de Lie du groupe étendu et son algebre de Lie duale

et en posant que m, p1, pa, E/ sont les parametres conjugués de a xl, xQ,t res—
pectivement ; Ad iax‘jx;ﬁ) N — (5d, 5, 2, 6t et Ad:é";lp;fi)k) = (m', py,py, E).
Il en résulte que :

<Ad*(m »P1,P2, k?) Ad(5a76x1,x2,§t)> _ <(m/7p,17p,27 El)’ (5a,7 51‘/17 51',2’ 5tl)>

(a,z1,22,t) (a,x1,22,t)

< <(m/7p,17p,27k/)7 (5a,,5x,1,5x,2,5t/)> = <(m7p17p27E)a (5@,51’1,5$2,5t)>
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& m'da + py0x) + pydry + E 6t = méa + p1dxy + padas + Ebt.
Idem que précédemment :

(5d' = (6a — g[fhl(xlsmt + wocost) + dxo(—x1c08t + x98iNnt)]
—i—g[xl(—&rlsmt + dxgcost) — xo(dxycost + dxasint)]
5m’1 = dxycost + dxysint

5:1:/2 = —dx18int + dxecost
5t = ot

\

’
m =1m

—me(z8int + wycost) + picost — pysint = p;

= ’ /
—me(—x1cost + xosint) + pysint + pycost = po
E =F
m =m
picost — pysint = py + me(xysint + xocost)
Py sint + pycost = py + me(—xicost + xysint)
E' =F
cost —sint|
sint cost |
| p1 + me(xysint + zocost)  —sint| .
P = p1 + me(—xzycost + xasint)  cost | prcost + pasint +mets
_|cost  py + me(xysint 4+ xacost) | .
P2 = Ngint pa + me(—xycost + xasint)| prsint + pacost —mexy

Dot : Ady(m, picost + pysint + mexy, —p1sint + pacost — mexy, E).

Nous constatons que m et E sont invariants immeédiats de cette action coad-
jointe du groupe de Lie étendu.

La forme de Kirillov est donnée par :

L|H P P H
H 0 0 0 0
P 0 0 me  po
Kij(m7pl7p27 k) =
P, 0 —me 0 —p;
H 0O —p2 pr O
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La restriction de la forme de Kirillov aa ’orbite est donc :
0 me po

Q= Kij(maplap% k) = —me 0 —P1
-p2 p1 O

La matrice de Kirillov étant antisymétrique d’ordre impair, il en découle
que dét K = 0, donc rgK < 3.

0 me

— 2,2 ; —
N #0sim#0 et e#0 doncle rg K = 2.

Comme détK =

Ce qui signifie qu’il existe un autre invariant I. Nous partons de I’expression
ou I est 'invariant :

ol
J(ak) aOék
ol
Ip1
0 me Do a1 0
ou de fagon équivalente : | —me 0  —py — 1 =10
e p 0 ) | O 0
ol
oF
(01 . ol 0
Con, o,
Cme—— i — 2
& meap1 plé)k 0 (3.26)
— ﬂ—f‘ ﬂ—o
\ p28 ) P18p1 =
ol
—=1 3.27
dar (3.27)
ol
S —=F+1 3.28
B + I(p1,p2) (3.28)

(3.27) dans la premiére équation du systéme ({3.26)) :
oI

mez— = —p2
Opa
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8[ . D2
dp1  me
en intégrant cette expression par rapport a p,, nous aurons :
2
Dy
[=——""+1
ome (p2)

(3.27) dans la deuxiéme équation du systéme ([3.26]) :

ol
me— = —
O, b1
o _ _p
op1  me

en intégrant cette expression par rapport a p;, nous aurons :

i
I =——"—+1(p).
2me (1)
L’expression de l'invariant est :
U=E— PP
2me  2me
2 2 2 2
en posant que 0 = E/ — L &, il en résulte que : £ = b + 2 o

2me  2me 2me  2me

P1 et v = 2 nous aurons :
mey/e my/e’ '

1 1
E = §m62q2 + §m02.

posant que g =

1
Ou E est I’énergie totale du systéme; §me2q2 est la quantité de la dimension

. . : r . D
d’énergie potentielle et —muv~ est 'énergie cinétique.

La restriction de la forme de Kirillov & Uorbite est donc :

0 me
= <—me 0 )
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et son inverse est :

1
Ao Y e
Q - 1
— 0
me
La forme symplectique est donnée par :
1
0 =1 /d
D1
o = (dpd me
( b pz) L 0 (dp2)
me
1
——dp>
me
= (dp1dp2) .
—dp;
me

1 1
= ———dpidps + —dpadp;
me me

1
= (dpl dpy — dpzdp1)

me

1
= ———(dp1 A\ dps).
me

D’ou l'orbite adjointe O(m, E) est une variété symplectique munie de la forme

symplectique 0 = ———(dp; A dps) 'orbite de la représentation coadjointe et

p1 et po sont les coordonées de cette variété. Comme nous avons posé que

P

q:me\/é

et p = —\/eps, la 2—forme symplectique devient :

oo = dq N dp.

Ou oy est la 2—forme symplectique standard ¢ et p sont les coordonnées de

Darboux (voir le théoréme de Darboux).
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3.6 Reéalisation symplectique

Les réalisations symplectiques du groupe de Lie G montre que le systéme
dynamique élémentaire ( orbite coadjointe) est une particule de masse m non
nulle sous 'action de la force de Planck. En effet, le systéme est caractérisé
par les grandeurs physiques : la masse m et I'inverse du temps t~! = e. Nous
avons ainsi :

(pl,PQ)

(r2at) = (p1cost + pasint + mexy, —pysint + pacost — mexy)

La restriction de Ad; a orbite :

(q(t),p(t)) = T(0,0.6)w192
= (picost + pasint, —pysint + pacost)

Le systéme d’équations du mouvement sont données par :

p(t) = picost + pysint = mey/eqcost — Zzpsint (3.29)
q(t) = —pysint + paecost = —men/eqsint — \/LngOSt
dp(t
_1; i ) _ —pisint + pycost = —mey/eqsint — -pcost
- (3.30)
dq(t
—zi(t ) = —picost — pasint = —men/eqcost + \/igpsz'nt
dp(t)
bl ok SO
o =)
- (3.31)
dq(t)
— 7 = —p(t
T p(t)
d?q(t) dp(t)

C’est I'équation différentielle de 1'oscillateur harmonique dont les solutions
sont des fonctions trigonométriques. Telles sont des équations de Hamilton,
appelées aussi équations canoniques. En considérant le systéme Hamiltonien
sur la variété M de dimension 2 et en posant que ce systéme admet n inté-
grales premiéres, nous trouvons les équations de Liouville qui sont des solu-
tions exactes, s’exprimant par un nombre fini de calculs intégrales et d’autres
opérations algébriques permettant ainsi d’étudier des situations topologiques
[14].
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Considérons H(q, p) la fonction Hamiltonienne (énergie) et # Pinverse de la
constante de Planck, p et ¢ les coordonnées canoniques. Le Hamiltonien H
s’écrit :

H=Hy+E (3.33)
ou
2 2.2
p* me’q
.= P 3.34
e (3.34)

est le Hamiltonien de oscillateur harmonique simple tandis que F est énergie
interne. Le systéme d’équations Hamiltoniennes est donné par :

p= d];—g) =qt)= £
" (3.35)
q= dfl—(f) = —p(t) = —me’q.

Les solutions de ce systéme Hamiltonien sont aussi appelées intégrales du
mouvement.

dp(t
De % = q(t), nous aurons [dq=q [dt < p(t) = qt + c.
p(t
De CZ(Q ) = —q(t) & G+ q =0 en posant que ¢ = e*, nous aurons :

g=XxeM et §= N\

L’équation devient :
MeM M =0
SeMA+1)=0
s eM =0 arejeter ou N\ = +i.

& q = e™(cicos(Bt) + casin(Bt)) (3.36)
Sia=0et =1« q=(cicost + cysint)
ou c; et ¢y sont les constantes d’intégrations déterminées par les conditions
initiales de ¢(0) et ¢(0).
Aucasout =ty = 5 (conditions initiales) ; nous avons :

dq(t)

qo = Co €t = —Cc1 =g

dt

< q(t) = qocost + vgsint (3.37)

est I’équation de la particule de Planck [7].
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Conclusion

Au terme de notre travail de Mémoire, revenons briévement sur les no-
tions et les résultats approuvés au long de ses chapitres.

Le premier chapitre nous présente briévement et successivement certaines
notions de base des algébres des groupes de Lie, des définitions ainsi que les
formules utilisées pour la détermination de la loi de ’extension du groupe.

Le second chapitre parle des structures et des variétés symplectiques qui nous
permettent d’appréhender tout un ensemble de propriétés formelles des inté-
grales du mouvement ainsi que les différentes interprétations géométriques.

Finalement, dans le dernier chapitre, nous avons appliqué toutes ces considé-
rations & un cas particulier ot nous avons construit les orbites coadjointes afin
de décrire la correspondance entre les approches de Kirillov et de Kostant-
Souriau dans la réalisations symplectiques associées a un groupe de Lie nil-
potent. Ensuite, nous avons utilisé ces résultats pour déterminer le systéme
des équations de la particule de PlanckP] Nous espérons que notre mise au
point pourra servir pour une étude plus compléte des représentations et des
propriétés de cette théorie. Il serait en effet intéressant d’avoir une classi-
fication générale des représentations des orbites coadjointes dans le cas ol
les champs de vecteurs sont abéliens ou non. Par ailleurs, on peut également
s’'intéresser a des systémes mécaniques dynamiques plus complexes.

2. Est une particule subatomique, définie comme un minuscule trou noir dont la lon-
gueur d’onde de comptons est identique au rayon de Schwarzschild : sa masse est égale a
la masse de Planck
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