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Résumé

L'objectif de ce mémoire est de contribuer à étudier les inégalités de Chen-
Ricci pour l'hypersurface d'une variété statisique. Ainsi, nous avons dé�ni
les notions de base de la géométrie di�érentielle, des variétés statistiques et
de l'hypersurface d'une variété statistique. Après avoir étudié les courbures
d'une variété statistique et les courbures de Ricci pour l'hypersurface d'une
variété statistique, nous avons étudié quelques inégalités de type Chen-Ricci
pour l'hypersurface d'une variété statistique.
En�n, nous avons établi une inégalité impliquant la courbure scalaire et la
courbure moyenne sur une hypersurface d'une variété statistique.
Les mots clés :
Variété riemannienne, Courbure scalaire, Courbure de Ricci, Inégalité de
Chen-Ricci, Connexion duale, Variété statistique, Hypersurface d'une variété
statistique.
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Abstract

The objective of this memory is to contribute studying the inequalities
of Chen-Ricci for the hypersurface of a statistical manifold. Thus, we have
de�ned the basic notions of di�erential geometry, statistical manifold and
statistical manifold of the hypersurface. After studying the curvatures of a
statistical manifold and the Ricci curvatures for the hypersurface of a statis-
tical manifold, we studied some Chen-Ricci type inequalities for the hyper-
surface in statistical manifold.
Finally, we have established an inequality involving scalar curvature and
mean curvature of the hypersurface in statistical manifold.
Key words : Riemannian manifold, scalar curvature, Ricci curvature, Chen-
Ricci inequality, dual connections, Statistical manifolds, Hypersurface in sta-
tistical manifold.
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Avant-propos

Le présent mémoire a été une inspiration de mon directeur de mémoire
de de s'orienter dans le domaine de la géométrie.
En e�et, mes premières pensées les plus profondes se tournent vers mon
directeur de mémoire qui a conduit mon travail de recherche avec une haute
compétence et une grande disponibilité. Cette mémoire s' oriente dans le
domaine de la géométrie di�érentielle et en géométrie des variétés statistiques
qui est une blanche relativement récente des mathématiques qui utilise pour
son inférence statistique des outils de la géométrie di�érentielle en modélisant
l'information. L'objectif de ce mémoire donne une contribution à l'étude des
inégalités de Chen-Ricci pour l'hypersurface d'une variété statistique.
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Introduction générale

La célébre théorème de Nash en 1956 de l'immersion isométrique d'une
variété riemannienne dans un espace euclidien a donné une motivation très
importante et e�cace pour voir chaque variété riemannienne comme sous-
variété dans un espace euclidien[4].
Néanmoins un problème de la découverte des rélations nettes et simples entre
les invariants intrinséques et extrinséques d'une sous-variété riemmanienne
devient l'un des problèmes fondamentaux de la théorie des sous-variétés. En
e�et, les principaux invariants extrinséques d'une sous-variété est la courbure
moyenne et les principaux invariants intrinséques d'une sous-variété inclue
la courbure de Ricci et la courbure scalaire[8]. En 1996, Chen a établi une
inégalité optimale impliquant la courbure de Ricci et la courbure moyenne
des sous-variétés dans un espace réel[5]. Cette inégalité est connue sous le
nom d'une inégalité de Chen-Ricci.
Le nom de la géométrie statistique est relativement nouveau, c'est une blanche
des mathématiques utilisée pour modéliser l'information en utilisant des no-
tions de la géométrie di�érentielle pour son inférence statistique. Pour toute
variété Riemannienne (M,∇, g) est associée une variété statistique muni
d'une connexion duale (M,∇∗, g)[13]. La notion des connexions duales a été
introduite par AMARI en 1985 ; en 1990 T. KUROSE a remarqué qu'il existe
une relation étroite entre la géométrie de la variété statistique et la géomé-
trie a�ne[9] ; de ce fait un travail a été reformulé en étudiant les immersions
a�nes des variétés statistiques dans l'espace a�ne ; en 2009 Furuhata a in-
troduit l'hypersurface d'une variété statistique en une version complexe de
la notion des structures statistques[7].
Dans ce mémoire, nous allons nous focaliser sur l' étude des inégalités de
Chen-Ricci sur l'hypesurface d'une variétés statistiques et à établir les inéga-
lités de la courbure scalaire sur l'hypersurface d'une variété statistique. Il est
structuré en trois chapitres ; du pemier chapitre, nous allons nous interesser
à l' étude de quelques notions la géomérie di�érentielle.
Le deuxième chapitre est consacré à l'étude de l'hypersurface d'une variété
statistique où on va introduire les notions de bases sur les sous-variétés sta-
tistiques et l'hypersurface d'une variété statistique .

IRAKOZE Yves©U.B et ENS 2024
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Dans le troisième chapitre, nous allons étudier les inégalités de Chen-Ricci sur
l'hypersurface d'une variété statistique et établir les inégalités sur la courbure
scalaire sur l'hypersurface d'une variété statistique.
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Chapitre 1

Quelques notions de la géométrie di�érentielle.

1.1 Sous-variétés de Rn

Une partie N⊂Rn est une sous-variété de dimension p de Rn si :
• ∀x∈N , il existe un ouvert U voisinnage de x et un ouvert V voisinnage de
0 et un di�éomorphisme ϕ : U−→V tel que ϕ(U∩N) = V ∩ (RP × {0}).[10]
On dit qu'elle est de codimension n-p dans Rn.

1.1.1 Di�éomorphismes, Submersions, Immersions

On se donne n, p ∈ N∗, p⩽n, et k∈ N∗∪{∞, ω} ; pour uni�er les énnoncés,
on parlera des fonctions de régularité, ou de classe Cω, pour les fonctions
analytiques réelles, c'est-à-dire développable en série entière autour de chaque
point.[11]

Di�éomorphismes

Dé�nition 1.1. Soient U et V des ouverts de Rn. On dit que f : U−→V est
un Ck-di�éomorphisme si et seulement si
• f est une bijection
• f et f−1 sont de classe ck. On dit que f est un ck-di�éomorphisme local
en x∈U, s'il existe Ux et Vf(x) voisinages respectifs de x dans U et de f(x)
dans V tels que Vf(x) = f(Ux) et l'application induite f : Ux −→Vf(x) est un
Ck-di�éomorphisme.

Exemple 1.1. Soit f : R2−→R2 dé�nie par f(y, z) = (ey + ez, y + z).
Pour montrer que l'application f est un C1-di�éomorphisme ; il est important
de calculer la matrice jacobienne de f et montrer que le déterminant est dif-
férent de 0.

En e�et ; Jf(y,z)=

(
ey ez

1 1

)
IRAKOZE Yves©U.B et ENS 2024
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•Il est claire que les dérivées partielles sont continues sur R2.
• Ainsi det(Jf(y,z)) = ey − ez ̸=0 ce qui montre que la matrice jacobienne ad-
met une inverse.
Conclusion : Comme ces deux étapes sont ver�ées, on peut dire que f est
un C1-di�éomorphisme.

Immersions

Dé�nition 1.2. Soit n, p∈N∗ U, un ouvert de Rp et f : U−→Rn une appli-
cation de classe C1. On dit que f est une immersion, si pour tout x ∈ U, la
di�érentielle df(x) : Rp −→ Rn est injective. (i.e.La matrice jacobienne est
de rang p).

Exemple 1.2. Soit l'application suivante, elle illustre l'exemple d'une im-
mersion

f : R2 −→ R3

(x, y)−→(x, y, 0)

la matrice jacobienne de f en (x, y) est

jf(x,y)=

1 0
0 1
0 0

 . Cette matrice est toujours de rang 2 (la dimension égal à

la dimension de l'éspace de départ ) ; donc f est une immmersion.

Submersions

Dé�nition 1.3. Soit n, p∈N∗, U un ouvert de Rp et f : U−→Rn une appli-
cation de classe C1. On dit que f est une submersion, si pour tout x ∈ U, la
di�érentielle df(x) : Rp −→ Rn est surjective. (i.e.La matrice jacobienne est
de rang n).

Exemple 1.3. Soit l'application suivante, elle illustre l'exemple d'une sub-
mersion

f : R3 −→ R2

(x, y, z)−→(x, y)

la matrice jacobienne de f en (x, y) est

jf(x,y,z)=

(
1 0 0
0 1 0

)
. Cette matrice est toujours de rang 2 (la dimension égal

à la dimension de l'éspace d'arrivée ), donc f est une submersion.

IRAKOZE Yves©U.B et ENS 2024
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Remarque 1.1. Soient

f : U⊂Rp−→Rn

(x1, ..., xp)−→(f1(x), ..., fn(x))

alors
•f est une immersion en x si le rang(Jf(x)) = p.
•f est une submersion en x si le rang(Jf(x)) = n.

Théorème 1.1. [11][Forme normale locale des immersions] Soit U un ouvert
de Rp contenant 0 et soit f : U −→ Rn une immersion Ck en 0 telle que f(0) =
0. Alors il existe ω un Ck-di�eomorphisme local en 0∈Rn tel qu'au voisinage
de 0.
ω◦f(x1, ..., xn) = (x1, ..., xp, 0, ..., 0).

Dmonstration
Soient

f : U⊂Rp−→Rn

(x1, ..., xp)−→(f1(x), ..., fp(x), ..., fn(x))

est une immersion en 0(i.e rang0f = p). En e�et, on peut supposer que∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xp

...
...

...
∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xp

∣∣∣∣∣∣∣
(0)

̸= 0

Théorème 1.2. [11][Forme normale locale des Submersions] Soit U un ou-
vert de Rn contenant 0 et soit f : U −→ Rn−p une submersion Ck en 0 telle
que f(0) = 0. Alors il existe ω un Ck-di�eomorphisme local en 0∈Rn tel qu'au
voisinage de 0 :
ω◦f(x1, ..., xn) = (x1, ..., xn−p, 0, ..., 0).

Dmonstration
Soient

f : U⊂Rp−→Rn

(x1, ..., xp)−→(f1(x), ..., fn(x))

est une submersion en 0(i.e rang0f = n). En e�et, on a que∣∣∣∣∣∣∣
∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

...
...

...
∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xn

∣∣∣∣∣∣∣
(0)

̸= 0

IRAKOZE Yves©U.B et ENS 2024
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1.1.2 Dé�nitions équivalentes d'une sous-variété de Rn

Dé�nition 1.4. Soit M sous ensemble de Rn. On dit que M est une sous-
variété de Rn de dimension p et de classe Ck s'il véri�e l'une des assertions
équivalentes suivantes[11] :

(1.dé�nition locale par redressement) Pour tout x de M, il existe
des voisinages respectifs U de x dans Rn et V de 0 dans Rn, ainsi
qu'un Ck-di�éomorphisme φ : U −→ V, envoyant x sur 0, et telle que
φ(U∩M) = V ∩ (Rp×{0}).

Figure 1.1 � �gure d'une fonction locale par redressement

Exemple 1.4. Soit l'application suivante :

φ : R2 −→ R2

(x, y)−→(x, y − x2)

est de classe C∞ et satisfait φ(P ) = RP×0. Pour montrer que φ est
C∞-di�éomorphisme locale par redressement au voisinnage du paint
(x, y) ∈ P, il su�t de calculer le jacobien et montre qu'il est inversible.

dφ(x, y) =

(
1 −2x
0 1

)
.

Alors, dφ(x, y) est inversible pour tout (x, y)∈P car le dértiminant du
jacobien est di�érent de 0.

(2.dé�nition locale par fonction implicite) Pour tout x de M, il existe
un voisinage U de x dans Rn ainsi que φ : U −→ Rn−p une Ck-
submersion en x, telle que U ∩M = φ−1{0}.
Exemple 1.5. Les cercles de R2 sont des sous-variétés de de dimen-
sion 1. En e�et le cercle C de centre (x0, y0)∈R2 et de rayon r>0 est
l'ensemble des (x, y) tels que
f(x, y) = (x− x0)

2 + (y − y0)
2 − r = 0

IRAKOZE Yves©U.B et ENS 2024
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Figure 1.2 � �gure d'une fonction implicite

En e�et, pour (x, y)∈C on a Jf(x,y) = (2(x − x0), 2(y − y0))̸=0 donc
d(x,y)f est nécessairement surjective et par conséquent f est une sub-
mersion.

(3.dé�nition locale par paramétrage) Pour tout x de M, il existe
des voisinages respectifs U de x dans Rn et V de 0 dans Rp, ainsi que
φ : V −→ Rn une Ck-immersion en 0, envoyant 0 sur x, et induisant
un homéomorphisme V −→ U∩M .

Figure 1.3 � �gure d'une fonction locale par paramétrage

Exemple 1.6. Soit l'application ;
φ : x∈R−→(x0+x, (x0+x)

2) est de classe Cp, satisfait φ(0) = (x0, x
2
0)

et dφ(0) = (1, 2x0) d'0ù dφ(0) ̸= 0. dφ(0) est injective

(4.dé�nition locale par graphe) Pour tout x de M, on a un voisinage
U de x dans Rn, une identication linéaire Rn = Rp×Rn−p, un ouvert
V de Rp et une fonction φ : V −→ Rn−p de Ckclasse telle que U ∩M
soit le graphe de f, i.e. U ∩M = {(y, φ(y))|y∈V }.

IRAKOZE Yves©U.B et ENS 2024
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Figure 1.4 � �gure d'une fonction locale par graphe

Exemple 1.7. Soit l'application :
φ : x∈R−→x2 est de classe c∞ et P = {(x, φ(x)), x∈R} .

1.1.3 Espace tangent en un point de la sous-variété

Soit M une sous-variété C1 de Rn de dimension p, et un point x ∈ M.

Dé�nition 1.5. Un vecteur v∈Rn est tangent à M en x s'il existe δ⩾ 0 et
c : ]−δ, δ[−→ Rn une courbe C1à image dans M telle que : c(0) = x et ć(0)
= v.
On note TxM l'ensemble des vecteurs tangents à M en x, que l'on appelle
sous-espace (vectoriel) tangent à M en x (x + TxM étant le sous-espace a�ne
tangent à M en x).

Proposition 1.1. 1. Si U est un voisinage ouvert de x dans Rn, V un
voisinage ouvert de 0 dans Rn, et f : U −→ V un C1-di�éomorphisme
tel que f(x) = 0 et f(U∩M) = (Rp×0)∩V , alors : TxM = (dfx)

−1((Rp×0)
.

2. Si U est un voisinage ouvert de x dans Rn, et f : U −→ Rn−p une
submersion C1 en x telle que U ∩M = f−1(f(x)), alors : TxM =
ker(dfx) .

3. Si U est un voisinage de 0 dans Rp, U un voisinage de x dans Rn, et
f : V −→ U un paramétrage local de M en x avec f(0) = x, alors :

IRAKOZE Yves©U.B et ENS 2024
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TxM = Im (df0).

Démonstrations

(1) La donnée d'une courbe c tracée sur M avec c(0) = x et ć(0) = v

équivaut à celle de f◦c tracée sur f(U∩M) avec f◦c(0)=0 et
´̂
f◦c(0)

= dfx(v), Or les vecteurs tangents à une courbe linéaire sont les vec-
teurs de cette courbe / droite. En particulier, TxMest un sous-espace
vectoriel de Rn de dimension p.

(2) Si c est une courbe tracée sur M telle que c(0) = 0 et ć(0) = v, alors
comme f(c(t)) = f(x) pour tout s petit car f est une équation locale
de M près de x, et donc dfx(v) = 0 : v∈ ker(dfx).
Pour l'inclusion réciproque, on conclut simplement comme suit : TxM
et ker(dfx) sont des sous-espaces vectoriels de Rn, dimTxM = p, et f est
une submersion donc dimker(dfx) = n-(n-p). Ainsi TxM = ker(dfx).

(3) Soit U ∈ Rp, soit δ une courbe C1dans V, avec δ(0) = 0 et δ́(0) =
V .Alors c := f◦δ est une courbe C1 tracée sur M, telle que c(0) =
f(δ(0)) = y et ć(0) = df0v.
L'inclusion réciproque se traite à nouveau par un argument de dimen-
sion : dim(Imdf0) = p, car df0 est injective (f est une immersion en
0).

1.1.4 Variétés di�érentielles

Dé�nition 1.6. Si k>0, une variété di�érentielle de classe Ck de dimension
n est un espace topologique M séparable à base dénombrable d'ouverts, muni
d'un atlas de cartes Ck maximal à valeurs dans Rn.

Remarque 1.2. • On peut remplacer séparé à base dénombrable d'ouverts
par métrisable séparable, ou dénombrable à l'in�ni .
•Une variété di�érentielle est une variété topologique, plus généralement, une
variété Ck est une variété C l dès que k⩾l.

Exemples des variétés di�érentielles

Exemple 1.8. L'espace Rn muni d'une toplologie usuelle et A ={(Rn, idRn)}
est une variété di�érentielle de dimension n et de classe C∞.

Exemple 1.9. Un autre exemple est celui d'une sphère Sn. Pour chaque
entier naturel n, on désigne par Sn la sphère unité de Rn+1.
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Sn={(x1, x2, ..., xn+1)∈Rn+1 tels que
n+1∑
i

(xi)2 = 1} muni d'une toplologie

induite par la topologie de Rn+1 à une structure de variété di�érentielle de
dimension n dé�nie par l'atlas suivante :
A={(U,φ), (V, ψ)}
Avec

� U=Sn\{0, ....., 0, 1}
� V=Sn\{0, ....., 0,−1}

et les applications
� φ : U−→Rm

� ψ : V−→Rn

étant données les projections stéréographiques sur l'hyperplan xn+1 = 0 à par-
tir des points N(0, ...., 0, 1) et S(0, ......, 0, -1) appelées pôles Nord et pôles
Sud.

En e�et, prenons un cas où n=2 on a :
� UN=S

2\N={0, 0, 1}
� US=S

2\S={0, 0,−1}
ou de la même manière on a :

� UN={(x1, x2, x3)∈R3 : x3 ̸=1}
� US={(x1, x2, x3)∈R3 : x3 ̸=−1}.

. Les projections stéréographiques sur cette hyperplan sont :
� φ : UN−→R2

� ψ : US−→R2

. Soit d la droite vectorielle vue comme combinaison a�ne des points et λ
un scailaire non nul

d = {λx+ (1− λ)N}
=
{
λ(x1, x2, x3) + (1− λ)(0, 0, 1)

}
=
{
(λx1, λx2, λx3 + (0, 0, (1− λ)))

}
ou

d = {λx+ (1− λ)N}
=
{
λ(x1, x2, x3) + (1− λ)(0, 0,−1)

}
=
{
(λx1, λx2, λx3 + (0, 0,−(1− λ)))

}
.

. L'image par φN des points de UN et donc l'intersection de d∩{x3} = 0 .
Cela donne :
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λx3 + (1− λ) = 0
λ = 1

1−x3 .
Ainsi :

φ : UN −→ R2

(x1, x2, x3) 7−→ (
x1

1− x3
,

x2

1− x3
)

de la même manière l'image par φS des points de US et donc l'intersection
de d∩{x3} = 0, on obtient :
λx3 − (1− λ) = 0
λ = 1

1+x3

Ainsi :

φ : US −→ R2

(x1, x2, x3) 7−→ (
x1

1 + x3
,

x2

1 + x3
).

L'ensemble{φN , φS} dé�nit un atlas de classe C∞ sur la sphère. Ce qui
confère à la sphère S2 une structure de variété di�érentiable de dimension 2
et de classe C1.

Propriétés

• Toute variété de dimension zéro est un sous-ensemble discret de Rn et
tout sous-ensemble discret est une variété de dimension zéro.

• Toute variété est un espace topologique localement compact et locale-
ment connexe par arcs(car localement homéomorphe à Rp). Il s'ensuit
que pour une variété, les propriétés d'être connexe ou d'être connexe
par arcs sont équivalentes.

• Les variétés de dimension 1 sont parfois appelées courbes et les variétés
de dimension 2 sont couramment appelées surfaces.

1.2 Espaces semi-euclidiens

1.2.1 Formes bilinéaires et quadritiques

Dé�nition 1.7. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Une application
f : E×E−→R est appelée forme bilinéaire symétrique si elle est linéaire en
chacune de ses variables et véri�e.
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f(x, y) = f(y, x)∀x, y∈E. (1.1)

Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E. On dé�nit sur E une fonction
Qf appelée forme quadratique associée à f par Qf : E−→R tel que

Qf(x) = f(x, x)∀x∈E. (1.2)

Exemple 1.10. L'application ((x1, x2), (y1, y2))−→x1y2 + y1x2

est une forme bilinéaire symétrique sur R. Sa forme quadratique associée
est donnée par Q(x1, x2) = 2x1x2, certains vecteurs ont donc une image nulle
ou négative.

1.2.2 Produits scalaires

Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E dont on note Qf la forme
quadratique associé. On dit que f est :

• Positive (respectivement négative) si Q(x)⩾0 (respictevement Q(x)⩽0)
pour tout x∈E.

• dé�nie Positive (respectivement dé�nie négative) si Q(x)>0 (respicte-
vement Q(x)<0) pour tout x∈E.

• non dégénée si pour tout y ∈E, f(x, y) = 0, i.e x = 0.

Dé�nition 1.8. Un produit scalaire euclidien sur E est une forme bilinéaire
symétrique dé�nie positif sur E×E.

Soit f une forme bilinéaire symétrique sur E. On dit que f est dé�nie si elle
est dé�nie positive ou négative, qu'elle est semi-dé�nie si elle est positive ou
négative. Soit (E, β) un espace semi-euclidien ;

• Un vecteur v de E est dit de type temps, si f(v, v)<0 ;

• v est de type espace, si f(v, v)>0 ou v = 0.

• v est de type lumière (ousitrope), si f(v, v) = 0 ou v ̸=0.

Remarque 1.3. Soit E un espace vectoriel de dimension n, β une forme
bilinéaire sur E.
β est non dégénée sur E, si et seulement si elle est de rang n, c'est-à-dire
si son dicriminant est est non nul. β est dé�nie, elle est nécessairement non
dégénérée.
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1.2.3 Orthogonalité et isotropie

Dé�nition 1.9. Soit β une forme bilinéaire symétrique sur E et x, y sont
des vecteurs de E. On dit que x et y sont orthogonaux et on note x⊥y si
β(x, y) = 0.

Un vecteur est dit isotrope s'il est orthogonal à lui même, c'est-à-dire si
β(x, x) = 0⇔Q(x) = 0. L'ensemble des vecteurs isotropes est appelé cône
isotrope de β.
L'ensemble de tous les vecteurs orthogonaux à tous les vecteurs de E est
appelé le noyau de β.

Dé�nition 1.10. Soit F un sous espace vectorielde de E. On appelle ortho-
gonal de F et on note F⊥ l'ensemble des vecteurs de E qui sont orthogonaux
à tous les vecteurs de F.

Proposition 1.2. Si f est un produit scalaire et si F est un sous-espace
vectoriel de E, on a : dimF + dimF⊥ = n et (F⊥)⊥ = F

Preuve : Considérons une base (e1, ..., ek) de F que l'on complète en
une base (e1, ..., en) de E. Un vecteur

∑
xiei de E est orthogonal à F si

et seulement si elle véri�e
n∑

j=1

fi,jxj = 0 ∀1 ≤ i ≤ k qui est un système

lináire de rang k car f étant non dégénéré, sa matrice est inversible. Donc la
dimension de F⊥ est n-k où k est la dimension de F. Il est clair que F⊥F⊥,
donc F⊂(F⊥)⊥. Mais dim(F⊥)⊥ = n− (n− dimF ) = dimF. Par conséquent
F = (F⊥)⊥

Lemme 1.1. Soit f un produit scalaire sur E et F un sous espace de E. Alors
F est non dégénéré si et seulement si E = F⊕F⊥. De plus F est non dégénéré
si et seulement si F⊥ l'est.

Dé�nition 1.11. Soit (E, β) un espace semi-euclidien et W un sous espace
de E. On appelle radical de W et on note RadW, le sous-espace de E dé�ni
par :

RadW = {w∈W, β(w, u) = 0 ∀ u∈W} = W∩W⊥ (1.3)

1.2.4 Base Orthonormale

Soit f une forme bilinéaire. On appelle norme de x le nombre |f(x, x)|
1
2 .

Un vecteur est dit unitaire s'il est de norme égale 1. On dit qu'une famille
de vecteurs qui la composent sont deux à deux orthogonaux.
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1.3 Géométrie Riemannienne

1.3.1 Métriques Semi-riemanniennes

Dé�nition 1.12. Un tenseur métrique ou métrique semi-riemannienne sur
M, est une famille des applications gx : TxM×TxM−→R(x∈M), telle que :
• Pour tout x∈M , gx est une forme bilinéaire symétrique et non-dégénérée.
• Si X, Y ∈Γ (TM), la fonction g(X, Y )(x) = gx(X, Y ) est di�érentiable.
• L' indice de g est constant, et noté Ind M, c'est-à-dire :
∃p ∈ N,∀x ∈ M, Ind(TxM) = p( par apport gx)

Notation 1.1. g(u, v) est noté ⟨u, v⟩.

Dé�nition 1.13. Une vari�té Riemannienne (M, g)est une variété di�éren-
tielle M munie de la métrique Riemannienne g.

Locallement, dans un système de coordonnées (U, x) sur M ;

g =
n∑

i,j=1

gijdx
i⊗dxj, (1.4)

Avec gij = g(∂xi
, ∂xj

) et dxi⊗dxj(u, v) = dxi(u).dxj(v) u,v ∈TpM .
On note par Γ (TM) l'ensemble de tous les champs de vecteurs de classe C∞

sur M.

1.3.2 Connexions Linéaires

Une connexion linéaire désigne la dérivée directionnelle dans le cas eucli-
dien.

Dé�nition 1.14. Une connexion linéaire sur une variété di�érentiable M
est une application linéaire ∇ : Γ (TM)×Γ (TM)−→Γ (TM) dé�nie par les
propriétés suivantes :

• ∇XY est C∞(M)-linéaire par à rapport X ;

• ∇XY est R-linéaire par a rapport Y ;

• la régle Véri�e de Leibniz :
∇X(fY ) = (Xf)Y + f∇XY ∀ f ∈C∞(M)

∀ X,Y∈ Γ (TM), ∇XY désigne un champ de vecteurs sur M qui est la derivée
directionnelle de Y dans la direction de X.
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Dans un système de coordonnées locales (x1, ...... , xn), on peut écrire :
∇∂i∂j=Γ

k
ij∂k

oú Γ k
ij désigne les coordonnées la connexion par rapport á la base locale ∂i

= ∂
∂xi .

On peut utiliser une connexion linéaire pour la di�érenciation du tenseur.
Si T est un champ de tenseur s-covariant, nous pouvons di�érencier le long
d'un champ de vecteurs y par rapport à la connexion linéaire s comme :

(∇Y T )(X1, ...., Xs) = YT(X1, ...., Xs)-
r∑

i=1

T(X1, ....,∇YX
i, ....Xs).

Dé�nition 1.15. Soit g le champ de tenseur métrique de Riemann. Une
connexion linéaire ∇ est appelé connexion métrique si g est parallèle par rap-
port ∇, c'est-à-dire ∇Xg=0, ∀ X∈ Γ (TM).

Donc on a : X(g(Y, Z )) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)(∗), ∀ X, Y,
Z∈ Γ (TM).
Dans un système de coordonnèes locales (x1, ...... , xn) avec X=X i∂i,
Y=Y j∂j, Z=Z

k∂k. on aura (∗) qui devient :
∂igjk = Γ p

ijgpk + Γ r
ikgjr.

1.3.3 Champ des tenseurs de torsion et Courbures

Une connexion linéaire est écrite par deux autres champs de tenseurs dont
la torsion et la courbure.

Dé�nition 1.16. Soit∇une connexion linéaire. La torsion est dé�nie comme :

T :Γ (TM)×Γ (TM)−→Γ (TM)

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

La torsion mesure la non commutativité de la dérivation par rapport à
deux champs de vecteurs. L'existence du terme [X, Y ] nous permet d'avoir
les propriétés tensorielles suivante :
Propriétés

1. T(gX, hY ) = ghT(X, Y ) ; ∀ X, Y∈ Γ (TM), ∀ g, h∈ C{∞)

2. T(X, Y + Z) = T(X, Y ) + T(X, Z) ; ∀ X, Y, Z ∈ Γ (TM)

3. T(X, Y) = -T(Y, X) ; T est un tenseur antisymétrique 2-covariant.
En utilisant les coordonnées locales on a : Tij = T (∂i, ∂j) = ∇∂i∂j −
∇∂j∂i − [∂i, ∂j] ([∂i, ∂j] = 0)

Tij = Γij
k∂k - Γji

k∂k
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Tij = (Γij
k - Γji

k)∂k
Une connexion linéaire ∇ est appelée sans torsion si T = 0 ; cela
entâine que Γij

k = Γji
k.

Dé�nition 1.17. La courbure R d'une variété Riemannienne (M, g) est un
champ de tenseur de type (1, 3) dé�ni par :

R :Γ (TM)×Γ (TM)×Γ (TM)−→Γ (TM)

R(X, Y, Z) = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X;Y ]Z,

avec ∇ une connexion linéaire.

Propriétés

•R(X1 +X2, Y, Z)=R(X1, Y, Z) + R(X2, Y, Z)

•R(X, Y1 + Y2)Z=R( X, Y1, Z) + R( X, Y2, Z)

•R(X, Y, Z1 + Z2)=R( X, Y, Z1) + R( X, Y, Z2)
Pour tous X1, X2, Y1, Y2, Z1, Z2∈Γ (TM) ; R est un champ de tenseur
3-covariant.

•Le tenseur R est antisymétrique, c'est-à- dire, R(X, Y, Z) = -R(Y, X,
Z)
En e�et,

R(X, Y, Z) = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇∇XY−∇Y XZ

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ +∇∇Y X−∇XYZ

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ +∇[Y,X]Z

= (∇Y∇XZ −∇X∇YZ −∇[Y,X]Z)

D'où R(X, Y, Z) = -R(Y, X, Z).

Courbure de Ricci

Dé�nition 1.18. La courbure de Ricci associé à la connexion linéaire ∇ est
donnée par :

Ric :Γ (TM)×Γ (TM)−→C∞(M)

Ric(X, Y ) = TraceR(Z 7→R(Z,X)Y )
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Il est intéressant de noter que Ric est un champ de tenseur 2-covariant. Au-
trement dit :

Ricp :TPM×TPM−→R

(XP , YP )7→Ricp(XP , YP ) =
∑n

i=1
gp((ei,XP )YP , ei).

Courbure scalaire

Dé�nition 1.19. La courbure scalaire dans une variété riemannienne (M,
g) par rapport à une base orthonormée locale (ej)j=1,...;n est la fonction sur
M donnée par :

δ(p) =
n∑

i=1

Ricp(ei, ei) =
n∑

i=1

n∑
j=1

gp(Rp(ej, ei)ei, ej)

Courbure sectionnelle

Dé�nition 1.20. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n⩾2.
On dé�nit la courbure sectionnelle du 2-plan de TPM engendré par deux vec-
teurs Xp, Yp∈TPM et p∈M, la fonction :

Kp :G2Γ (TM)−→R

Kp(π) =
gp(R(X, Y, Y )p, Xp)

|Xp|2|Yp|2 − gp(XP , Yp)2
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Chapitre 2

Hypersurface d'une variété statistique

2.1 Notions de bases sur les sous-variétés sta-

tistiques

Soit (M̃, g̃) une variété riemannienne de dimension (n + k) et ∇̃ une
connexion a�ne sur M̃ . Notons l'ensemble des sections du �bré vectoriel
Γ (E) : E−→M̃ . Ainsi, l'ensemble des champs tensoriels de type (p, q) sur
M̃ est noté par Γ (TM̃ (p,q)).

Dé�nition 2.1. [3]Soit T∈Γ (TM̃ (1,2)) le champ tensoreil du type (1, 2) et
∇̃ une connexion a�ne sur M̃ . Alors une paire (∇̃, g) s'appelle structure
statistique sur M̃ si

1.
(∇̃X g̃)(Y, Z)− (∇̃Y g̃)(X,Z) = g̃(T ∇̃(X, Y ), Z) (2.1)

2.
T̃ = 0 (2.2)

Une variété statistique est une variété riemannienne (M̃, g̃) de dimension
(n + k) associée à une paire des connexions a�nes ∇̃ et ∇̃∗ sans torsion
satisfaisant

X.g̃(Y, Z) = g̃(∇̃XY, Z) + g̃(Y, ∇̃∗
XZ) (2.3)

pour tout X, Y, Z ∈ Γ (TM̃).
Les connexions a�nes ∇̃ et ∇̃∗ sont appelées connexions duales.
La géométrie des connexions conjuguées est une généralisation naturelle de la
géométrie des connexions de Levi Civita à partir de la théorie Riemannienne
des variétés.
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Des connexions conjuguées apparaissent de la géométrie di�érentielle et de
la théorie géométrique des inférences statistiques[1].

Proposition 2.1. Les tenseurs de torsion T ∇̃ et T ∇̃∗
de ∇̃ et ∇̃∗, satisfont :

g̃(T ∇̃(X, Y ), Z) = g̃(T ∇̃∗
(X, Y ), Z) + ∇̃∗

g̃(X, Y, Z)− ∇̃∗
g̃(Y,X,Z)

Pour tout X, Y, Z ∈ Γ (TM).

Preuve :
A partir de l' équation du torsion, nous avons :

g̃(T ∇̃(X, Y ), Z) = g̃( ˜∇XY , Z)− g̃( ˜∇YX,Z)− g̃([X, Y ], Z)

= Xg̃(Y, Z)− g̃(Y, ∇̃∗
XZ)− Y g̃(X,Z) + g̃(X, ∇̃∗

YZ)

− g̃(∇̃∗
XY − ∇̃∗

YX − T ∇̃∗
(X, Y ), Z)

= g̃(T ∇̃∗
(X, Y ), Z) + ∇̃∗

X g̃(Y, Z)− ∇̃∗
Y g̃(X,Z)

= g̃(T ∇̃∗
(X, Y ), Z) + ∇̃∗g̃(X.Y, Z)− ∇̃∗g̃(Y,X,Z)

Pour tout X, Y, Z ∈ Γ (TM).

Si (∇̃, g̃) est une structure statistique sur M̃ , alors (∇̃∗, g̃) est aussi une
structure statistique M̃ ([2], [14]).
Par contre, toute connexion a�ne ∇̃ sans torsion a toujours une connexion
duale donnée par[6] satisfaisant

∇̃+ ∇̃∗ = 2∇̃o (2.4)

où ∇̃o est la connexion Levi-Civita pour M̃ .

Proposition 2.2. ∇̃ est une connexion métrique sur la variété (M̃ , g̃) et
∇̃∗ une connexion métrique sur la variété (M̃ , g̃) , alors ∇̃ = ∇̃∗.
Preuve

Si ∇̃ est compatible avec la métrique g̃, on écrit :

Xg̃(Y, Z) = g̃(∇̃XY, Z) + g̃(Y, ∇̃XZ) pour tout X, Y, Z ∈ Γ (TM). (2.5)

En e�et, la soustraction de (2.3) et (2.5) nous donne :
g̃(Y, ∇̃∗

XZ) = g̃(Y, ∇̃XZ) pour toutX, Y, Z ∈ Γ (TM) ; ce qui équivaut à

∇̃∗ = ∇̃. (2.6)
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Corollaire 2.1. Si ∇̃∗g̃ = 0, alors T ∇̃ = T ∇̃∗

Soit C(X, Y, Z) = ∇̃X g̃(Y, Z) une forme cubique de (∇̃, g̃) et C∗(Y,X,Z) =
∇̃∗

Y g̃(X,Z) la forme cubique de (∇̃∗, g̃). Nous avons la propriété suivante :

Proposition 2.3. La forme cubique de (∇̃, g̃) est symétrique ssi la forme
cubique de (∇̃∗, g̃) est symétrique.

Preuve :
Par dé�nition, nous avons

∇̃∗
Xg(Y, Z) = Xg̃(Y, Z)− g̃(∇̃∗

XY , Z)− g̃(Y, ∇̃∗
XZ)

= Xg̃(Y, Z)−Xg̃(Y, Z) + g̃(Y, ∇̃XZ)

−Xg̃(Y, Z) + g̃(Z, ∇̃XY )

= −∇̃X g̃(Y, Z) pour tout X, Y, Z ∈ Γ (TM)

Corollaire 2.2. Si ∇̃∗
g est symétrique et ∇̃∗ est sans torsion alors ∇̃g est

symétrique et ∇̃ est sans torsion.

Soient R̃ et R̃∗ les champs de courbure tensoriels associés aux connexions
a�nes ∇̃ et ∇̃∗ respectivement.
Une structure statistique (∇̃, g̃) est dite de courbure constante C∈ R si

R̃(X, Y, Z) = C{g̃(Y,X)Z − g̃(X,Z)Y }. (2.7)

La structure statistique (∇̃, g̃) de courbure constante 0 est appelée structure
hessienne.

Proposition 2.4. Les champs de courbure tensoriels R̃ et R̃∗ à connection
duale satisfont
[3]

g̃(R̃(X, Y )Z,W ) = −g̃(R̃∗(X, Y )W,Z). (2.8)

pour tout X, Y, Z ∈ Γ (TM)

Corollaire 2.3. R̃ = 0 si et seulement si R̃∗ = 0

De (2.7) il s'ensuit immédiatement que si (∇̃, g̃) est une structure statis-
tique de courbure constante c, alors (∇̃∗, g̃) est aussi une structure statistique
de courbure constante c. En particulier, si (∇̃, g̃) est hessienne, (∇̃∗, g̃) est
aussi hessienne. [7].
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En e�et pour tout X, Y, Z, W ∈ Γ (TM), on pouve que la rélation (2.8) est
veri�ée.
Preuve :

g̃(R̃(X, Y )Z,W ) = g̃(∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z,W )

= g̃(∇̃X∇̃YZ,W )︸ ︷︷ ︸
1

− g̃(∇̃Y ∇̃XZ,W )︸ ︷︷ ︸
2

− g̃(∇̃[X,Y ]Z,W )︸ ︷︷ ︸
3

de la relation (2.3), on peut en déduire ;

(1)

g̃(∇̃X∇̃YZ,W ) = Xg̃(∇̃YZ,W )− g̃(∇̃YZ, ∇̃∗
XW )

= X
[
Y g̃(Z,W )− g̃(Z, ∇̃∗

YW )
]
− Y g̃(Z, ∇̃∗

XW ) + g̃(Z, ∇̃∗
Y ∇̃∗

XW )

= XY g̃(Z,W )−Xg̃(Z, ∇̃∗
YW )− Y g̃(Z, ∇̃∗

XW ) + g̃(Z, ∇̃∗
Y ∇̃∗

XW ).

(2)

g̃(∇̃Y ∇̃XZ,W ) = Y g̃(∇̃XZ,W )− g̃(∇̃XZ, ∇̃∗
YW )

= Y
[
Xg̃(Z,W )− g̃(Z, ∇̃∗

XW )
]
−Xg̃(Z, ∇̃∗

YW ) + g̃(Z, ∇̃∗
X∇̃∗

YW )

= Y Xg̃(Z,W )− Y g̃(Z, ∇̃∗
XW )−Xg̃(Z, ∇̃∗

YW ) + g̃(Z, ∇̃∗
X∇̃∗

YW ).

(3)
g̃(∇̃[X,Y ]Z,W ) = [X, Y ]g̃(Z,W )− g̃(Z, ∇̃∗

[X,Y ]W ). (2.9)

(1)− (2)− (3) = XY g̃(Z,W )−Xg̃(Z, ∇̃∗
YW )− Y g̃(Z, ∇̃∗

XW ) + g̃(Z, ∇̃∗
Y ∇̃∗

XW )

− Y Xg̃(Z,W ) + Y g̃(Z, ∇̃∗
XW ) +Xg̃(Z, ∇̃∗

YW )− g̃(Z, ∇̃∗
X∇̃∗

YW )

− [X, Y ]g̃(Z,W ) + g̃(Z, ∇̃∗
[X,Y ]W )

= XY g̃(Z,W )− Y Xg̃(Z,W )− [X, Y ]g̃(Z,W )−Xg̃(Z, ∇̃∗
YW ) +Xg̃(Z, ∇̃∗

YW )

− Y g̃(Z, ∇̃∗
XW ) + Y g̃(Z, ∇̃∗

XW )− g̃(Z, ∇̃∗
X∇̃∗

YW ) + g̃(Z, ∇̃∗
Y ∇̃∗

XW )

+ g̃(Z, ∇̃∗
[X,Y ]W )

= −g̃(Z, ∇̃∗
X∇̃∗

YW ) + g̃(Z, ∇̃∗
Y ∇̃∗

XW ) + g̃(Z, ∇̃∗
[X,Y ]W )

= −g̃(Z, ∇̃∗
X∇̃∗

YW − ∇̃∗
Y ∇̃∗

XW − ∇̃∗
[X,Y ]W )

= −g̃(Z, R̃∗(X, Y )W ).

D'où
g̃(R̃(X, Y )Z,W ) = −g̃(Z, R̃∗(X, Y )W ). (2.10)
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. Soit M une sous-variété à n dimensions de M̃ . Alors, pour tout X, Y
∈Γ (TM) . Les formules de Gauss correspondantes sont[14] :

∇̃XY = ∇XY + h(X, Y ); (2.11)

∇̃∗
XY = ∇∗

XY + h∗(X, Y ) (2.12)

où h et h∗ sont des formes bilinéaires et symétriques. (∇, g) et (∇∗, g) sont
des structures statistiques duales sur M, où g est une métrique induite sur
Γ (TM) de la métrique riemannienne g̃ sur M̃ .
Notons que le �bré normal sur M est Γ (TM⊥). Comme h et h∗ sont bili-
néaires, on a des transformations linéaire Aξ et A

∗
ξ dé�nie par

g(AξX, Y ) = g(h(X, Y ), ξ) (2.13)

g(A∗
ξX, Y ) = g(h∗(X, Y ), ξ). (2.14)

Pour tout ξ∈TM⊥ et X, Y ∈Γ (TM), les formules de Weingarten correspon-
dantes sont les suivantes[14] :

∇̃Xξ = −A∗
ξX +∇⊥

Xξ (2.15)

∇̃Xξ = −AξX +∇∗⊥
Xξ. (2.16)

Pour tout ξ∈Γ (TM⊥) et X∈Γ (TM), Les connexions ∇∗
Xξ et ∇Xξ données

par (2.15) et (2.16) sont des connexions duales par rapport à la métrique
riemannienne induite sur TM⊥.
Les équations de Gauss, Codazzi et Ricci correspondantes sont données par
les résultats suivants :

Proposition 2.5. [14]Soient ∇̃ une connexion sur M̃ et ∇ la connexion in-
duite sur M. Soient R̃ et R les tenseurs de courbure de Rieman associés aux
connexions a�nes ∇̃ et ∇, respectivement. Alors,

g(R̃(X, Y )Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )+g(h(X,Z), h∗(Y,W ))−g(h∗(X,W ), h(Y, Z))
(2.17)

(R̃(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥
Xh)(Y, Z)− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ)

−
{
(∇⊥

Y h)(X,Z)− h(∇YX,Z)− h(X,∇YZ)
}

(2.18)

g̃(R⊥(X, Y )ξ, η) = g̃(R̃(X, Y )ξ, η) + g([A∗
ξ, Aη]X, Y ), (2.19)

où R⊥ est le tenseur de courbure de Reiman sur TM⊥ , avec ξ, η∈TM⊥ et
[A∗

ξ, Aη] = A∗
ξAη − AηA

∗
ξ.
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Preuve :
•Pour tout X, Y, Z, W ∈Γ (TM) ;

g̃(R̃(X, Y )Z,W ) = g(∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z,W )

= g(∇̃X [∇YZ + h(Y, Z)]− ∇̃Y [∇XZ + h(X,Z)]− ∇̃[∇XY−∇Y X]Z,W )

= g(∇̃X [∇YZ] + ∇̃X [h(Y, Z)]− ∇̃Y [∇XZ]− ∇̃Y [h(X,Z)]

− ∇̃[∇XY ]Z + ∇̃[∇Y X]Z,W )

= g(∇X∇YZ + h(X,∇YZ) +∇⊥
Xh(Y, Z)− A∗

h(Y,Z)X

−∇Y∇XZ − h(Y,∇XZ)−∇⊥
Y h(X,Z) + A∗

h(X,Z)Y

−∇[∇XY ]Z − h(Z,∇XY ) +∇[∇Y X]Z + h(Z,∇YX),W )

= g(∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[∇XY ]Z +∇[∇Y X]Z − A∗
h(Y,Z)X

+ A∗
h(X,Z)Y −∇⊥

Y h(X,Z) + h(X,∇YZ) + h(Z,∇YX) +∇⊥
Xh(Y, Z)

− h(Y,∇XZ)− h(Z,∇XY ),W ).

g̃(R̃(X, Y )Z,W ) = g(∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[∇XY ]Z+∇[∇Y X]Z−A∗
h(Y,Z)X

+ A∗
h(X,Z)Y −∇⊥

Y h(X,Z) + h(X,∇YZ) + h(Z,∇YX)

+∇⊥
Xh(Y, Z)− h(Y,∇XZ)− h(Z,∇XY ),W ). (2.20)

En e�et,

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[∇XY ]Z +∇[∇Y X]Z (2.21)

(∇⊥
Y h)(X,Z) = h(X,∇YZ) + h(Z,∇YX) (2.22)

(∇⊥
Xh)(Y, Z) = h(Y,∇XZ) + h(Z,∇XY ). (2.23)

En mettant (2.21), (2.22) et (2.23) dans (2.20), on a :

g̃(R̃(X, Y )Z,W ) = g(R(X, Y )Z − A∗
h(Y,Z)X + A∗

h(X,Z)Y −∇⊥
Y h(X,Z)

+∇⊥
Xh(Y, Z),W )

= g(R(X, Y )Z,W )− g(A∗
h(Y,Z)X,W ) + g(A∗

h(X,Z)Y,W )

− g(∇⊥
Y h(X,Z)︸ ︷︷ ︸
∈TM⊥

, W︸︷︷︸
∈TM︸ ︷︷ ︸

0

) + g(∇⊥
Xh(Y, Z)︸ ︷︷ ︸
∈TM⊥

, W︸︷︷︸
∈TM︸ ︷︷ ︸

0

)

= (R(X, Y )Z,W )− g(A∗
h(Y,Z)X,W ) + g(A∗

h(X,Z)Y,W )

= (R(X, Y )Z,W )− g(h(Y, Z), h∗(X,W )) + g(h(X,Z), h∗(Y,W ))
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d'où

g̃(R̃(X, Y )Z,W ) = (R(X, Y )Z,W )+g(h(X,Z), h∗(Y,W ))−g(h∗(X,W ), h(Y, Z)).
(2.24)

•• Ainsi ; la composante normale est

(R̃∗(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥
Y h)(X,Z)− (∇⊥

Y h)(X,Z). (2.25)

En substituant (2.22) et (2.22) dans (2.25) on a :

(R̃(X, Y )Z)⊥ = (∇⊥
Xh)(Y, Z)− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ)

−
{
(∇⊥

Y h)(X,Z)− h(∇YX,Z)− h(X,∇YZ)
}
.

• •• Pour tout X, Y ∈ Γ (TM) et ξ, η∈TM⊥,

g̃(R̃(X, Y )ξ, η) = g(∇̃X∇̃Y ξ − ∇̃Y ∇̃Xξ − ∇̃[X,Y ]ξ, η)

= g(∇̃X

[
−A∗

ξY +∇⊥
Y ξ
]
− ∇̃Y

[
−A∗

ξX +∇⊥
Xξ
]
+ A∗

ξ[X, Y ]− ∇̃⊥
[X,Y ]ξ, η)

= g(∇̃X [−A∗
ξY ] + ∇̃X

[
∇⊥

Y ξ
]
− ∇̃Y [−A∗

ξX]− ∇̃Y

[
∇⊥

Xξ
]
+ A∗

ξ[X, Y ]

− ∇̃⊥
[X,Y ]ξ, η)

= g(−∇̃X [A
∗
ξY ] + ∇̃X

[
∇⊥

Y ξ
]
+ ∇̃Y [A

∗
ξX]− ∇̃Y

[
∇⊥

Xξ
]
+ A∗

ξ[X, Y ]

− ∇̃⊥
[X,Y ]ξ, η)

= g(−∇X

[
A∗ξY

]
− h(X,A∗

ξY ) +∇⊥
X

[
∇⊥

Y ξ
]
− A∗

∇⊥
Y ξX +∇Y [A

∗
ξX]

+ h(Y,A∗
ξX)−∇⊥

Y

[
∇⊥

Xξ
]
+ A∗

∇⊥
Xξ + A∗

ξ[X, Y ]− ∇̃⊥
[X,Y ]ξ, η)

= g(−∇X [A
∗
ξY ] +∇Y [A

∗
ξX]− A∗

∇⊥
Y ξX + A∗

∇⊥
Xξ + A∗

ξ[X, Y ] + h(Y,A∗
ξX)

− h(X,A∗
ξY ) +∇⊥

X

[
∇⊥

Y ξ
]
−∇⊥

Y

[
∇⊥

Xξ
]
− ∇̃⊥

[X,Y ]ξ︸ ︷︷ ︸
R⊥(X,Y )ξ

, η).

g̃(R̃(X, Y )ξ, η) = g(R⊥(X, Y )ξ, η)−g([A∗
ξ, Aη]X, Y )+g(∇∗

X [AξY ], η)︸ ︷︷ ︸
=0

− g(∇∗
Y [AξX], η)︸ ︷︷ ︸

=0

− g(A∇∗⊥
Y ξ, η)︸ ︷︷ ︸

=0

− g(A∇∗⊥
Xξ, η)︸ ︷︷ ︸

=0

+ g(Aξ[X, Y ], η)︸ ︷︷ ︸
=0

. (2.26)

En�n, on a

g(R⊥(X, Y )ξ, η) = g̃(R̃(X, Y )ξ, η) + g([A∗
ξ, Aη]X, Y ). (2.27)
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Pour les équations de Gauss, Codazzi et Ricci la dualité de la connexion ∇̃∗

sur M̃ est conservée.

Proposition 2.6. [14]Soient ∇̃∗ une connexion duale sur M̃ et ∇∗ la connexion
induite sur M. Soient R̃∗ et R∗ les tenseurs de courbure de Riemann associés
à ∇̃ et ∇∗, respectivement. Alors,

g(R̃∗(X, Y )Z,W ) = g(R∗(X, Y )Z,W )+g(h∗(X,Z), h(Y,W ))−g(h(X,W ), h∗(Y, Z))
(2.28)

(R̃∗(X, Y )Z)⊥ = ∇∗
X⊥h∗(Y, Z)− h∗(∇∗

XY, Z)− h∗(Y,∇∗
XZ)

− {∇∗
Y⊥h∗(X,Z)− h∗(∇∗

YX,Z)− h∗(X,∇∗
YZ)} (2.29)

g̃(R∗⊥(X, Y )ξ, η) = g̃(R̃(X, Y )ξ, η) + g([Aξ, A
∗
η]X, Y ), (2.30)

où R∗⊥ est le tenseur de courbure de reimann pour ∇⊥∗ sur TM⊥ et [Aξ, A
∗
η]

= AξA
∗
η − A∗

ηAξ.

Preuves
•Pour tout X, Y, Z, W ∈Γ (TM) ;

g̃(R̃∗(X, Y )Z,W ) = g(∇̃∗
X∇̃∗

YZ − ∇̃∗
Y ∇̃∗

XZ − ∇̃∗
[X,Y ]Z,W )

= g(∇̃∗
X [∇∗

YZ + h∗(Y, Z)]− ∇̃∗
Y [∇∗

XZ + h∗(X,Z)]− ∇̃∗
[∇XY−∇Y X]Z,W )

= g(∇̃∗
X [∇∗

YZ] + ∇̃∗
X [h

∗(Y, Z)]− ∇̃∗
Y [∇∗

XZ]− ∇̃∗
Y [h

∗(X,Z)]

− ∇̃∗
[∇XY ]Z + ∇̃∗

[∇Y X]Z,W )

= g(∇∗
X∇∗

YZ + h∗(X,∇∗
YZ) +∇∗⊥

Xh
∗(Y, Z)− Ah∗(Y,Z)X

−∇∗
Y∇∗

XZ − h∗(Y,∇∗
XZ)−∇∗⊥

Y h
∗(X,Z) + Ah∗(X,Z)Y

−∇∗
[∇XY ]Z − h∗(Z,∇XY ) +∇∗

[∇Y X]Z + h∗(Z,∇YX),W )

= g(∇∗
X∇∗

YZ −∇∗
Y∇∗

XZ −∇∗
[∇XY ]Z +∇∗

[∇Y X]Z − Ah∗(Y,Z)X

+ Ah∗(X,Z)Y −∇∗⊥
Y h

∗(X,Z) + h∗(X,∇∗
YZ) + h∗(Z,∇∗

YX) +∇∗⊥
Xh

∗(Y, Z)

− h∗(Y,∇∗
XZ)− h∗(Z,∇∗

XY ),W )

g̃(R̃∗(X, Y )Z,W ) = g(∇∗
X∇∗

YZ−∇∗
Y∇∗

XZ−∇∗
[∇XY ]Z+∇∗

[∇Y X]Z−Ah∗(Y,Z)X

+Ah∗(X,Z)Y−∇∗⊥
Y h

∗(X,Z)+h∗(X,∇∗
YZ)+h

∗(Z,∇∗
YX)+∇∗⊥

Xh
∗(Y, Z)

− h∗(Y,∇∗
XZ)− h∗(Z,∇∗

XY ),W ). (2.31)

IRAKOZE Yves©U.B et ENS 2024



INEGALITES DE CHEN-RICCI SUR UNE HYPERSURFACE D'UNE VARIETE

STATISTIQUE 26

En e�et,

R∗(X, Y )Z = ∇∗
X∇∗

YZ −∇∗
Y∇∗

XZ −∇∗
[∇XY ]Z +∇∗

[∇Y X]Z (2.32)

∇∗⊥
Y h

∗(X,Z) = h∗(X,∇∗
YZ) + h∗(Z,∇∗

YX) (2.33)

∇∗⊥
Xh

∗(Y, Z) = h∗(Y,∇∗
XZ) + h∗(Z,∇∗

XY ). (2.34)

En mettant (2.32), (2.33) et (2.34) dans l'équation (2.31) on a :

∇∗⊥
Y h

∗(X,Z)g̃(R̃∗(X, Y )Z,W ) = g(R∗(X, Y )Z − Ah∗(Y,Z)X + Ah∗(X,Z)Y −∇∗⊥
Y h

∗(X,Z)

+∇∗⊥
Xh

∗(Y, Z),W )

= g(R∗(X, Y )Z,W )− g(Ah∗(Y,Z)X,W ) + g(Ah∗(X,Z)Y,W )

− g(∇∗⊥
Y h

∗(X,Z)︸ ︷︷ ︸
∈TM⊥

, W︸︷︷︸
∈TM︸ ︷︷ ︸

0

) + g(∇∗⊥
Xh

∗(Y, Z)︸ ︷︷ ︸
∈TM⊥

, W︸︷︷︸
∈TM︸ ︷︷ ︸

0

)

= (R∗(X, Y )Z,W )− g(Ah∗(Y,Z)X,W ) + g(Ah∗(X,Z)Y,W )

= (R∗(X, Y )Z,W )− g(h∗(Y, Z), h(X,W ))

+ g(h∗(X,Z), h(Y,W ))

d'où

g̃(R̃∗(X, Y )Z,W ) = (R∗(X, Y )Z,W )−g(h∗(Y, Z), h(X,W ))+g(h∗(X,Z), h(Y,W )).
(2.35)

• Ainsi, la composante normale est

(R̃∗(X, Y )Z)⊥ = ∇∗⊥
Xh

∗(X,Z)−∇∗⊥
Y h

∗(X,Z)

(R̃∗(X, Y )Z)⊥ = ∇∗⊥
Xh

∗(Y, Z)− h∗(Y,∇∗
XZ)− h∗(Z,∇∗

XY )

−
{
∇∗⊥

Y h
∗(X,Z)− h∗(X,∇∗

YZ)− h∗(Z,∇∗
YX)

}
. (2.36)

• •Pour tout X, Y ∈ Γ (TM) et ξ, η∈TM⊥.
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g̃(R̃∗(X, Y )ξ, η) = g(∇̃∗
X∇̃∗

Y ξ − ∇̃∗
Y ∇̃∗

Xξ − ∇̃∗
[X,Y ]ξ, η)

= g(∇̃∗
X

[
−AξY +∇∗⊥

Y ξ
]
− ∇̃∗

Y

[
−AξX +∇∗⊥

Xξ
]
+ Aξ[X, Y ]− ∇̃∗⊥

[X,Y ]ξ, η)

= g(∇̃∗
X [−AξY ] + ∇̃∗

X

[
∇∗⊥

Y ξ
]
− ∇̃∗

Y [−AξX]− ∇̃∗
Y

[
∇∗⊥

Xξ
]
+ Aξ[X, Y ]

− ∇̃∗⊥
[X,Y ]ξ, η)

= g(−∇̃∗
X [AξY ] + ∇̃∗

X

[
∇∗⊥

Y ξ
]
+ ∇̃∗

Y [AξX]− ∇̃∗
Y

[
∇∗⊥

Xξ
]
+ Aξ[X, Y ]

− ∇̃∗⊥
[X,Y ]ξ, η)

= g(−∇∗
X [AξY ]− h∗(X,AξY ) +∇∗⊥

X

[
∇∗⊥

Y ξ
]
− A∇∗⊥

Y ξX +∇∗
Y [AξX]

+ h∗(Y,AξX)−∇∗⊥
Y

[
∇∗⊥

Xξ
]
+ A∇∗⊥

XξY + Aξ[X, Y ]− ∇̃∗⊥
[X,Y ]ξ, η)

= g(−∇∗
X [AξY ] +∇∗

Y [AξX]− A∇∗⊥
Y ξX + A∇∗⊥

XξY + Aξ[X, Y ] + h∗(Y,AξX)

− h∗(X,AξY ) +∇∗⊥
X

[
∇∗⊥

Y ξ
]
−∇∗⊥

Y

[
∇∗⊥

Xξ
]
− ∇̃∗⊥

[X,Y ]ξ︸ ︷︷ ︸
R∗⊥(X,Y )ξ

, η).

g̃(R̃∗(X, Y )ξ, η) = g(R∗⊥(X, Y )ξ, η)−g([Aξ, A
∗
η]X, Y )−g(∇∗

X [AξY ], η)︸ ︷︷ ︸
=0

+ g(∇∗
Y [−AξX], η)︸ ︷︷ ︸

=0

− g(A∇∗⊥
Y ξ, η)︸ ︷︷ ︸

=0

+ g(A∇∗⊥
Xξ, η)︸ ︷︷ ︸

=0

+ g(Aξ[X, Y ], η)︸ ︷︷ ︸
=0

. (2.37)

En�n, on a

g(R∗⊥(X, Y )ξ, η) = g̃(R̃∗(X, Y )ξ, η) + g([Aξ, A
∗
η]X, Y ). (2.38)

2.2 Hypersurface d'une variété statistique

Soit (M̃, g̃, ∇̃) une variété statistique et f : M−→M̃ une immersion iso-
métrique. La métrique g et la connexion a�ne ∇ sur M est donné par :

g = f ∗ g̃; g(∇XY, Z) = g̃(∇̃Xf∗Y, f∗Z) (2.39)

pour tout X, Y, Z ∈ Γ (TM), où ∇̃ est la connexion induite par f sur le �bre
tangent f : TM̃−→M .
Alors, le couple (∇, g) est une structure statistique sur M qui est induite par
f de (∇̃, g̃).

Dé�nition 2.2. [7]Soient (M,∇, g) et (M̃, ∇̃, g̃) deux variétés statistiques.
Une immersion f : M−→M̃ est appeleé immersion statistique si le couple
(∇, g) coincide avec la structure statistique induite par (∇̃, g̃).
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Supposons que f : (M, ∇, g)−→(M̃, ∇̃, g̃) est une immersion statistique de
codimmension 1 et ξ∈Γ (f∗TM̃) est un champ de vecteur normale unitaire
de f. On note la connexion duale de ∇̃ par rapport à la métrique g̃ par ∇̃∗.
Ainsi par l'hypersuface d'une variété statistique, [7]on a les formules de Gauss
et weingarten suivantes :

∇̃Xf∗Y = f∗∇XY + h(X, Y )ξ (2.40)

∇̃Xξ = −f∗A∗X + τ ∗(X)ξ (2.41)

∇̃∗
Xf∗Y = f∗∇∗

XY + h∗(X, Y )ξ (2.42)

∇̃∗
Xξ = −f∗AX + τ(X)ξ (2.43)

où h, h∗ ∈ Γ (TM (0,2)), A, A∗∈ Γ (TM (1,1)) τ , τ ∗∈ Γ (TM∗) satisfait :

h(X, Y ) = g(AX, Y );h∗(X, Y ) = g(A∗X, Y ) (2.44)

τ(X) + τ ∗(X) = 0, (2.45)

pour tout X, Y∈Γ (TM)
Notons que R̃, R̃∗, R et R∗ sont les tenseurs de courbure associés aux
connexions a�nes ∇̃, ∇̃∗, ∇ et ∇∗ respectivement.
L'équation de Gauss-codazzi pour une hypersurface d'une variété statistique
par rapport à ∇̃ est donnée par la formule suivante :

R̃(X, Y, Z) = R(X, Y )Z − h(Y, Z)A∗X + h(X,Z)A∗Y + (∇Xh)(Y, Z)ξ

− (∇Y h)(X,Z)ξ + τ ∗(X)h(Y, Z)ξ − τ ∗(Y )h(X,Z)ξ. (2.46)

En e�et,

R̃(X, Y, Z) = ∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z

= ∇̃X [∇YZ + h(Y, Z)ξ]− ∇̃Y [∇XZ + h(X,Z)ξ]− ∇̃(∇XY−∇Y X)Z

= ∇̃X [∇YZ] + ∇̃X [h(Y, Z)ξ]− ∇̃Y [∇XZ]− ∇̃Y [h(X,Z)ξ]− ∇̃∇XYZ + ∇̃∇Y XZ

= ∇X∇YZ + h(X,∇YZ)ξ +∇⊥
Xh(Y, Z)− h(Y, Z)A∗X −∇Y∇XZ − h(Y,∇XZ)ξ

−∇⊥
Y h(X,Z) + h(X,Z)A∗Y −∇∇XYZ − h(Z,∇XY )ξ +∇∇Y XZ + h(Z,∇YX)ξ

= ∇X∇YZ + h(X,∇YZ)ξ + τ ∗(X)h(Y, Z)ξ − h(Y, Z)A∗X −∇Y∇XZ

− h(Y,∇XZ)ξ − τ ∗(Y )h(X,Z)ξ + h(X,Z)A∗Y −∇∇XYZ +∇∇Y XZ

− h(Z,∇XY )ξ + h(Z,∇YX)ξ

= ∇X∇YZ + h(X,∇YZ)ξ + τ ∗(X)h(Y, Z)ξ − h(Y, Z)A∗X −∇Y∇XZ

− h(Y,∇XZ)ξ − τ ∗(Y )h(X,Z)ξ + h(X,Z)A∗Y −∇[∇XY−∇Y X]Z

− h(Z,∇XY )ξ + h(Z,∇YX)ξ.
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R̃(X, Y, Z) = ∇X∇YZ−∇Y∇XZ−∇[X,Y ]Z−h(Y, Z)A∗X+h(X,Z)A∗Y+h(X,∇YZ)ξ

+h(Z,∇YX)ξ−h(Y,∇XZ)ξ−h(Z,∇XY )ξ−τ ∗(Y )h(X,Z)ξ+τ ∗(X)h(Y, Z)ξ.
(2.47)

R̃(X, Y, Z) = R(X, Y, Z)− h(Y, Z)A∗X + h(X,Z)A∗Y + (∇Xh)(Y, Z)ξ

− (∇Y h)(X,Z)ξ + τ ∗(X)h(Y, Z)ξ − τ ∗(Y )h(X,Z)ξ. (2.48)

La composante tangentielle de l'équation (2.47) donne

R̃(X, Y, Z) = R(X, Y, Z)− h(Y, Z)A∗X + h(X,Z)A∗Y. (2.49)

et la composante normale de l'equation (2.47) donne

(R̃(X, Y )Z)⊥ = (∇Xh)(Y, Z)ξ−(∇Y h)(X,Z)ξ+τ
∗(X)h(Y, Z)ξ−τ ∗(Y )h(X,Z)ξ.

(2.50)
qui est connue sous le nom d'équation de Codazzi.
Notons que par rapport aux connexions duales l' équations de Gauss-Codazzi
est dé�nie par :

R̃∗(X, Y, Z) = R∗(X, Y, Z)−h∗(Y, Z)AX+h∗(X,Z)AY+(∇∗
Xh

∗)(Y, Z)ξ−(∇∗
Y h

∗)(X,Z)ξ

+ τ(X)h∗(Y, Z)ξ − τ(Y )h∗(X,Z)ξ. (2.51)

En e�et, pour tout X, Y, Z∈ Γ (TM) et ξ ∈TM⊥.

R̃∗(X, Y )Z = ∇̃∗
X∇̃∗

YZ − ∇̃∗
Y ∇̃∗

XZ − ∇̃∗
[X,Y ]Z

= ∇̃∗
X [∇∗

YZ + h∗(Y, Z)ξ]− ∇̃∗
Y [∇∗

XZ + h∗(X,Z)ξ]− ∇̃∗
(∇∗

XY−∇∗
Y X)Z

= ∇̃∗
X [∇∗

YZ] + ∇̃∗
X [h

∗(Y, Z)ξ]− ∇̃∗
Y [∇∗

XZ]− ∇̃∗
Y [h

∗(X,Z)ξ]− ∇̃∗
(∇∗

XY )Z + ∇̃∗
(∇∗

Y X)Z

= ∇∗
X∇∗

YZ + h∗(X,∇∗
YZ)ξ + h∗(Y, Z)∇̃∗

Xξ −∇∗
Y∇∗

XZ − h∗(Y,∇∗
XZ)ξ

− h∗(X,Z)∇̃∗
Y ξ −∇∗

(∇∗
XY )Z − h∗(Z,∇∗

XY )ξ +∇∗
(∇∗

Y X)Z + h∗(Z,∇∗
YX)ξ

= ∇∗
X∇∗

YZ + h∗(X,∇∗
YZ)ξ + h∗(Y, Z)(−AX + τ(X)ξ)−∇∗

Y∇∗
XZ

− h∗(Y,∇∗
XZ)ξ − h∗(X,Z)(−AY + τ(Y )ξ)−∇∗

(∇∗
XY )Z +∇∗

(∇∗
Y X)Z

− h∗(Z,∇∗
XY )ξ + h∗(Z,∇∗

YX)ξ

= ∇∗
X∇∗

YZ + h∗(X,∇∗
YZ)ξ − h∗(Y, Z)AX + h∗(Y, Z)τ(X)ξ

−∇∗
Y∇∗

XZ − h∗(Y,∇∗
XZ)ξ + h∗(X,Z)AY − h∗(X,Z)τ(Y )ξ

−∇∗
[X,Y ]Z − h∗(Z,∇∗

XY )ξ + h∗(Z,∇∗
YX)ξ.
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R̃∗(X, Y )Z = ∇∗
X∇∗

YZ−∇∗
Y∇∗

XZ−∇∗
[X,Y ]Z−h∗(Y, Z)AX+h∗(X,Z)AY+h∗(Z,∇∗

YX)ξ

+h∗(X,∇∗
YZ)ξ−h∗(Z,∇∗

XY )ξ−h∗(Y,∇∗
XZ)ξ+h

∗(Y, Z)τ(X)ξ−h∗(X,Z)τ(Y )ξ.

R̃∗(X, Y, Z) = R∗(X, Y, Z)− h∗(Y, Z)AX + h∗(X,Z)AY + (∇∗
Xh

∗)(Y, Z)ξ

− (∇∗
Y h

∗)(X,Z)ξ + τ(X)h∗(Y, Z)ξ − τ(Y )h∗(X,Z)ξ.

Ainsi l'équation de Gauss-Codazzi pour une connexion duale est la suivante

R̃∗(X, Y, Z) = R∗(X, Y, Z)− h∗(Y, Z)AX + h∗(X,Z)AY + (∇∗
Xh

∗)(Y, Z)ξ

− (∇∗
Y h

∗)(X,Z)ξ + τ(X)h∗(Y, Z)ξ − τ(Y )h∗(X,Z)ξ. (2.52)

De (2.47) la composante normale de l'equation de Gauss-Codazzi est

R̃∗⊥(X, Y )Z = (∇∗
Xh

∗)(Y, Z)ξ−(∇∗
Y h

∗)(X,Z)ξ+τ(X)h∗(Y, Z)ξ−τ(Y )h∗(X,Z)ξ.
(2.53)

qui est l'équation de Codazzi pour une connexion duale.
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Chapitre 3

Inégalités de Chen-Ricci sur l'hypersurface
d'une variété statistique

3.1 Courbure de Ricci d'une sous-variété d'une

variété statistique.

Soit M une variété riemannienne à n dimensions munie d'une métrique
riemannienne g. Le produit interne de la métrique g est notée ⟨,⟩ . Soit ∇
la connexion de Riemannienne de la métrique g et {e1, e2, ...., en} une base
orthonormée pour TPM . La courbure sectionnelle d'une section plane portée
par les vecteurs unitaires orthogonaux ei et ej en P ∈M notée Kij est

Kij =
n∑

i,j=1

g(R(ei, ej)ej, ei). (3.1)

Le tenseur de Ricci S est dé�ni par

S(X, Y ) =
∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei), X, Y ∈TM. (3.2)

En �xant i∈{e1, e2, ...., en} la courbure de Ricci de ei, notée Ric(ei), est dé-
�nie par

Ric(ei) =
n∑

i̸=j

Kij. (3.3)

En e�et, Ric(ei) = S(ei, ei) et les courbures de Ricci déterminent complè-
tement le tenseur de Ricci. La courbure scalaire τ(P ) de M en p est dé�nie par

τ(P ) =
∑

1≤i<j≤n

Kij =
1

2

n∑
i=1

Ric(ei). (3.4)

Soit πk une section k-plane de TPM et X un vecteur unitaire dans πk . On
choisit une base orthonormale {e1, ....ek} de πk tel que e1 = X.
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La courbure de Ricci Ricπk
de πk en X est dé�ni par [4]

Ricπk
= K11 +K12 +K13 + .....+K1k. (3.5)

Ricπk
est appelée une courbure de k-Ricci. Ainsi pour chaque ei �xé, i

∈{1, ..., k},nous obtenons

Ric(ei) =
n∑

i̸=j

Kij. (3.6)

La courbure scalaire τ(πk) de la section du k-plan de πk est donnée par

τ(πk) =
∑

1≤i<j≤n

Kij. (3.7)

où {e1, ....ek} est toute base orthonormée de la section du k-plan de πk .

2τ(πk) =
k∑

i=1

k∑
j ̸=i

Kij =
k∑

i=1

Ricπk
(e). (3.8)

La courbure scalaire τ(P ) de M en P est identique à la courbure scalaire de
la tangente TPM de M en P ; soit τ(P ) = τ(TPM). Si πk est une section
2-plan, τ(πk) n'est que la courbure selectionnelle K(πk) de πk.

Proposition 3.1. Soit (M, g) une hypersurface d'une variété statistique
(M̃, g̃) et (ei, ..., ej) une base orthonormée au point p.
Alors la courbure sectionnelle est donnée par

Kij = K̃ij −
∑
i

∑
j

< h(ei, ei), h
∗(ej, ej) >+

∑
i

∑
j

< h∗(ei, ej), h(ej, ei) >.

(3.9)

3.2 Courbure de Ricci d'une sous-variété d'une

variété statistique à courbure sectionnelle

constante c.

Soit M̃ une variété statistique de dimension (n + k) de courbure constante
c∈R et M une sous-variété statistique de M̃(c) à n dimensions.
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On utilise les notations

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )

et
R∗(X, Y, Z,W ) = g(R∗(X, Y )Z,W )

où R et R∗ sont les champs de courbure tensoriels associés aux connexions
a�nes ∇ et ∇∗. Soient {e1, ..., en} et {en+1, ..., en+k} deux bases orthonor-
mées tangentes respectivement à M.
Les champs de vecteurs de courbure moyenne sont dé�nies par [3]

H =
1

n

n∑
i=1

h(ei, ei) =
1

n

k∑
α=1

(
n∑

i=1

hαii

)
en+α, h

α
ij = g̃(h(ei, ej), en+α), (3.10)

et

H∗ =
1

n

n∑
i=1

h∗(ei, ei) =
1

n

k∑
α=1

(
n∑

i=1

h⋆αii

)
en+α, h

⋆α
ij = g̃(h∗(ei, ej), en+α).

(3.11)

Dé�nition 3.1. [12]Soit M̃ une variété statistique de dimension (n + k).
Alors le tenseur de Ricci S̃ (de type (0, 2)) est dé�ni par

S̃(X, Y ) = trace
{
X−→R̃(X, Y )Z

}
(3.12)

où R̃ est le champ du tenseur de courbure de la connexion a�ne ∇̃ sur M de
courbure constante c∈R.

Théorème 3.1. [3]Soit M̃(c) une variété statistique de dimension ( n+k )
et M une sous variété statistique de M̃(c) de dimension n. Soit {e1, ...., e2}
et {n1, ..., nk} une base orthonormée tangente et normale respectivement sur
M. Alors le tenseur de Ricci S et le tenseur de Ricci dual S∗ De M satisfont

S(X, Y ) = c(n− 1)g(X, Y ) +
k∑

i=1

[
g(AniX,Y )trA

∗
ni
− g(Ani

Y,A∗
ni
X)
]
(3.13)

S∗(X, Y ) = c(n−1)g(X, Y )+
k∑

i=1

[
g(A∗

niX,Y )trAni
− g(Ani

X,A∗
ni
Y )
]
(3.14)

où Ani
et A∗

ni
sont des transformations linéaire dé�nie dans (2.15) et (2.16).
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Preuve :
•Supposons que M est une sous variété de M̃(c) de dimension n. Notons que R
est la tenseur de courbure de Riemann de M par rapport à ∇. Alors on écrit :

S(X, Y ) =
n∑

j=1

g(R(ej, X)Y, ej). (3.15)

Dans le cas où la variante ambiante est à courbure constante, en utilisant
l'équation de Gauss (2.17) pour le tenseur de Ricci S(X, Y) ,on a

n∑
j=1

g(R(ej, X)Y, ej) =
n∑

j=1

c(n− 1)g(X, Y ) + g(h(X, Y ), h∗(ej, ej))

− g(h(ej, Y )X, h∗(X, ej)). (3.16)

Ainsi,

g̃(h(X, Y ), h∗(ej, ej)) =
k∑

i=1

g(A∗
niej, ej)g(AniX, Y ). (3.17)

et

g̃(h(ej, Y )X, h∗(X, ej)) =
k∑

i=1

g(A∗
ni
X, ej)g(Ani

Y, ej)). (3.18)

en mettant (3.18) et (3.17) dans (3.16), nous obtenons l'équation suivante du
tenseur de Ricci

S(X, Y ) =
n∑

i=1

C(n− 1)g(X, Y )

+

{
n∑

j=1

k∑
i=1

g(Ani
X, Y )g(A∗

ni
ej, ej))− g(Aniej, Y )g(A∗

niX, ej)

}
.

(3.19)

d'où

S(X, Y ) = c(n− 1)g(X, Y ) +
k∑

i=1

{g(Ani
X, Y )trA∗

ni − g(A∗
niX,AniY )}.

•Supposons que M est une sous variété de M̃(c) de dimension n. Notons R̃∗

que est la tenseur de courbure de Riemann de M par rapport à ∇∗. Alors on
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écrit :

S∗(X, Y ) =
∑n

j=1
g(R∗(ej, X)Y, ej). (3.20)

Dans le cas où la variante ambiante est à courbure constante pour une
connexion duale. En utilisant l'équation de Gauss (2.35) pour le tenseur de
ricci S∗(X, Y ), nous obtenons

n∑
j=1

g(R∗(ej, X)Y, ej) =
n∑

j=1

C(n− 1)g(X, Y ) + g(h∗(X, Y ), h(ej, ej))

− g(h∗(ej, Y )X, h(X, ej)). (3.21)

Ainsi, avec

g̃(h∗(X, Y ), h∗(ej, ej)) =
k∑

i=1

g(Aniej, ej)g(A
∗
niX, Y ). (3.22)

et

g̃(h∗(ej, Y )X, h(X, ej)) =
k∑

i=1

g(Ani
X, ej)g(A

∗
ni
Y, ej)). (3.23)

en mettant (3.23) et (3.22) dans (3.21), nous obtenons l'équation du tenseur
de Ricci pour une connexion duale suivante :

S∗(X, Y ) =
n∑

i=1

c(n− 1)g(X, Y )

+

{
n∑

j=1

k∑
i=1

g(A∗
ni
X, Y )g(Ani

ej, ej))− g(A∗
niej, Y )g(AniX, ej)

}
.

(3.24)

d'où

S∗(X, Y ) = c(n− 1)g(X, Y ) +
k∑

i=1

{
g(A∗

ni
X, Y )trAni − g(AniX,A

∗
niY )

}
.
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3.3 Inégalités de Chen-Ricci pour les sous-variétés

statistiques dans la variété statistique de

courbure constante.

Soit M̃(C) une variété statistique de dimensions (n + k) à courbure
constante C∈R et M sous-variété statistique de M̃(C) de dimensions n. Soit
X∈TPM un vecteur unitaire tangent en P. On choisit une base une ortho-
normée e1, ..., en, en+1, ..., em tel que ee, ..., en sont tangentes à Mn en P et
e1 = X . Alors à partir de l'équation de Gauss (2.17) , on peut endéduire
l'inégealités de Chen-Ricci pour les sous-variétés statistiques dans la variété
statistique de courbure constante.

Théorème 3.2. [3]Soit M̃ une variété statistique de dimensions (n + k) à
courbure constante c∈R et M une sous variété statistique de M̃(c) de dimen-
sions n. Alors

Ric(X)⩾2Ric0(X)− n2

8
g̃(H,H)− n2

8
g̃(H∗, H∗) + (n− 1)c− 2

n∑
i=2

K0(X∧ei).

(3.25)

Preuve :
Pour toute base orthonormée {ei, ej}, i,j = 1 ;..... ; n et sommant sur 1≤i<j≤n,
on a

n∑
i,j=1

g(R̃(ei, ej)ei, ej) =
n∑

i,j=1

g(R(ei, ej)ei, ej) +
n∑

i,j=1

g(h(ei, ei), h
∗(ej, ej))

−
n∑

i,j=1

g(h∗(ei, ej), h(ej, ei)) (3.26)

n∑
i,j=1

g(R(ei, ej)ei, ej) =
n∑

i,j=1

c
[
g(ei, ei)g(ej, ej)− g(ei, ej)

2
]
+

n∑
i,j=1

g̃(h(ei, ei)h
∗(ej, ej))

−
n∑

i,j=1

g̃(h∗(ei, ej)h(ej, ei)) (3.27)
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(n2 − n)c = 2τ − n2g̃(H,H∗) +
n∑

i,j=1

g̃(h∗(ei, ej), h(ei, ej))

= 2τ − n2

2
[g̃(H +H∗, H +H∗)− g̃(H,H)− g̃(H∗, H∗)]

+
1

2

n∑
i,j=1

[g̃(h∗(ei, ej) + h(ei, ej), h
∗(ei, ej) + h(ei, ej))]

− 1

2

n∑
i,j=1

[g̃(h(ei, ej), h(ei, ej))]−
1

2

n∑
i,j=1

[g̃(h∗(ei, ej), h
∗(ei, ej))].

Avec 2H0 = H +H∗[3], il s'ensuit que

(n2−n)c = 2τ−2n2g̃(H0, H0)+
n2

2
g̃(H,H)+

n2

2
g̃(H∗, H∗)+2

n∑
I,j=1

g̃(h0, h0)

− 1

2
(∥ h ∥2 + ∥ h∗ ∥2). (3.28)

Ainsi, on peut écrire

∥ h ∥2 =
m∑

r=n+1

{
(hr11)

2 + (hr22 + ...+ hrnn)
2 + 2

∑
i<j

(hrij)
2

}
− 2

m∑
r=n+1

∑
2≤i<j≤n

hriih
r
jj

=
1

2

m∑
r=n+1

{
(hr11 + hr22 + ...+ hrnn)

2 + (hr11 − hr22 − ...− hrnn)
2
}

+ 2
m∑

r=n+1

∑
i<j

(hrij)
2 −

m∑
r=n+1

∑
2≤i<j≤n

hriih
r
jj⩾

1

2
n2∥ H2 ∥ −

m∑
r=n+1

∑
2≤i<j≤n

{
hriih

r
jj − (hrij)

2
}

∥ h ∥2⩾1

2
n2∥ H2 ∥ −

m∑
r=n+1

∑
1≤i<j≤n

{
hriih

r
jj − (hrij)

2
}
. (3.29)

D'une façon qui est similaire

∥ h∗ ∥2⩾1

2
n2∥ H∗ ∥2 −

m∑
r=n+1

∑
1≤i<j≤n

{
h∗riih

∗r
jj − (h∗rij)

2
}
. (3.30)

En additionant membre à membre (3.29) et (3.30), on a donc l'inégalité sui-
vante
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∥ h ∥2+∥ h∗ ∥2⩾1

2
n2∥ H2 ∥+1

2
n2∥ H∗ ∥2−

m∑
r=n+1

∑
1≤i<j≤n

(hrii+h
∗r

ii)(h
r
jj+h

∗r
jj)

+ 2
m∑

r=n+1

∑
1≤i<j≤n

hriih
∗r

jj +
m∑

r=n+1

∑
1≤i<j≤n

[
(hrij)

2 + (h∗rij)
2
]

(3.31)

En mettant (3.31) dans (3.28) , on obtient

n(n− 1)c≤2τ − 2n2g(H0, H0) +
n2

2
g̃(H,H) +

n2

2
g̃(H∗, H∗)

+ 2∥ h0 ∥+ 2
m∑

r=n+1

∑
1≤i<j≤n

h0riih
0r

jj −
n2

4
g̃(H,H)− n2

4
g̃(H∗, H∗)

−
m∑

r=n+1

∑
1≤j<j≤n

hriih
∗r

jj −
1

2

m∑
r=n+1

∑
1≤j<j≤n

[
(hrij)

2 + (h∗rij)
2
]

(3.32)

or∑
2≤i̸=j≤n

R(ei, ej, ei, ej) = (n− 1)(n− 2)c+
m∑

r=n+1

∑
2≤i<j≤n

(hriih
∗r

jj − hrijh
∗r

ij)

(3.33)
l'inégalité précédente devient

n(n− 1)c≤2τ − 2n2g(H0, H0) +
n2

4
g̃(H,H) +

n2

4
g̃(H∗, H∗) + 2∥ h0 ∥

+ 2
m∑

r=n+1

∑
1≤j<j≤n

h0riih
0r

jj −
∑

2≤i̸=j≤n

R(ei, ej, ei, ej)

+ (n− 1)(n− 2)c− 1

2

m∑
r=n+1

∑
1≤i̸=j≤n

(hrij + h∗rij)
2. (3.34)

Ainsi, nous avons

Ric(X)⩾n2g̃(H0, H0)− n2

8
g̃(H,H)− n2

8
g̃(H∗, H∗) + (n− 1)c− ∥ h0 ∥2

−
m∑

r=n+1

∑
1≤j<j≤n

[
h0riih

0r
jj − (h0rij)

2
]

(3.35)
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de l'équation de Gauss par rapport à la connexion Levi-Civita, nous avons∑
1≤j ̸=i≤n

R̃0(ei, ej, ei, ej) = 2τ 0 − n2g̃(H0, H0) + ∥ h0 ∥2.

∑
1≤j ̸=i≤n

R̃0(ei, ej, ei, ej)− 2τ 0 = −n2g̃(H0, H0) + ∥ h0 ∥2. (3.36)

et, respectivement,

∑
1≤i̸=j≤n

R̃0(ei, ej, ei, ej) =
∑

1≤i̸=j≤n

R0(ei, ej, ei, ej)−
m∑

r=n+1

∑
1≤i<j≤n

[
h0riih

0r
jj − (h0rij)

2
]
.

(3.37)
En mettant (3.36) dans (3.35), on a

Ric⩾2τ 0 −
∑

1≤i<j≤n

R̃0(ei, ej, ei, ej)−
n2

8
g̃(H,H)− n2

8
g̃(H∗, H∗) + (n− 1)c

−
∑

2≤i̸=j≤n

R0(ei, ej, ei, ej) +
∑

2≤i̸=j≤n

R̃0(ei, ej, ei, ej).

en�n, on obtient

Ric(X)⩾2Ric0(X)− n2

8
g̃(H,H)− n2

8
g̃(H∗, H∗) + (n− 1)c− 2

n∑
i=2

K0(X∧ei).

(3.38)
On note que maxK0(X∧ei) est le maximum de la fonction de courbure sec-
tionnelle de M̃(C) par rapport à ∇̃ limité aux sections �2 plans de l'espace
tangent TPM qui sont tangentes à X.

3.4 Inégalités de Chen-Ricci sur l'hypersurface

d'une variété statistique

3.4.1 Courbure de Ricci sur l'hypersurface d'une va-

riété statistique

Soit (M, g) une hypersurface de (M̃, g̃, ∇̃) et (e1, ...., en) une base ortho-
normée de TPM en un point P∈M Pour tout vecteur tangent X ∈ Γ (TM) ;

(•) l'équation de Ricci pour l'hypersurface d'une variété statique òu R̃
est le champ tenseur de courbure riemannien de M̃ est donnée par les
égalités suivante :
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R̃ic(X) = Ric(X)−
n∑

j=1

g(h(X,X)), h∗(ej, ej)+
n∑

j=1

g(h(ej, X)), h∗(X, ej).

Preuve :
En e�et, tout en sachant que les courbures de Ricci sont déterminés
complètement par le tenseur de Ricci. On a que

R̃ic(X) = S̃(X,X) =
n∑

j=1

g(R̃(ej, X)X, ej). (3.39)

Ainsi, en substituant X par Y dans l'équation du tenseur de Ricci(3.13),
on a les résultats suivante

n∑
j=1

g(R̃(eej , X)X, ej) =
n∑

j=1

g(R(eej , X)X, ej)−
n∑

j=1

h(X,X)g(A∗ej, ej)

+
n∑

j=2

h(ej, X)g(A∗X, ej)

R̃ic(X) = Ric(X)−
n∑

j=1

g(h(X,X), h∗(ej, ej))+
n∑

i=1

g(h(ej, X), h∗(X, ej))

R̃ic(X) = Ric(X)− g(AξX,X)tracA∗
ξ + g(AξX,A

∗
ξX). (3.40)

(•) D'une facon qui est similaire à l'équation de Ricci pour R̃∗. Ainsi,
l'équation de Ricci pour l'hypersurface d'une variété statique òu R̃∗

est le champ tenseur de courbure riemannien de M̃ est donnée par les
égalités suivante :
˜Ric∗(X) = Ric∗(X)−

∑n
j=1g(h

∗(X,X)), h(ej, ej)+
∑n

j=1g(h
∗(ej, X)), h(X, ej).

Preuve :
En e�et, tout en sachant que les courbures de Ricci sont détermi-
nés complètement par le tenseur de Ricci même dans le cas d'une
connexion duale ∇∗. on a que

˜Ric∗(X) = S̃∗(X,X) =
n∑

j=1

g(R̃∗(ej, X)X, ej).

Ainsi, en substituant Y par X dans l'équation du tenseur de Ricci pour
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une connexion duale ∇∗(3.14), nous obtenons les résultats suivante :

n∑
j=1

g̃(R̃∗(eej , X,X), ej) =
n∑

j=1

g(R∗(eej , X,X), ej)−
n∑

j=1

h∗(X,X)g(Aej, ej)

+
n∑

j=1

h∗(ej, X)g(AX, ej).

˜Ric∗(X) = Ric∗(X)−
n∑

j=1

g(h∗(X,X), h(ej, ej))+
n∑

j=1

g(h∗(ej, X), h(ej, X)).

˜Ric∗(X) = Ric∗(X)− g(A∗
ξX,X)tracAξ + g(A∗

ξX,AξX). (3.41)

(•) En plus d'une facon qui est similaire à l'équation de Ricci pour R̃
et R̃∗, alors l'équation de Ricci pour l'hypersurface d'une variété sta-
tique òu R̃0 est le champ de tenseur de courbure riemannien de M̃ est
donnée par les égalités suivante :
˜Ric0(X) = Ric0(X)−

∑n
j=1g(h

0(X,X)), h0(ej, ej)+
∑n

j=1g(h
0(ej, X)), h0(X, ej).

Preuve :
En e�et, tout en sachant que les courbures de Ricci sont déterminés
complètement par le tenseur de Ricci même dans le cas de R̃0. On a
que

˜Ric0(X) = S̃0(X,X) =
n∑

j=1

g(R̃0(ej, X)X, ej)

Ainsi substituant Y par X dans l'équation du tenseur de Ricci pour
le cas où le tenseur de courbure est R̃0. Nous obtenons les résultats
suivants

n∑
j=1

g̃(R̃0(ej, X)X, ej) =
n∑

j=1

g(R0(eej , X)X, ej)−
n∑

j=1

h0(X,X)g(Aej, ej)

+
n∑

j=1

h0(ej, X)g(AX, ej).

˜Ric0(X) = Ric0(X)−
n∑

j=1

g(h0(X,X)h0(ej, ej))+
n∑

j=1

g(h0(ej, X)h0(ej, X)).

˜Ric0(X) = Ric0(X)− g(A0
ξX,X)tracAξ + g(A0

ξX,A
0
ξX). (3.42)
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3.4.2 Inégalités de Chen-Ricci sur l'hypersurface d'une

variété statistique

Théorème 3.3. Soit (M, g) une hypersurface d'une variété statistique (M̃, g̃, ∇̃)
et (e1, ...., en) une base orthonormée de TPM en un point P∈M . Pour tout
vecteur tangent X ∈ Γ (TM), òu R̃0 est le champ tenseur de courbure rie-
mannien de M̃ .
L'inégalités de de Chen-Ricci sur l'hypersurface d'une variété statiatique est
dé�nie par :

Ric0(X)⩾ ˜Ric0(X) + g(A0
ξX,X)tracAξ − ∥ A0

ξX ∥2. (3.43)

Preuve :
Ains, avec (3.43) on a :

Ric0(X) = ˜Ric0(X) + g(A0
ξX,X)tracAξ − g(A0

ξX,A
0
ξX)

en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

g(A0
ξX,A

0
ξX)≤∥ A0

ξX ∥2

⇔
−g(A0

ξX,A
0
ξX)⩾− ∥ A0

ξX ∥2

d'où l'inégalité de Chen-Ricci pour l'hypersurface d'un variété statistique qui
est :

Ric0(X)⩾ ˜Ric0(X) + g(A0
ξX,X)tracAξ − ∥ A0

ξX ∥2.
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3.5 Inégalité sur la courbure scalaire d'une hy-

persurface d'une variété statistique.

Soit (M, g) une hypersurface de (M̃, g̃) et soit {e1, ..., en} une base ortho-
normale de l'éspace tangent TPM et {en+1, ..., em} une base orthonormale du
�bre vectoriel TPM

⊥. Alors,

τ̃(p)⩾n(n− 1)C +
n2

2
∥ H ∥∥ H∗ ∥ − 1

2
∥ h∗ ∥∥ h ∥. (3.44)

Preuve :
En utilisant l'équation (2.17), on a

∑
i

∑
j

g̃(R̃(ei, ej)ei, ej) =
∑
i

∑
j

g̃(R(ei, ej)ei, ej)+
∑
i

∑
j

g̃(h(ei, ei), h
∗(ej, ej))

−
∑
i

∑
j

g̃(h(ej, ei), h
∗(ei, ej)). (3.45)

Ainsi ;

hij
n+1 =

n∑
i,j=1

g(h(ei, ej), en+1). (3.46)

∥ h ∥2 =
n+1∑
i,j=1

g(h(ei, ej), h(ei, ej)). (3.47)

trh =
n+1∑
i,j=1

g(h(ei, ei). (3.48)

∥ trh ∥2 = g(trh, trh). (3.49)

Soit Nh l'éspace de nulté de la seconde forme fondamental dé�nie par

Nh = {X∈TPM,h(X, Y ) = 0 ∀X, Y ∈TPM}. (3.50)
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∥ h ∥2 =
n+1∑
i,j=1

g(h(ei, ej), h(ei, ej))

=
n+1∑
i,j=1

g(h(ei, ej), h(ei, ej)) +
n∑

i̸=j=1

g(h(ei, ej), h(ei, ej))

=
n+1∑
i,j=1

g(g(h((ei, ej), e0)e0, g(h(ei, ej), e0)e0)) +
n∑

i̸=j=1

g(g(h((ei, ej), e0)e0, g(h(ei, ej), e0)e0))

=
n+1∑
i,j=1

g(h(ei, ej), e0), g(h(ei, ej), e0)) +
n∑

i̸=j=1

g(h(ei, ej), e0), g(h(ei, ej), e0))

=
n+1∑
i,j=1

h0ijh
0
ij +

n∑
i̸=j=1

h0ijh
0
ij

=
n+1∑
i,j=1

h0ijh
0
ij + 2

∑
1≤i<j≤=n+1

h0ijh
0
ij

=
1

2
(
n+1∑
i=1

h0iih
0
ii + 2

∑
1≤i<j≤=n+1

h0ijh
0
ij) +

1

2

n+1∑
i=1

h0iih
0
ii −

∑
1≤i<j≤=n+1

h0ijh
0
ij

+ 2
∑

1≤i<j≤=n+1

h0ijh
0
ij

=
n+1∑
i,j=1

h0ijh
0
ij + 2

∑
1≤i<j≤=n+1

h0ijh
0
ij

=
1

2

n+1∑
i=1

(h0iih
0
ii + 2

∑
1≤i<j≤=n+1

h0iih
0
jj) +

1

2

n+1∑
i=1

h0iih
0
ii −

∑
1≤i<j≤=n+1

h0ijh
0
ij

+ 2
n+2∑
j=2

h01jh
0
1j + 2

∑
1≤i<j≤=n+1

h0ijh
0
ij.

∥ h ∥2 = 1

2

n+1∑
i=1

(h0iih
0
ii + 2

∑
1≤i<j≤=n+1

h0iih
0
jj) +

1

2

n+1∑
i=1

h0iih
0
ii −

∑
1≤i<j≤=n+1

h0ijh
0
ij

+ 2
n+2∑
j=2

h01jh
0
1j + 2

∑
1≤i<j≤=n+1

h0ijh
0
ij. (3.51)
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Ainsi,

∥ trh ∥2 = g(trh, trh)

= g(
n+1∑
i=1

h(ei, ei),
n+1∑
j=1

h(ej, ej))

=
n+1∑
i,j=1

g(g(h(ei, ei), e0)e0, g(h(ej, ej), e0)e0)

=
n+1∑
i,j=1

g(h(ei, ei), e0)g(h(ej, ej), e0)

=
n+1∑
i,j=1

h0iih
0
jj

=
n+1∑
i,j=1

h0iih
0
ii +

n+1∑
i̸=j=1

h0iih
0
jj

=
n+1∑
i=1

h0iih
0
ii + 2

∑
1≤i<j≤n+1

h0iih
0
jj.

∥ trh ∥2 =
n+1∑
i=1

h0iih
0
ii + 2

∑
1≤i<j≤n+1

h0iih
0
jj. (3.52)

en substituant (3.52) dans (3.51), on obtient

∥ h ∥2 = 1

2
∥ trh ∥2 + 1

2

n+1∑
i=1

h0iih
0
ii −

∑
1≤i<j≤=n+1

h0iih
0
jj + 2

n+1∑
j=2

h01jh
0
1j + 2

∑
1≤i<j≤n+1

h0ijh
0
ij

=
1

2
∥ trh ∥2 + 1

2

n+1∑
i=1

(h0ii)
2 −

∑
1≤i<j≤=n+1

h0iih
0
jj + 2

n+1∑
j=2

(h01j)
2 + 2

∑
1≤i<j≤=n+1

(h0ij)
2

+ 2
n+1∑
j=2

(h01j)
2 + 2

∑
1≤i<j≤=n+1

(h0ij)
2.

∥ h ∥2 = 1

2
∥ trh ∥2+1

2

n+1∑
i=1

(h0ii)
2−

n+2∑
j=2

h011h
0
jj−2

∑
2≤i<j≤=n+1

(h0ii)
2(h0jj)

2+2
n+1∑
j=2

(h01j)
2

+ 2
∑
1≤i<j

(h0ij)
2. (3.53)
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Soit

(h011 − h022 − .....− h0n+1)
2 =

n+1∑
i=1

(h0ii)
2 − 2

n+1∑
j=2

h011h
0
jj + 2

∑
2≤i<j≤=n+1

(h0ii)
2(h0jj)

2

1

2

n+1∑
i=1

(h0ii)
2 =

1

2
(h011 − h022 − .....− h0n+1)

2 +
n+1∑
j=2

h011h
0
jj − 2

∑
2≤i<j≤=n+1

(h0ii)(h
0
jj)

(3.54)
En substituant (3.54) dans (3.53), on obtient

∥ h ∥2 = 1

2
∥ trh ∥2 + 1

2
(h011 − h022 − .....− h0n+1)

2 +
n+1∑
j=2

h011h
0
jj − 2

∑
2≤i<j≤=n+1

h0iihjj

−
n+1∑
j=2

h011h
0
jj −

∑
2≤i<j≤=n+1

h0iih
0
jj +

n+1∑
j=2

(h01j)
2 +

∑
2≤i<j≤=n+1

(hij)
2

=
1

2
∥ trh ∥2 + 1

2
(h011 − h022 − .....− h0n+1)

2 − 2
∑

2≤i<j≤=n+1

(h0ii)
2(h0jj)

2

+ 2
n+1∑
j=2

(h01j)
2 +

∑
2≤i<j≤=n+1

(hij)
2.

∥ h ∥2 = 1

2
∥ trh ∥2+1

2
(h011−h022−.....−h0n+1)

2−2
∑

2≤i<j≤=n+1

(h0iih
0
jj−(h0ij)

2)+2
n+1∑
j=2

(h01j)
2.

(3.55)

En mettant (3.7) dans (3.9), on obtient l'équation de la courbure scalaire de
l'hypersurface pour une variété statistique

τ̃(p) = τ(p)+
∑
i

∑
j

⟨h(ei, ei), h∗(ej, ej)⟩−
∑
i

∑
j

⟨h∗(ei, ej), h(ej, ei)⟩. (3.56)

Ainsi, en mettant (3.10) et (3.11) dans (3.56), nous obtenons

τ̃(p) = τ(p) +
∑
i,j=1

g̃(g̃(h(ei, ei), en+1)en+1g̃(h
∗(ej, ej), en+1)en+1)

−
∑
i,j=1

g̃(g̃(h∗(ei, ej), en+1)en+1g̃(h(ei, ej), en+1)en+1). (3.57)
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τ̃(p) = τ(p) + n∥ H ∥n∥ H∗ ∥ −
∑
i,j=1

h∗iihjj. (3.58)

Par Cauchy-Schwartz on a∑
i,j=1

(h∗iihjj)≤
∑
i,j=1

h∗iihjj

−
∑
i,j=1

(h∗iihjj)⩾−
∑
i,j=1

h∗iihjj

−∥ h∗h∗ ∥⩾∥ h ∥∗∥ h ∥. (3.59)

Ainsi, nous obtenons l'inégalité de courbure scalaire de l'hypersurface pour
une variété statistique qui est la suivante

τ̃(p)⩾τ(p) +
n2

2
∥ H ∥∥ H∗ ∥ − 1

2
∥ h∗ ∥∥ h ∥. (3.60)

Corollaire 3.1. Soit M une hypersurface de dimension (n + 1) d'une variété
M̃(c) à courbure sectionnelle constante C∈R, nous avons

τ̃(p)⩾n(n− 1)C +
n2

2
∥ H ∥∥ H∗ ∥ − 1

2
∥ h∗ ∥∥ h ∥. (3.61)
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Conclusion

L' inégalité de Chen-Ricci sur l'hypersurface d'une variété statistique est
obtenue par application de l'inégalité de Chauchy-Schwartz sur la courbure
de Ricci de l' hypersurface d' une variété statistique. Ainsi, les variétés sta-
tistiques sont des abstractions géométriques utilisées pour modéliser l'infor-
mation, leur domaine d'études appartenant à la géométrie de l'information,
une branche relativement récente des mathématiques, qui utilise des outils
de la géométrie di�érentielle pour étudier l'inférence statistique.
En e�et, dans ce mémoire pour la démonstration de l'inégalité de Chen-Ricci
sur l'hypersurface d'une variété statistique, nous avons fait une étude des
notions de base de la géométrie di�érentielle.
Avec référence de l'inégalité de Cauchy-Schwartz, l'inégalité de Chen-Ricci
sur l'hypersurface d'une variété statistique a été établi. A�n, nous avons éta-
bli quelques inégalités de la courbure scalaire sur l'hypersurface d'une variété
statistique à courbure sectionnelle constante.
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Récommendation

Comme la géométrie des variétés statistique est une branche relativement
récente de la géométrie di�érentielle, nous éperons continuer notre recherche
pour bien établir d'autres inégalités dans le but de donner un contrôle opti-
mal d'une sous variété d'une variété statistique de façon générale.
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