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RESUME

Mon travail de recherche porte sur I’application de la méthode analytique de résolubilité
partielle dans la construction d’un nouveau type d’hamiltonien partiellement algébrique
dépendant des fonctions elliptiques de Jacobi. L’objectif principal de ce travail est de
construire un nouveau type d’hamiltonien partiellement algébrique matriciel d’ordre 2x2
associe a un potentiel dépendant des fonctions elliptiques de Jacobi. Pour construire ce type
d’hamiltonien, on applique la méthode analytique de résolubilité partielle ou on établit trois
conditions algébriques nécessaires et suffisantes pour que le hamiltonien matriciel de Jacobi,
apres avoir subi une transformation de jauge, laisse invariant un espace vectoriel polynémial
de dimension finie. La présentation moderne des fonctions elliptiques repose sur deux piliers :
le caractéere méromorphe et la double périodicité. Cette derniére propriété entraine
naturellement des représentations de type trigonométrique bien connues pour les fonctions de
Jacobi. Contrairement aux fonctions de la trigonométrie ordinaire qui sont définies en
référence a un cercle, les fonctions elliptiques de Jacobi sont une généralisation qui se réfere a
d’autres sections coniques, I’ellipse en particulier. Ces fonctions interviennent non seulement
en mécanique quantique non relativiste pour la construction d’un hamiltonien partiellement
algébrique mais aussi dans des situations pratiques dans différents domaines de la physique.
On peut citer notamment la résolution de I’équation différentielle du mouvement d’un
pendule simple dans le cas des oscillations de grande amplitude, la résolution des équations
différentielles d’Euler qui expriment le mouvement a la Poinsot d’un solide, 1’étude du
phénoméne de la propagation d’une certaine catégorie d’ondes appelées ondes cnoidales, la
détermination des équations paramétriques d’une spirale de Seiffert en coordonnées

cylindriques.

Mots clés : Fonctions Elliptiques de Jacobi, Hamiltonien Elliptiques de Jacobi, Méthode

Analytique de Résolubilité partielle, Résolubilité Partielle.
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ABSTRACT

My research focuses on the application of the quasi-Exactly analytic method in the
construction of a new type of quasi-exactly solvable hamiltonian depending on the Jacobi
elliptic functions. The main objective of this work is to construct a new example of 2x2-
matrix quasi-exactly solvable (QES) hamiltonian which is associated to a potential depending
on the Jacobi elliptic functions. To construct this type of hamiltonian, we apply the QES
analytic method in order to establish three necessary and sufficient algebraic conditions for
the previous hamiltonian to have an invariant vector space whose generic elements are
polynomials. This hamiltonian is called quasi-exactly solvable. The modern presentation of
elliptic functions rests on two pillars: the meromorph character and the double periodicity.
This last property naturally leads to well-known trigonometric type representations for Jacobi
functions. Unlike functions in ordinary trigonometry which are defined with reference to a
circle, Jacobi elliptic functions refer to other conics, the ellipse in particular. These functions
occur not only in non-relativistic quantum mechanics for the construction of a quasi-exactly
solvable hamiltonian but also in practical situations in different fields of physics. We can cite
in particular the resolution of the differential equation of the motion of a simple pendulum in
the case of large amplitude oscillations, the resolution of Euler differential equations that
express the Poinsot motion of a solid, the study of the propagation phenomenon of a certain
category of waves called cnoidal waves, the determination of the parametric equations of a
seiffert spiral in cylindrical coordinates.

Key words:Jacobi Elliptic Functions, Jacobi Elliptic Hamiltonian, QES Analytic Method,
Quasi-Exactly Solvability.
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AVANT-PROPOS

Cette ¢tude rentre dans le cadre de 1’obtention du Diplome de Master en Didactique des
sciences physiques. Elle vise a appliquer la méthode analytique de résolubilité partielle dans
le but de construire un nouveau type d'hamiltonien partiellement algébrique dépendant des
fonctuions elliptiques de Jacobi. Ladite étude s’est déroulée dans le cadre d'accroitre la classe

d'opérateurs appelés opérateurs partiellement algébriques.
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INTRODUCTION GENERALE

Differentes méthodes existent pour résoudre I'équation de Schrodinger a une dimension. Le
choix d'une méthode particuliére repose généralement sur la forme du potentiel et sur celle de
la fonction d'onde recherchée (Lill, Parker et Light, 1986). Le but principal de la résolution
analytique de cette équation est de déterminer les valeurs propres d’un opérateur linéaire
défini dans un domaine de I’espace de Hilbert. Il est certain que les mathématiques et la
physique sont deux disciplines intellectuelles trés proches, comme en témoignent non
seulement leur histoire et leur développement au fil des siécles, mais aussi les échanges
fructueux et les enrichissements qu'elles se sont mutuellement apportes.

Notre travail est subdivisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, je mets en évidence les idées de base, les propriétés des fonctions
elliptiques en général et des fonctions elliptiques de Jacobi en particulier. Par la suite, je
développe la notion d’intégrale elliptique et de la Lemniscate de Bernoulli car les fonctions
elliptiques sont des applications réciproques des intégrales elliptiques et le calcul de la
longueur de ’arc de la lemniscate fournit une des premicres motivations pour 1’étude des
intégrales elliptiques. En plus, on essaie d’établir d’une part une comparaison entre les
fonctions elliptiques de Jacobi et les fonctions circulaires car les fonctions elliptiques de
Jacobi présentent des analogies avec les fonctions trigonométriques, qui sont mises en valeur
pour le choix des notations sn et cn qui rappellent sin et cos, d’autre part une comparaison
entre les fonctions trigonométriques et les fonctions lemniscatiques sinus lemniscatique et
cosinus lemniscatique car ces derniéres présentent elles aussi des analogies avec les fonctions
sinus et cosinus de la trigonométrie ordinaire, en remplacant le cercle par la lemniscate de

Bernoulli.

Dans le second chapitre, je construis un nouveau type d’hamiltonien partiellement algébrique
matriciel d’ordre 2x2 associé a un potentiel dépendant des fonctions elliptiques de Jacobi.
Japplique la méthode analytique de résolubilité partielle pour déterminer trois conditions
algébriques nécessaires et suffisantes pour que le hamiltonien matriciel de Jacobi laisse
invariant un espace vectoriel polyndmial de dimension n.

Dans le troisieme et dernier chapitre, étant donné que les fonctions elliptiques de Jacobi
interviennent dans la résolution des problemes pratiques en physique et dans divers domaines
des mathématiques, je présente quelques situations pratiques de la physique ou interviennent

les fonctions elliptiques de Jacobi. Ce sont entre autres la résolution de 1’équation
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différentielle du mouvement d’un pendule simple pour des oscillations de grande amplitude,
la dynamique analytique des particules et des corps rigides, 1’étude de la propagation des

ondes appelées ondes cnoidales et 1’é¢tude des propriétés de la spirale sphérique de Seiffert.

i. Problématique et contexte

Depuis les premicres années de 1’évolution de la mécanique quantique, les modéles
exactement solubles de la mécanique quantique ont attiré beaucoup d’attention [1]. Mais
malheureusement les modéles exactement solubles, c’est-a-dire les modeles avec des
hamiltoniens explicites et complétement diagonalisables, sont trés peu nombreux et
insuffisamment diversifiés pour répondre aux exigences de la physique moderne [2]. A ce
niveau, il s’observe un défi mathématique de construire le spectre d’un opérateur linéaire
défini sur un espace vectoriel approprié de fonctions qui appartiennent a un domaine de
I’espace de Hilbert. Dans la plupart des cas, ce type de probléeme ne peut pas étre résolu
analytiquement, ¢’est-a-dire que toutes les valeurs propres du hamiltonien ne peuvent pas étre
calculées algébriquement [3]. C’est dans les années 1980 que les chercheurs de la mécanique
quantique ont pu trouver une nouvelle catégorie de modéles appelés modeles partiellement
algébriques. C’est une catégorie intermédiaire entre les problémes pour lesquels le spectre
peut étre trouve exactement et ceux qui ne peuvent pas étre résolus analytiquement [4]. Leur
propriété principale est une connaissance explicite de plusieurs états propres tandis que les
autres sont inconnus. Mustafa et Habib, cités[1], précisent que les opérateurs partiellement
algébriques ont fait I’objet d’une grande attention au cours de ces derniéres années. Dans la
plupart des exemples connus, les opérateurs partiellement algébriques peuvent étre
transformés en opérateurs préservant un espace de polynémes de degré donné apres un
changement de variable et un changement de fonction appropriés (aussi appelé transformation
de jauge) [5, 6]. Les opérateurs préservant un espace de polynémes jouent donc un role
important dans 1’é¢tude des opérateurs partiellement algébriques. De méme, un nouveau
hamiltonien qui sera construit dans ce travail préservera 1’espace vectoriel des polyndmes
apres avoir subi une transformation de jauge. Devant un tel vide dans la littérature, il importe
de se pencher chaque fois sur la construction de nouveaux types d’hamiltoniens partiellement
algébriques qui font référence a une classe d’opérateurs linéaires qui préservent un sous-

espace de dimension finie de I’espace de Hilbert sur lequel ils agissent.
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ii. Hypothese de recherche

La construction de nouveaux types d’hamiltoniens partiellement algébriques permet d’enrichir
la nouvelle classe d’opérateurs découverte trés récemment et de calculer analytiquement une

grande partie de leurs valeurs propres et leurs vecteurs propres.

iii. Objectifs de recherche

L’objectif général de mon travail de mémoire est de construire un nouveau type d’hamiltonien
partiellement algébrique matriciel d’ordre 2x2 associé a un potentiel dépendant des fonctions
elliptiques de Jacobi. Cet objectif se décline en trois objectifs spécifiques qui sont les

suivants :

e Dégager les notions de base et les propriétés des fonctions elliptiques en général et
celles de Jacobi en particulier,

e Appliquer la méthode de résolubilité partielle dans la construction d’un hamiltonien
partiellement algébrique matriciel d’ordre deux,

e Développer les applications des fonctions elliptiques de Jacobi dans différents

domaines de la physique.

iv. Méthodologie de recherche

Dans un premier temps, j’identifie a travers une revue de la littérature les généralités sur les
fonctions elliptiques dans le cas général et sur celles de Jacobi en particulier. Ces généralités
porteront notamment sur les définitions, les propriétés algébriques de ces fonctions, la notion
d’intégrales elliptiques et la notion de Lemniscate de Bernoulli car les fonctions elliptiques
sont des applications réciproques des intégrales elliptiques et le calcul de la longueur de ’arc
de la lemniscate fournit une des premieres motivations pour 1’étude des intégrales elliptiques.
L’émergence et la construction des théories physiques modernes (par exemple la Relativité, la
Mécanique quantique) auraient été impossibles sans le recours a des concepts ou des outils
mathématiques assez élaborés et trés puissants. C’est dans cette optique que dans un second
temps j’applique la méthode analytique de résolubilité partielle pour déterminer les trois
conditions algébriques nécessaires et suffisantes pour que le hamiltonien matriciel de Jacobi
laisse invariant un espace vectoriel polynémial de dimension finie. Enfin, étant donné que les

fonctions elliptiques de Jacobi interviennent dans la résolution des problémes pratiques en
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physique et en mathématiques, j’utilise également des calculs pour développer quelques

situations pratiques de la physique ou interviennent les fonctions elliptiques de Jacobi.

V. Contribution a I’avancement des connaissances

Mon travail de mémoire s’inscrit dans le cadre de la résolution d’un probléme mathématique
en physique quantique de ne pas parvenir a construire aisément le spectre d’un opérateur
linéaire défini dans un domaine de I’espace de Hilbert. Comme les hamiltoniens
completement algébriques sont trés peu nombreux, pour contribuer a la résolution de ce
probléme, il faut faire recours a la construction des nouveaux types d’hamiltoniens
partiellement algébriques dont une partie de leur spectre peut étre calculée algébriquement. En
plus, les applications des modeles partiellement algébriques sont larges, telles que 1’étude des
phénomeénes non perturbatifs ou comme une bonne approximation des problemes exactement
irrésolvables, les chercheurs dans les domaines liés a la mécanique quantique non relativiste
ne peuvent pas se permettre d’ignorer les possibilités des modeles partiellement algébriques.
Donc le présent travail apportera une double contribution a la littérature scientifique car ce
dernier vient accroitre la nouvelle classe d’opérateurs partiellement algébriques et enrichir
quelques applications des fonctions elliptiques en physique qui ne sont pas développées dans

la littérature.
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CHAPITRE | : GENERALITES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES
I.1.Notion de fonctions elliptiques

1.1.1. Introduction

Depuis Abel, Jacobi et Weierstrass, les bases des théories des fonctions elliptiques sont bien
établies. Niels Henrik Abel procede par une inversion de longueur d’arc d’ellipse ce qui
justifie la dénomination de ces fonctions. L’académie des sciences retrouva quand méme le
travail d’Abel et le publia douze ans aprés sa mort. Carl Gustav Jacobi, eut une trajectoire
nettement plus agréable qu’Abel s’adonne a la recherche sans limitation d’aucune sorte ; il
introduit des fonctions elliptiques qui présentent des analogies avec des fonctions
trigonométriques. 1l introduit aussi les fonctions théta pour définir les fonctions elliptiques.
Enfin, Weierstrass définit les fonctions elliptiques a 1’aide de séries qui livrent de maniére

immédiate la double périodicité de telles fonctions [7,8].

A la suite de Weierstrass, la présentation moderne des fonctions elliptiques repose sur deux
piliers : le caractere méromorphe et la double périodicité. Cette derniere propriété entraine
naturellement des représentations de type trigonométrique bien connues pour les fonctions de

Jacobi.

Dans le présent chapitre, nous insisterons a la classe des fonctions elliptiques de Jacobi carces
derniéres interviennent souvent lors de la résolution des problémes pratiques en mathématique
et en physique et elles ne nécessitent pas des notions d’analyse complexe pour étre définies

et/ou comprises.

1.1.2. Quelques définitions

Considérons une fonction complexe f définie sur Q un ouvert de I’ensemble C. Si Z, €2

et lim f(Z)—f(ZO)

-7 -1,

existe, alors on dit que f est C-derivable en Zjet on note f'(ZO) sa

dérivée en Z;. Si f'(Zo)existe pour toutZ, €€ on dira que f est holomorphe sur Q. La

classe de toutes les fonctions holomorphes sur € sera notée E(2)[9, 10,11]. En particulier,
on appelle fonction entiére une fonction holomorphe sur C. Une fonction méromorphe est une
fonction holomorphe dans tout le plan complexe, sauf éventuellement sur un ensemble de

points dont chacun est un pdle pour la fonction.
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Une fonction f de C dans C est dite elliptique si et seulement si elle est méromorphe et
doublement peériodique [9,12].
Les fonctions elliptiques sont des applications réciproques des intégrales elliptiques et ¢’est de

cette facon qu’historiquement elles ont été introduites [7].

1.1.3. La double périodicité d’une fonction
Une fonction f(z) est définie comme une fonction simplement périodique de zs’il existe une

constante & non nulle telle que [13]
f(z+a)=f(z)(1.1)

pour toutes les valeurs Z. Ce nombre & est la période de f(z). Clairement, si lest un entier

non nul alors N& est aussi une période. Si aucun sous-multiple de & n’est pas une période,

alors il est connu comme une période fondamentale.

On dit qu’une fonction f de C dans C est doublement périodique de période «, ete,, Si et

seulement si [7,10],
f=(z+a)=f(2), f(z+a,)=1(2)(1.2)

Si les deux périodes «, et «, sont telles que toute autre période & puisse étre écrite sous la

forme :
a =ma, +na, (1.3)

AvecMet N des entiers, alors «, et «, sont appelées périodes fondamentales. En général, il
n’y a pas d’unicité de périodes fondamentales. Si«, et «, sont des périodes fondamentales,
alors tout parallélogramme de sommets d’affixes z,z+ay,z+a,,z+a, +a, €St appelé

parallélogramme fondamental ou domaine fondamental associé a f .

Un affixe est constitué d’une partie réelle et d’une partie imaginaire correspondant
respectivement a 1’abscisse et 1I’ordonnée d’un point.
I.1.4. Poles et zéros d’une fonction

Un pole de la fonction f est un point dpour lequel |f(ZX tend vers I’infini lorsque ztend vers

a[10, 13,14].
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Soient €2 un ouvert du plan de ’ensemble C, bun élément de Qet f : Q\{b}— C une
fonction holomorphe. On dit que hest un p6le de f s’il existe une autre fonction g
holomorphe sur un voisinage U —Qde btelle que g(b)-=0et un entier m>1tels que pour
tout zdans U \ {p}on ait :

f(z)=$(1.4)

L’entier M est appelé ordre de pole. Un pble d’ordre 1 est parfois pOle simple.

Une fonction doublement périodique qui est analytique sauf a ses poles, et qui n’a d’autres

singularités que ces pdles dans une partie finie du plan complexe s’appelle fonction elliptique.

Tandis qu’un zéro d’une fonction holomorphe f est un nombre complexe atel que f(a)=0

.Toute fonction elliptique non constante a un nombre fini de poles et de zéros dans un

parallélogramme fondamental.

I.1.5.Notion d’intégrales elliptiques

Les intégrales elliptiques sont nées de la volonté de calculer la longueur d’un arc d’ellipse.

Généralement, une intégrale elliptique est une intégrale de la forme suivante [10,13, 15] :

()= [ Rt VGt 1.5)

Ou R est une fonction rationnelle & deux variables et G(t) un polynéme de degré trois ou

quatre avec des racines simples et C est une constante. Cette appellation intégrale elliptique
est attribuée a Giulio Carlo Fagnano (1682-1766). Bien qu’il n’ait jamais réalisé lui-méme
I’inversion d’une telle intégrale, le travail de Fagnano était si important que Jacobi appelait le
23 décembre 1751 I’anniversaire des fonctions elliptiques. En général cette intégrale ne
s’exprime pas au moyen des fonctions élémentaires c’est-a-dire celles que 1’on obtient en
appliquant a la variable t les opérations algébriques (addition, soustraction, multiplication,
division) en nombre fini, ainsi que les fonctions logarithmiques, trigonométriques et leurs

inverses.

A partir de ce type de forme, Adrien-Marie Legendre, qui en a offert la premiere étude
systématique, dans son traité des fonctions elliptiques definit les intégrales elliptiques et les

classe en trois catégories : partant d’une intégrale de la forme donnée par la relation (1.5),
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avec des changements de variables adéquats, il réussit a les ramener aux trois types[10,16,
17,18]

J' dt
Ja-t? Ji-k%?)
j/llﬁg (1.6)

I(1+|t )\/(1 t )(1 Kt?)

aveck et | des constantes. Ces intégrales sontrespectivement appelées intégrale elliptique de

premiere, de deuxieéme et troisieme espece. Legendre appelait ces intégrales des fonctions
elliptiques mais apres les travaux d’Abel et de Jacobi, en 1827, le nom de fonction elliptique

est maintenant réservé aux fonctions réciproques de ces intégrales.

Abel parvient a réaliser I’inversion des fonctions elliptiques de Legendre. En effet, en faisant

le changement de variable t=singdans les intégrales de la relation (1.6) on

obtient dt =+/1—sin” pde. Ce qui donne :

__do
‘[wll—kzsinz(p
[V1-K?sin? pdg (1.7)

J "
(1+1sin? p)\1-Ksin’ ¢

Considérons par exemple la premiéere intégrale de la relation (1.7). On peut écrire cette

intégrale sous une forme un peu différente [18] :

92 (13
u(p) Lm( )

d’ou I’idée de chercher ¢ en fonction de U, en introduisant les nombres complexes.

Si k =0, la premiére intégrale de la relation (1.6) devient :

=arcsin t

o)==

t=sinu
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Jacobi reprit le flambeau et tint le raisonnement suivant : on remarque que la relation (1.8)

donne en dérivant

D’ou g(u)est la solution d’une équation différentielle.

1.1.5.1. Intégrales elliptiques incomplétes

Considérons le changement de variable qui conduit & la relation (1.7).
L’intégrale elliptique incompléte de premiére espéce s’écrit comme Suit :

sin g

k 111
o= \/1tX1 )
Ce qui donne
F(k.p)= [ ——22 (L12)

J1-kZsin® g

L’intégrale elliptique incompletede deuxiéme espéce est définie avec les paramétres suivants :

I’angle modulaire ¢ et module elliptique k.

sing |1—k?*t?
:jo N o dt(1s)

Donc, on peut encore écrire

k@)= [ 1=K’ sin’ pdp (1.14)

On peut procéder de la méme maniére pour définirl’intégrale elliptique incompléte de

troisieme espéce

ik, 1Lo)=[" dt (L.15)

° [+l a-r2fi-k%?)

La relation (1.15) peut s’écrire comme suit
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’ do (1.16)

1i(k,1,p)=
J (L+1sin? ph1-k?sin? o

I. 1.5.2. Intégrales elliptiques complétes

Lorsque la borne supérieure @ des intégrales des relations (1.12), (1.14), (1.16) vaut g[lo], on

note ces intégrales comme suit :

a

_e[ _fr__ Uy
K(k)_F(k’ZJ_L\/(l—tZXLthZ)_Lmaﬂ)

242 T
E(k)= E(k,gj :ﬁ,/ll_ ktzt dt :joz J1—kZsin2 pde (1.18)

H(k,|,¢))=r dt :J'Z do

L NE-CRokr) * [Llsint R Kesintg

Les intégrales des relations (1.17), (1.18) et (1.19)sont dites intégrales elliptiques complétes
respectivement de premiere, de deuxiéme et de troisieme espéce. Nous remarquons que les

intégrales elliptiques sont caractérisées par les paramétres ¢ etk respectivement appelés

angle modulaire et module elliptique.
1.1.6. Lemniscate de Bernoulli

1.1.6.1 Définitions et équations

La lemniscate est une courbe algébrique célebre découverte en 1694par le mathématicien
physicien Jakob Bernoulli (1654-1705). C’est une courbe en forme de huit ou du symbole
infini ocet qui est le lieu géométrique des points tels le produit de leurs distances a deux

points fixes est constant [19,20].

Soient Cun réel positif quelconque, F(c,0),F'(~c,0)et a=c+/2. On appelle lemniscate de

Bernoulli le lieu/ des points M tels que
MF.MF’ =c?(1.20)
ou F et F' sont les foyers de la lemniscate et O son centre.

La relation (1.20) s’appelle équation bipolaire de la lemniscate.
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En coordonnées polaires, la lemniscate a I’équation de la forme :
r’ =a’®cos26(1.21)
Avec a=c+2

Passons des coordonnées polaires aux cordonnées cartésiennes comme suit :

x  (122)

Or, selon la formule d’addition en trigonométrie ordinaire, on a :

cosé =

cos20 = 2cos” 0-1(1.23)

D’aprés ce qui préceéde, 1’équation (1.21) devient :

2x?
x2+y?=a?} ——
y (x2+y2 ]

:a2 2X2_X2_y2
X2 +y?
B az(xz_yz)

X +y°

Finalement, on trouve la relation suivante :
(x2 + y2)2 = az(x2 —~ yz)(1.24)

L’équation cartésienne de la lemniscate est :
(Xz n y2)2 _ az(xz _ yz)

= 2c2(x2 = yz)(l.zs)
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1.1.6.2. Une lemniscate de Bernoulli et ses deux foyers

MF-MF = d? = (x2+y?)’ =a?(x® —y?)

Fig.1. Exemple de la représentation d’une lemniscate de Bernoulli
Avec d =OF, d estla demi-distance entre les points F et F', foyers de la lemniscate.

1.1.6.3.La longueur de I’arc de la lemniscate de Bernoulli

Le probléme du calcul de la longueur de I’arc de la lemniscate fournit une des premiéres

motivations pour I’étude des intégrales elliptiques.

La longueur de I’arc de la lemniscate, comme celle de I’hyperbole ou celle de I’ellipse se
calcule avec une intégrale transcendante. Autrement dit, aucune formule élémentaire ne

permet de la calculer. Il existe bien ’égalité de Fagnano [21, 22] :

dz 1+sz t?dt t
e s

ouzett sont liées par I’expression

1 2
t— +Z2
1-z

(1.27)

L’égalité (1.26) est remarquable car elle met en relation géométrique un arc d’ellipse, un arc

d’hyperbole et un arc de lemniscate. En effet, I’intégrale de gauche correspond a la longueur
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d’un arc de lemniscate, la premicre intégrale du membre de droite est la longueur d’un arc
d’ellipse, quant a la seconde c’est la longueur d’un arc d’hyperbole équilatére. Ces trois
intégrales sont bien sOr transcendantes, c’est-a-dire inexprimables a partir des fonctions
élémentaires et pourraient ne pas présenter plus d’intéréts qu’une somme quelconque
d’intégrales incalculables, si n’apparaissaient que les deux irréductibles arcs d’ellipse et
d’hyperbole, en plus, une référence a une courbe étonnante que les mathématiciens du 18°m

siecle connaissaient comme ¢étant la lemniscate et qui sera a ’origine de la célébrité de

Fagnano auprés d’Euler et des mathématiciens qui s’intéressaient aux fonctions elliptiques.
1.2. Fonctions elliptiques de Jacobi

1.2.1. Définition

Alors que les fonctions trigonométriques sont définies en référence a un cercle, les fonctions
elliptiques de Jacobi sont une généralisation qui se référe a d’autres sections coniques,
I’ellipse en particulier. Ces fonctions sont des fonctions elliptiques d’une grande importance
historique et elles sont au nombre de douze. Au paramétrek, on associe deux nombres, définis

par les intégrales elliptiquessuivantes [7,10] :

K :jg—dg"
o J1-Kk?sin?¢
K'Zﬁ de
* J1-k'*sin? ¢

(1.28)

Avec k' =+/1-k?* appelé co-module ou complément du module elliptique.

I .2.2. Les douze fonctions elliptiques de Jacobi

En général, k est complexe ainsi que K et K'et on travaille a partir d’un parallélogramme. Si
K et K'sont réels, alors les fonctions elliptiques de Jacobi prennent des valeurs réelles

lorsqu’elles sont appliquées a une valeur réelle.

On dispose, dans un plan complexe, un rectangle dont les quatre sommets sont
conventionnellement notés s,c,d et Nde facon que Ssoit a I’origine,C au point d’abscisse K

sur I’axe des réels, d au point d’affixe K +iK'etll aupoint d’affixe iK' sur I’axe imaginaire

selon le rectangle fondamental de Jacobi dans le plan complexe donné par la figure
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suivante[7,11] :

i Rll
n d
K!
S % c R

Fig.2. Le rectangle de Jacobi qui permet de trouver ses douze fonctions elliptiques

Le nom de chacune des fonctions elliptiques de Jacobi est alors associé a un couple de deux
sommets du rectangle. Les douze fonctions elliptiques de Jacobi sont donc

sc,sd, sn,cd,cn,cs,dn, ds,dc, ns,ncet nd. Elles forment un réseau répétitif de simples p6les et
zéros. Selon la fonction, un parallélogramme répétitif ou cellule unitaire, aura de cotés de

longueur 2K ou 4K sur ’axe réel et 2K'ou 4K'sur I’axe imaginaire.

D’une fagon générale, les fonctions elliptiques de Jacobi se notent pg(u,m) ou P et ¢ sont
I’une des lettress,c,d,n. Les lettres U et M représentent respectivement ’argument et le

parameétre, qui peuvent tous les deux étre complexes.

1.2.2.1. Les trois fonctions elliptiques de base de Jacobi

Parmi les douze fonctions elliptiqgues de Jacobi, on distingue trois, appelées fonctions

elliptiques de base de Jacobi. Ces fonctions sont sn,cnetdn.Considérons I’intégrale elliptique

de la forme [10,15] :

t dt
u= , 0<k<1(1.29)
L\/(l—tZX1— k2t?)
Nous allons voir avec peu de détail les propriétés de cette intégrale de premiere espéce tout en
sachant que les propriétés des autres intégrales s’obtiennent de fagcon similaire. Nous avons VU

dans les paragraphes précédents que si on opére le changement de variable t=sin ¢, cette

intégrale prend la forme suivante :
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_r__4d2  (1.30
! J.Ol—kzsinz(p( )

Elle posséde donc un inverse, qu’on appelle amplitude del et qui se note
@ =am(u)=am(u; k)(1.31)

Sik =0, alors I’intégrale de la relation (1.29) devient

u= jt at =arcsint
0

\/1_7 (1.32)
d’out =sinu.
Pour k #0, on note par analogie la fonction inverse de 1’intégrale (1.30) par
t = sn(u) = sn(u; k) (1.33)

que I’on nomme fonction elliptique de Jacobi. Lorsqu’il n’y a pas ambiguité sur le modulek,

on écrit tout simplement SNU au lieu de sn(u; k). Cette premiére fonction elliptique de Jacobi

s’appelle sinus elliptique.

La fonction ¢ = am(u)est une fonction impaire strictement croissante del . Tenant compte des

relations (1.33) et de la relation t =sin ¢, on peut donc écrire
t = sn(u) = sin(am(u))(1.34)

La deuxiéme et la troisieme fonction elliptique de base de Jacobi sont définies respectivement
par [15,22] :

cn(u)

dn(u)

cn(u; k) = cos(am(u))

dn(u; k)= v1-k?sn?u

(1.35)

La aussi s’il n’y a pas ambiguité sur le modulek, on écrit tout simplement cn(u)
(respectivementdn(u)) au lieu de cn(u;k)(respectivementdn(u;k)).Une notation alternative

utilise un autre paramétre m=k?, et donc les fonctions sont notéessn(u\m),cn(u\m) et
dn(u\m).

Lorsquek =0, les fonctions sn(u) etcn(u)dégénerent respectivement en fonctions circulaires
sin(u) et cos(u)tandis que dn(u)dégénére en 1.Cette notation sn(u),cn(u) et dn(u) a été

introduite par Christoph Gurdermann(1798-1852) dans des conférences données en
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1838.Dans sa fundamenta nova theoriae functionumellipticarum, Jacobi lui-méme a utilisé

sin(am(u)), cos(am(u))et Aam(u).
| .2.3 Les propriétés algébriques des fonctions elliptiques

1.2.3.1. Relations entre les carrés des fonctions elliptiques de Jacobi
Les fonctions elliptiques de base de Jacobi, pour x e[- K, K] satisfont aux relations suivantes

[10, 13,23, 24] :

sn’(x;k)+cn?(x;k)=1

(1.36)
dn?(x;k)+k?sn?(x;k) =

Ces deux identités nous permettent de définir les fonctions cosinus elliptique et delta

elliptique de Jacobi a partir de la fonction sinus elliptique de Jacobi.

En plus des relations (1.36)les fonctions elliptiques de Jacobi vérifient également les

relations de la forme

2.02( - 12 4n2(o-
k?cn?(x;k)+k'? = dn?(x;k) (137)
cn®(x;k)+k"2sn?(x; k)= dn?(x; k)

1.2.3.2. Formules d’addition
Les fonctions sn,cn,dnde Jacobi, pour (u,t)e [0;K]telsqueu +t e [~ K; K], satisfont

respectivement aux formules d’addition suivantes [17,24] :

sn(u-+1) = sn(uen(t)dn(t) + sn(ten(u Jdn(u)
-k o)

en(u + 1) = SnU)en(®)— sn(usn(t)dn(u)ane)

1—k?sn’(u)sn?(t

_dn(u)dn(t) - k?sn(u)sn(t)en(u)en(t)
onfut)= 1-k?sn?(u)sn(t)

Les formules d’angle double s’obtiennent en posant U =1 dans les expressions (1.38)

sn(2u)= 2sn(u)en(u)dn(u)

1-k?sn*u
cn?u —sn®udn?u
ch(2u)= 1.39
2 L 2en? 2
dn(2u)= dn“u-k“sn“ucn‘u

1—k?sn*u
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On peut également trouver les expressions équivalentes a celles de la relation (1.39) comme
suit :

cn?u —sn?udn?u
1—k?sn“u

cn(2u) =

_ cn?u—sn?ufl—k?sn’u)
- 1-k?sn’u
_cn®u-sn®u+k’sn‘u

-~ 1-k%n'u
_cn®u-1+cnu+k®sniu
- 1-k?sn’u

~ 2cn?u—(1-k?sn‘u)

~ 1-k%sn‘u

_ 2cn’u

T 1-k%sn'u

De méme, a partir de la deuxiéme formule d’addition, on peut déduire I’expression de la
forme :

cn?u —sn?udn?u

on(2u) = 1—k?2sn*u

_1-sn’u—sn’udn’u
~ 1-k3sn'u
B 1—sn2u(dn2u + kzsnzu)— sn’udn’u
- 1-k2sn’u
_1-k?*sn*u—2sn’udn’u
- 1-k2sn‘u
2sn®udn’u
T 1—k2sn‘u

=1

Finalement, on obtient la relation suivante :

2cn’u . 2sn’udn?u (1.40)

Cn(zu)zl—kzsn“u T 1-K3sn‘u

En procédant de la méme maniére on peut trouver une autre expression équivalente a la

troisieme expression de la relation (1.39).

D’une part, on trouve I’expression de la forme
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dn?u —k?sn?ucn®u
1—k?sn’u

dn(2u)=

_dnZu—k?sn’ufl-snu)
- 1-k?sny
_dn’u—k?sn’u+k?*sn‘u

- 1-k2sn*u

B dnzu—(l—dnzu)+ k?sn*u
- 1-k%sn‘u
_2dn’u

T1-Kisn'u

D’autre part, on peut déduire I’expression suivante :

dn?u—k?2sn?ucn?u

dn(2u)= 1—k2sn*u

_1-k?*sn*u—k?*sn’ucn’u

- 1-k?sn‘u

_ 1-k2sn?u(sn?u + cnu)—ksn’ucn’u

- 1-k%n‘u
2k?sn’ucn’u

~ 1-k%sn'u

On a finalement la relation de la forme

2dn’u . 2k’sn’ucn’u (1.41)

dn(2u)= ————
n(2u) 1—k?sn*u 1—k?sn*u

Les expressions (1.39), (1.40) et (1.41) nous permettent de déduire les formules de réduction

au carré comme suit :

De la relation (1.40), on tire I’expression suivante :

25n2udn2u (142)

1—cn(2u)= T ey

Ce qui donne la relation de la forme
(1-cn(2u))1—k?sn‘u)= 2snudn?u (1.43)
Or, tenant compte de la relation (1.41),on a:

2dn%u = (1+ dn(2u)L - k?sn*u) 1.44)
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En introduisant I’expression (1.44) dans la relation (1.43), on obtient

sn2u = L=cn2u) (1.45)
1+dn(2u)

Ensuite, de la premiere expression de la (1.36) et celle de(1.45), on déduit que

on?u — cn(2u)+dn(2u) (1.46)
1+dn(2u)

De la relation (1.40), on tire
2cn’u =1+ cn2u)(l— kzsn4u)(1.47)
Ensuite, de la relation (1.41), on déduit que

2k ?sn?ucn®u (1.48)

1—dn(2u)= T oG

Et en tenant compte de la relation (1.47), on tire de la relation (1.48) 1’expression suivante :
1-dn(2u) = k®sn?u(L+cn(2u)) (1.49)
Ce qui permet d’écrire

k2snZy — 1= dn(2u) dn(2u) (1.50)
1+cn(2u)

De la deuxiéme relation de la relation (1.36), la relation (1.50) devient :

_ cn2u + dn2u (151)
1+cn2u

dn?u

Les périodes des fonctions elliptiques de Jacobi sont exprimées en terme des constantes K et

K'.Alors, d’une fagon générale, les périodes de la fonctionsn(u) sont 4K et 2iK'.De méme,

les périodes cn(u) sont4K et 2K + 2iK" et celles de dn(u) sont 2K et 4iK'.

Globalement, on peut écrire les relations suivantes [39, 40] :

sn(u +4K) = sn(u + 2iK’) = sn(u)
cn(u +4K)=cn(u + 2K + 2iK’) = cn(u)(1.52)
dn(u + 2K )= dn(u + 4iK") = dn(u)

La fonction sn(u)est impaire tandis que les fonctions cn(u)et dn(u)sont paires. Donc
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sn(—u)
en(-u)
dn(-u)

En effet, par définition si

—sn(u)

u
cn u) (1.53)
dn(u)

C

(1.54)

y :r dt
o J-t?Ji-k2t?)
alorst =sn(u).

La relation (1.54) nous permet d’écrire

(1.55)

U= J-*t dt
o Ja-t2Ji-kt?)
D’apres ce qui précede, on peut écrire
sn(—u)=—t =—sn(u)(1.56)

Des relations (1.36), on déduit que :

n(=u)=+1-sn?(-u :\/1—sn2

cn(u)

(1.57)

dn(—u)=+1-k2sn?*(—u) =/1-k?sn?(u) = dn(u)

1.2.3.4. Dérivées des trois fonctions elliptiques de base de Jacobi

Les fonctions de Jacobi vérifient les formules de dérivation suivantes, analogues a celles des

fonctions trigonométriques. Les dérivées des trois fonctions elliptiques de base de Jacobi,

pour u e [- K; K],sont données par les expressions suivantes [10,25] :

am’(u)=dn(u)
i[sn(u)] =cn(u)dn(u)

du

;_u[cn(u)] = —sn(u)dn(u)
;_u[dn(u)]z —k?sn(u)en(u)

(1.58)
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1.2.3.5. Equations différentielles

Les fonctions elliptiques de Jacobi sn,cn et dn vérifient respectivement les équations

differentielles suivantes [26] :

d ? 2 2an2

—sn(u)j = (1-sn?(u)1—k?sn?(u))
d_cn(u)jz (- on? (W) + k2on?(u))(L59)

;—udn() = (L—dn?(u))dn?(u)-k'2)

Les relations (1.59) nous permettent de prouver que les fonctions elliptiques sn,cn et dn
s’obtiennent par inversion respectivement des intégrales. Considérons les intégrales

elliptiques de la forme

ulewﬁk )

U_I dw

b \/1—a)ZXk'2 +k2w2)
dt

“f¢1wm k)

(1.60)

En remplagant sn(u) par @ dans la premiére équation differentielle de la relation (1.59), on

trouve

0 o ko) (161
et par conséquent, on a :

w(0)=sn(0)=0

Zi’(o) 1'(0)=cn(0)dn(0) =1x1=1

(1.62)

De méme, en remplagant cn(u)par @ dans la seconde équation différentielle de la relation

(1.59), on obtient

80 _ a0tk ke?) (169
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Par conséquent

w(0)=cn(0)=1

49 ) en'(0)= —sn(0)dn(0) =—0x1=0 %

du

Enfin, posons = dn(u)dans la troisieme equation différentielle de la relation (1.59), on a:

do 2Y 2 2
E:\/(l_w Xa) -k )(1-65)

D’ou les relations de la forme

w(0)=dn(0)=1
99 _ 41v(0)=-K*sn(0)en(0) =0 o169

On retrouve les fonctions trigonométriques circulaires et hyperboliques pour les valeurs

limitesOetlde k.

Dans le cas ou k=0 on retrouve la trigonométrie ordinaire :

0)=u

sinu

(u
o e
0)

en(

dn(u;

cosu
1

En effet, les deux premieres relations s’obtiennent directement en utilisant la définition des

intégrales de la relation (1.60) :

" lexl o)

Dans le cas ouk =0, cette intégrale devient

[0 .
== arsin o

u:'[:\/1 0]

d’ou
@ =sn(u)=sn(u;0)=sinu

De la relation sn?u +cn?u =10n tire
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cn(u;0) = y/1-sn?(u;0) = v1-sin?u = cosu

De méme, & partir de la relation dn?u+k?sn®u =1, on peut tirer

dn(u;0) = y/1—k2sn?(u;0) = 1-0xsn?(u;0) =1 =1
Si k =1on voit apparaitre les fonctions de la trigonométrie hyperbolique

sn(u;l) = tanhu
1

1)= 1.68

cn(u ) coshu( )
1

dn(ul)=

n(u ) coshu

En effet, tenant compte des intégrales de la relation (1.60), pour

01—@? 2

=Jw do _1 n[?—wjzargtanha) yo© <1

u _J-w do
) \/(1—0)2)2

et alors

@=sn(u)=tanhu

Pour les autres relations, on a :

1)=+1-sn’*(u;1) = v1-tanh’u =
cn(u;)=+/1-sn?(u1) = v1-tanh®u p——

dn(u;1) = y/1-sn?(u;l) = V1-tanh?u =

coshu

1.2.5. Les neuf autres fonctions elliptiques de Jacobi

k=1, on

On définit les neuf autres fonctions elliptiques de Jacobi a partir des fonctions elliptiques de

base sn,cnetdn. Alors I’inversion de 1’ordre des deux lettres du nom de la fonction entraine

I’inverse des trois fonctions ci-dessus :

ns(u; k)=

nc(u;k)=

nd(u;k)=
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De méme, les rapports des trois fonctions elliptiques de base de Jacobi correspondent a la
premiére lettre du numérateur suivie de la premiére lettre du dénominateur.

G
G
sd(usk) = 32233
ds(u;k)= 228 8 (1.70)
cd(u;k)= Z:Eji;
de(usk) = dn(u;k)

o
>
—
[
~
N—

De maniére générale, on a la forme suivante:

oq(u) = P (1.71)
an(u)

Ou p,q sont I’'une des lettres s,c,d .

Fonctions circulaires Fonctions elliptiques de Jacobi
x dt x dt
u= u=
JO V1-t2 ! Ja-t2fi-k?)
X=sinu X =snu
1 1 dt K J'l dt
— T = =
27 b1 p °JL-t?Ji-K%?)
_ (1 J cdu = sn(K —u)
cosu=sinf=z-u
2
sinZ =1 snik =1
sinz=0 sn2K =0
sin(z +u)=—sinu sn(2K +u) = —snu
sin(—u)=—sinu sn(—u)=—snu

Tableau.l. Comparaison entre les fonctions circulaires et les fonctions elliptiques
de Jacobi
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1.2.6.La trigonometrie lemniscatique et les fonctions elliptiques de Jacobi

Les fonctions lemniscatiques sont des fonctions elliptiques liées a la longueur d’arc d’une

lemniscate de Bernoulli.

On note I’intégrale lemniscatique par[13]

(1.72)

_ jd_u
?=), \/1—7 ,
ce qui nous permet d’exprimer la relation entre @ et Xcomme
x = sl(p)(1.73)

La fonction sl est appelé sinus lemniscatique.

Le cosinus lemniscatique cl¢ est défini comme suit :

(02_[0 du
x J1—u* (1.74)

x=cl(p)
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Fonctions circulaires

Fonctions lemniscatiques

x du
i e

x du
o e

X =sin @ x =sl(p)
lﬁ:J‘l du lwzjl du
2 y1-y? 2 1yt

COS(pZSin(%ﬂ'—qoj

cl(p)= sl(%a)—qyj

sin 17z=1
2

Slla)zl
2

sinz=0

slo=0

sin(z +¢@)=—sing

sl(w+ ) =—sl(p)

sin(— @)= —sin ¢

sl(— @) =—sl(p)

Tableau 2.Comparaison entre les fonctions circulaires et les fonctions lemniscatiques

La constante @ est appelée période des fonctions lemniscatiques et la demi-période se note

@ = % Le sinus lemniscatique et le cosinus lemniscatique sont des analogues des fonctions

sinus et cosinus de la trigonométrie ordinaire, en remplacant le cercle par la lemniscate de

Bernoulli et elles sont liées a la longueur de I’arc de cette lemniscate.

On a entre le sinus lemniscatique et le cosinus lemniscatique la relation suivante :

(SI2¢)+1XC|2¢)+1>: 2 (1.75)

En plus, ces fonctions lemniscatiques ont des dérivées suivantes :

d
—sl(p)=clplsl’p+1
0o (p)=clo(si?p+1)
d 2
d—cl((p)z—skp(cl o+1)
¢ (1.76)
Les fonctions lemniscatiques peuvent également étre exprimées en termes des fonctions

elliptiques par les équations suivantes :
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slp = %\/Esd (\/Ego, k)
clp = cn(\/Ego, k)

(1.77)

oukest donné par la relation k = %\/E

La théorie des fonctions et d’intégrales elliptiques fut évidemment trés importante pendant
tout le 19°™ siécle, mais cet engouement baissa fortement vers la fin du siécle. La tendance
s’est inversée avec l’apparition des ordinateurs et le renouveau de certaines questions
d’arithmétique ; la démonstration par Andrew John Wiles du théoréme de Fermat a remis au
jour les liens profonds entre la Théorie des Nombres et ces fonctions, la conjoncture de Birch
et Swinnerton-Dyer, liée aux fonctions elliptiques, fait d’ailleurs I’objet d’un des prix de la

fondation Clay.
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CHAPITRE 1I: LA RESOLUBILITE PARTIELLE DU HAMILTONIEN
MATRICIEL DEPENDANT DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
DE JACOBI

I1.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous allons prouver la résolubilité partielle d’un hamiltonien matriciel
d’ordre 2x2 associé a un potentiel dépendant des fonctions méromorphes et doublement
périodiques dites fonctions elliptiques de Jacobi. Par Ia, on applique la méthode analytique de
résolubilité partielle pour déterminer trois conditions algébriques nécessaires et suffisantes
pour qu’un tel hamiltonien laisse invariant un espace vectoriel polynémial de dimension finie.

On traite ici deux cas c’est-a-dire le casou o =letceluioudo=2.

11.2. Opérateur Complétement Algébrique
Un opérateur A est dit complétement algébrique s’il préserve une infinité d’espaces
vectoriels de polynémes V. (sous-espaces vectoriels de I’espace de Hilbert), autrement dit,

I’opérateur A vérifie la relation [5] :

AV, cV, @)

Ou V., ‘est un espace vectoriel de polyndmes de dimension n+l et

ViV, eV, c....cV,,n=012,... (nest arbitraire).

En d’autres termes, 1’action de I’opérateur A sur tout élément de 1’espace vectoriel V, donne

un élément du méme espaceV, .

Dans ce cas, on peut déterminer algébriquement toutes les valeurs propres associées a

I’opérateur A. Pour prouver la résolubilit¢ compléte d’un opérateur, on va utiliser une

méthode dite directe [6].

11.3. Opeérateur partiellement algébrique
Un opérateur A est dit partiellement algébrique, s’il laisse invariant une famille de sous-
espaces vectoriels de dimension finie de 1’espace de Hilbert 9{, en d’autres termes,

I’opérateur vérifie la relation (2.1) ou n est fixé.Dans ce cas, seule une partie des valeurs

propres de A peut étre déterminée algébriquement. Cette définition peut étre
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naturellementétendue sur plusieurs cas généraux notamment sur des opérateurs matriciels

differentiels, des opérateurs décrivant n corps.

Pour prouver la résolubilité partielle d’un opérateur, deux méthodes peuvent étre utilisées a

savoir : La méthode directe et la méthode algébrique de Lie.
11.4. Méthode analytique de résolubilité partielle

11.41.1%cas: 6 =1

Considérons I’opérateur matriciel d’ordre N de Schrodinger avec le potentiel dépendant des

fonctions elliptiques de Jacobi de la forme [27, 28] :

H(z)_— 1 +V, +V, (2.2)
avec

V, =sn’diag(a,,a,,...,a, )+ diag(b,,b,.....0, )

Le cas ou N =1correspond a I’équation de Lamé [28]. Nous allons traiter en détail le cas ou

N =2qui correspond a ’opérateur suivant :
H(z)_— 1 +V, +V, (2.3)
Ici,

2 0 Osndn
v | asn +b 0 V, =
° 0  asn’-b Osndn 0

1, est une matrice identité d’ordre deux et a,,a,,betd sont des réels constants. Notons que

V, +V, est le potentiel associé au hamiltonien H (z).

En opérant la transformation de jauge, on a[27] :

H(z)=h"H(zh @4

ouH (Z)est le hamiltonien de jauge

et pour notre cas h peut prendre la forme suivante :
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hZ(hl OJ:(sn O]
0 h, 0 dn 2.5)

Déterminons les composantes du hamiltonien de jauge H (Z)

Calculons d’abord h™*I’inverse de la matriceh.

1 1
——dn 0 — 0

htio_ L 4 . 1 [dn OJ: sndn _| sn
deth sndn{ 0 sn 1 0o L
sndn dn

Ou teomn est la transposée de la comatrice de la matrice h.

L 0
~ n sn 0
H(z)=| SN H(z
o L 0 dn
dn
1
— 0 2 0
=| Sh 1 —d—212+vD+v,}(sn J
0o — | dz 0 dn
dn

1 _
sn 0 d?(1 0 a,sn®+b 0 0 fsndn)|sn O
o L | d?l0 1 0 a,sn?—~b) (6sndn 0O 0 dn

Aprés quelques manipulations algebriques, on trouve 1’expression de la forme

" ’ 2
_ sn” _ 2sn i—d2+alsn2+b 0dn®
H(2) sn sn dz dz

- " ’ 2
0sn’ —dL—Zd—ni—d—+azsn2—b

dn dn dz dz?
0
orn=|™ O]
0 h, 0 dn
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2 i "
—d—z—zﬁi—ﬁ+aisn2+b 6 dn?
~ dz hdz h
H(Z)= d2 h d h”
0sn’ ——-22——-Ztasn’-b
dz h, dz h,

D’ou, d’aprés les relations (2.4), on a les expressions suivantes :

Lo d ohd b
H,=———-21——24+asn’+b
Y dz2 Thdz h e
H12 - 9dn2 (26)
H,, =0sn?
- 2 ’ "
szz—d—z—zﬁi—&+azsn2—b
dz h, dz h,

Opérons les changements de variable t:snz(z,k). Le parametre k étant le module des

fonctions de Jacobi.

d _dtd_ dsn’d

dz dzdt dz dt

Ce qui nous permet d’écrire

d> d (d) d ( dj
— =—| — |=—| 2sncndn—
dz® dz\dz) dz dt

On trouve finalement la relation de la forme[28]

2 2
4 _at@—t)—k2t) L s 2l — 20+ k2 x+1]L (2.7)
z dt dt

Tenant compte des relations (1.36) et (1.58), pourh, = sn, le second et le troisieme terme de

I’opérateur H,; peuvent s’écrire comme suit :

hd_,h 4
2 2 " (ancndn)dt (2.8)

h dz
h (cndn) e g
h, o =2 t—(k? +1)(2.9)

De méme pour h, =dn, le second et le troisiéme terme de 1’opérateur H,,ont les formes

suivantes :
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ohe d _ 2—2(25ncndn)i
h,dz “h, at

= 4k k)L (2.10)

" 2 '
hy_(Kk%snen) oz o
En remplacant les expressions (2.8), (2.9), (2.10), (2.11) dans les relations (2.6) et en tenant

compte du changement de variable t = SnZ(Z, k), on obtient les expressions :
H,, = —4t1-t)i- kzt)d — 2[5k?t? - 4t + kz)t+3]%+(a1 — 2Kk 4k +b+1

H,, = 01— k%)
H,, =0t

(2.12)
= —Atl-t)1- kt)d — 2[5kt 4k2t—2(1+2k2)t+1]%+(a2—2k2)[+k2—b

II

En développant les deuxiémes membres des relations (2.12), on trouve les expressions

suivantes:
3 d* 220 d 2
=4t —+4(1+k )2 ——4tF—10kt . +8L+K? )t——6d +a, -2 kK2 +1+4b
H,, =0-0k’t (2.13)
H,, =0t
q 2¢3 d? d’ . d d 2 2
H,, =—4k’t F+4(1+k )% ——4tOI 7 —10K7t —+ +4(1+ 22 )t——zd—+2(a —2k? X +k? —b

La décomposition du hamiltonien H de Jauge donne :

~

H=H, +H,+H (2.14)

Des relations (2.13), on tire les composantes de H comme suit

2
—4k2t3d—2—10k2t2—+(a — 2Kk — 0Kt
H, = dt 42 | (2.15)
ot — 4K S 10K =+ (3, — 2K2 )
dt? dt
2
_ 4(1+k2)[2d—2+8(1+k2)ti+k2+1+b 0
q - dt dt
0 (2.16

d? d
0 4(1+k2)t2W+4(1+2k2)[a+k2—b )
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2
P
qo-|  d2
. d2 _d

0 TR

F dt (2.17)
Le vecteur générique de I’espace vectoriel invariant sous ’action du hamiltonienH a la

forme suivante [27, 28] :

ot et
l// ﬁotn—5+l+ﬂltn—5+”. (218)

Comme o =1, la fonction d’onde ¥ s’écrit comme suit :

n n-1
:(aot +ot +..

ﬂotn +,Bltn71 +j (219)

H, fait monter le degré de la fonction d’onde ¥ d’une unité, H,laisse intact le degré de y et

H_, diminue le degré de y d’une unité.

Ce qui permet d’écrire les expressions suivantes :
_ tn tn+1
H = ,
~(t" t"
H, = . (2.20)
t" t"
- tn tﬂfl
Vérifions I’action de I’opérateur H sur la fonction d’onde de . Le vecteur Hy peut étre

décomposé comme suit [29] :

Hy = diag(t”*l,t"”)Ml[;o] + diag(tn ,t")Ml(;lj + diag(tn 1" )MO(;"J (2.21)

0 1 0

Le vecteur Hy définit en particulier les matrices constantes d’ordre deux M;,M, et M.
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11.4.1.1. Détermination des matrices M;,M et M,

On obtient ces trois matrices en partant des expressions suivantes :

I:II{;Z::J = diag(t””,t”*l)Ml(ZZj
ﬁl(;iij — diag(t",t" )l\"/l'l(;j (2.22)
ﬁ{;‘;:] = diag(tn,tn)Mo(ZZJ

Pour trouver ces matrices, on développe les premiers membres des relations (2.22).

_ 3 d? 2 d 92 02
: (%tn] ) 4Kt — pre ~10k°t* — o (a1 2k )t okt (%tn]
1 n - n
pit ot ot S 1o D (o, -2k |t
dt® dt

_ (—4KZaon(n — 1" — 10k naott" + (8, — 2k? Jaot""t — OKZ ot
0arot™™ — 4k?Bon(n — D" — 10k Bontt™ + (a, — 2k )B,t""

_ diag(t™™, —4k*n(n -1)-10nk? + a, — 2k* —0k? a,
- gt 0 —4k*n(n —1)-10nk® +a, — 2k* | 4,
D’ou:

2 2 2 2
M, = —4k®n(n —1)-10nk* + a, — 2k — 0k (2.23)
0 —4k®n(n —1)-10nk* +a, — 2k°
e L o —+(a — 2k — oK%t
- (altnl] ~ dt (altn lj
1 n-1 |~ n-1
Pt ot P T AP V.
dt? dt

— 4K gt (ent™)- 1Ok2t2%(alt”‘l)+(al—2k2)a1t”—szﬂlt”

0at" —4k2t33?(ﬂ1t”‘1)—10k2t2%(ﬂlt”‘1)+ (a, — 2k?)Bt"

(- 4k (n-1)fn—2)a,t" —10k* (- Do t" + (g, 2k2)at”—9k2ﬂ1”
T 0ot -4k (n-1)n-2)Bt" —10k*(n—1)Bt" + (a, — 2k?)Bt"
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o —4k3(n=1)n—-2)-10k*(n 1)+ a, — 2k* —0k? o
:dlag(t 't
0 —4k*(n-1)(n-2)-10k*(n-1)+a, - 2k* \ A,
D’ou:
y _(—4k2(n—1)(n—2)—10k2(n—1)+a1—2k2 —0k?
=

0 _4k2(n_1)(n_z)_10k2(n_1)+a2_zsz(Z'z‘”

d? d
2 )2 2 Y2 N
= (%tn]: 4(1+k )t dtz+8(1+k )tdt+k +1+b 0 (aot j
0 n n
Pt Aot

0 4(l+k2)t2§+4(1+2k2)t%+k2—b
4(1+kz)[z%(aotn)wmkz)[%(aotn)+(kz Leblagt" +0 4"

a1+ K2 gTzz(ﬂot”)+ a1+ 2k2)t%(ﬂot")(k2 —b)B,t"

A1+ K2 (= Dergt” + 81+ Kk Jnargt” + (k2 +1+bgt” +0 Bt
41+ K2 )Bn(n—1k" + 4L+ 2k2 Bt" + (k2 =b)B,t"

_ diaglt tn{4(1+kz)n(n—l)+8(l+k2)n+k2+1+b 0 ](aoj
’ 0 A1+ k2 h(n-1)+ 401+ 2k h + (k2 - b) | 4,
M. — 4(1+k2)n(n—1)+8n(1+k2)+k2+1+b 0
0_[ 0 4(1+kz)n(n—l)+4n(1+2k2)+k2—bJ
(2.25)

11.4.1.2.Les trois conditions de résolubilité partielle de jauge H

La premiére condition est donnée par 1’expression de la forme[29] :

w5 )-(0)

Cette expression est équivalente a :
détM, =0

- —4k’n(n-1)-10nk* + a, - 2k* -0k’
0 —4k’n(n-1)-10nk? +a, — 2k*
o[- 4k?n(n-1)-10nk? + a, — 2k |- 4k?n(n —1)-10nk? + a, - 2k?]+ 67 k? =0

Apres quelques manipulations algébriques, on obtient I’expression de la forme :

& 07Kk? = [4k?n? + 6k>n+2k? |3, +a, ) a,a, —16k*n* —48k*n® —52n%k* —4k* — 24k*n

g2 _ [k +6K°n+ 2k [a, + 8, ) - aja, 16k ‘n* —48k‘n’ —52n°%k" —4k* —24k‘n (2.26)
k2

L’expression (2.26) constitue la premiére condition de résolubilité partielle du hamiltonien de
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Jauge H . Pour la deuxiéme condition de résolubilité partielle de H ,on part de I’expression

suivante :

o)

Cette expression est équivalente a
détM, =0

Ce qui donne :

—4k*(n-1)n-2)-10(n-1)k* +a, — 2k* —0k?
=0
0 —4k?*(n-1fn-2)-10k*(n-1)+a, - 2k*
o [ ak? (n-1)n-2)-10(n-1k? +a, - 2> J- 2k* (n-1)n—2)-10k*(n—1)+a, - 2k |+ 62 k* =0

<:>‘
En développant et en remplacant 62 k? par son expression, on obtient 1’expression suivante
—64k*n® - 48k*n* +8k’na, +8k’na, +2k*a, +4k*a, — 24k’n—4k* =0

En mettant en évidence 2k?, on a:

—32k’n® —24k’n* - 2k* —12k°n +4na, +4na, +a, +a, =0

a - 32k?n® +24k?n? +12k*n+2k? —a,(4n+1) 2.27)
4n+1

La relation (2.27) exprime la deuxiéme condition de résolubilité partielle du hamiltonien H

En fin, la troisiéme condition de la résolubilité partielle de H est obtenue comme suit

1 1
MO&ZA&
a, 124

Calculons d’abord Ao .

Xy

Ce rapport est donné par la premiére condition de résolubilité partielle de H

c’est-a-dire M, %o | _ 0
B 0

En remplagant m, par son expression, on obtient :

v _ —4k?n(n —1)—10nk?® +a, — 2k? —0k? a) (0
B 0 —4k?n(n —1)-10nk® +a, - 2k* \ B, ) 0
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On obtient le systéme suivant :

[_ 4kn(n—1)—10nk? + a, — 2k2]oc0 ~0k?p,=0 ()
0ct, + - 4k?n(n —1)—10nk? +a, — 2k?|8, =0 (ii)

De la relation (ii), on déduit que

Bo _ 6
[ 4k2n2 + 6k2n —a, + 2k2 (2 28)

1 1 1
M| £o |=M, 0 —A 0
a, 4k*n? +6k*n —a, + 2k? 4k*n? +6k’n —a, + 2k?

En remplacant M par son expression, on obtient le systéme suivant

2 2 2 0’
AL+ k?n(n—1)+8n{L+K?)+k +1+b+4k2n2+6k2n—a2+2k2 =A

0 0
Ak? +1n(n =1+ 4n(L+ 2k2h + k2 —b| —A
[( + )”(” )+ ”( " )H 14k’n? +6k’n—a, +2k?  4k%n? +6k*n—a, + 2k’

0? y
- 4L+ k2 (n—1)+8n{L+k?)+ k> +1+b+ P T = A(i")

ak? +1)n(n —1)+ 4n(1+ 2k + k2 — b = A(ii’)

Les deuxiemes membres des relations (i')et (ii’)sont égaux, d’ou I’égalité des premiers

membres.
62

4k’n’ + 6k’n—a, + 2k*
92

4k*n® +6k°n—a, + 2k°

A1+ K2 (n—1)+8n(1+K? )+ K? +1+b+ = 4(k? +1)n(n 1)+ 4n{1+ 2k Jn+ k2 b

o (4+4k2Xn2 —n)+8nk2 +8n+k2+1+b+ =4n*k® —4k*n+4n’> —4n+4n+8nk* + k> b

—0?
b =
4k’n” +6k°n —a, + 2k’

—-4n-1

On trouve finalement que

_ —07-16k°n® - 28k*n® —14k*n - 2k* +a,(4n +1)

b
2(4k?n? +6k*n —a, +2k? (2.29)

La relation (2.29) exprime la troisiéme condition de résolubilité partielle du hamiltonien H .
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Donc, en se référant aux trois conditions de résolubilité partielle données par les relations
(2.27), (2.28) et (2.29), on peut conclure que I’opérateurH (ici H) est partiellement
algébrique. En d’autres mots, une partie du spectre de Popérateur H peut étre calculée en

utilisant des méthodes algébriques.

11.4.2.26me : §5=2

Considérons également le hamiltonien H donné par la relation (2.3).

La transformation de jauge nous donne :

ﬁ(z):r-lH<z>r,H~<z>:(§n

22

21} (2.30)

cn 0
Pour notre cas r =
0 sncndn

En utilisant le méme raisonnement que pour le cas du calcul deh™, on trouve :

Lo
r_]-: Cn
0 1
sncndn

Calculons le hamiltonien H(z) comme précédemment.

1 0
~ . cn 0
H(z)=| " H(z

0 1 0 sncndn

sncndn
r ’ 2
_cn” _2end  d ~+a,;sn” +b 0sn?dn?
_ cn cn dz dz . )
2
0 _(sncndn)  2(sncndn) d  d ta,sn?—b
sncndn sncndn dz dz?

D’ou, d’apres les relations (2.28):
- nu 2 n! 2
H,, :—C——Li——2+alsn2+b

cn cn dz dz
H,, = 6sn’dn?
~ (2.31)
H,, =6

2 n !

~ ncndn 2(sncndn
H __4° _(snondn) _ snend )i+azsn2—b

2 dz®  sncndn sncndn  dz
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or r— cn 0 (N 0 1
0 sncndn 0

On obtient les relations suivantes :

H,=-— -St=_1 +a,sn* +b
"odz? rdz o, 7

H,, =6sn?dn’ (2.32)

Hy =6

- 2 2 ’ "

H,, ——d——ii—r—“razsn2 -b

En se référant égalementaux relations trigonométriques données par les expressions (1.36),

(1.58), le second et le troisiéme terme de 1’opérateur H,; pour r, = cnsont exprimés comme

suit :

2rd  2r/ d d
—+ — =—21(2sncndn)— = —4t(1 — k2t )— (2.33
ndz n ( )dt ( )dt( )

r’ cn' (~sndn)
r, o cn cn

De méme pour r, =sncndn, les mémes expressions (1.41), (1.64) permettent d’exprimer le

deuxiéme et le troisi¢me terme de 1’opérateur H,,comme suit :

2r, d 2, d d
— —=—=(2sncndn)— =(12k%t? —8k 2t — 8t + 4)— (2.35
r, dz o, ( )dt ( i )dt( )
1, (sncndn)
r,  sncndn

En remplacant les expressions (2.33), (2.34), (2.35) et (2.36) dans la relation (2.32) et tenant

—12k2t — 41+ k?)(2.34)

compte du changement de variable t = Snz(k, Z), on obtient les équations de la forme

A, = 4t(l—t)(1—k2t)g—t22—2[3k2t2—2(1+kz)t+l]%+4t(1—k2t)%+1—2k2t+alt+b

1 =

2
- -4t(1—t)(1-kzt)%+(—10kzt2 +4k2t+8t—2)%+1—2k2t+a1t+b

ot{1—k%) 2.35)
0

H12
H21

H,, =-4t1-t)1- kzt)j—;—2[3k2t2 “2+k2) +1]%—(12k2t2 — 8kt -8t +4)%—12th +4+K?)+at-b
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2
= —at1—t)1- kzt)g? +[-18Kk2t? +12k%t +12t — 6]% —12k%t+ 40+ k?)+a,t—b
En développant les deuxiemes membres des relations (2.33), on a:

- 2 2 2
H,, =4kt :t aftk g —4t§— 10k tzjt+4ktd+8ti—2i+(a ~2K2k+1+b

dt dt d
H, =0t—0k2t? (2.36)
H, =0
~ d? d? d? d d d
H,, == —4k*t® — +4(l+ k> }* — -4t — 18k °t* —+12(1+k* k ——6—+|a, —12k* k +4{1+k* )b
B LU B S L B A

La décomposition du hamiltonien H de Jauge donne:
A=A, +A,+HA,

Des relations (3.33), on tire les composantes de H comme suiit

Ak = @ okl +(a, -2k} —0k2t?
A, = dt? dt y 5
0 ~AKE 18 +(a, 12k
N (1+k ) +4(2+k )[—+l+b ot
H, = 2
d d
0 4(k2+1)[2F+12(1+ kz)ta+4(1+k2)—b
_ —4t%—2% 0
H, = (2.37)
1 0 —at i—ei
dt? - dt

11.4.2.1.Détermination des matrices m,, M, et M,

Les opérateurs donnés par les relations (2.37) sont respectivement des opérateurs matriciels
qui augmente, conserve et réduit le degré du vecteur générique donné par la relation (2.16).
Comme o =2, la fonction d’onde ¥ s’écrit comme suit :

agt" +at"t + ..
v z[ﬂot“ + /" j

En procédant de la méme maniére que précédemment, ces trois matrices s’obtiennent comme

suit :
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o —4kt3F—1Okt +(a,— 2Kk 0K’ ot
Fit 0 — 4k t3dT—18k tzgt (a, —12k2 ) |\ Aol

_4kztsg_;(%tn)_mk © & (") + (2, 2K Kot - 0kt (™)

0at" — 4Kt 3—;(ﬂot“‘1)—18k2t2 %(ﬂot”‘l)+ (2, 12k }(pt")

— Ak2ayn(n — 1" 2 — 10k gt + (8, — 2k2 ot — 0k B,t" 't
0ot — ak?B,(n—1)(n — 2)t°t"2 —18k° B, (n —1’t" 2 + (a, —12k2)/30t”J
— Ak2ayn(n — 11" — 10k 2ant™ + (3, — 2k Jort"* — 0k At

0 t” — 4k B,(n —1)(n — 2)t" —18k?B,(n — 11" + (a, —12k?) Ot”J

. (e oY —4k®n(n —1)—-10k?n + a, — 2k? —0k? a,
=d|ag(t 1 2 2 2
0 —4k*(n-1)n—2)-18k*(n-1)+a, —12k* )\ 5,
2 2 2 2
M, —4k*n(n —1)-10k’n +a, — 2k 2 —0k (2.38)
0 —4k*(n-1)n—2)-18k*(n-1)+a, —12k*

~ [at"?
Hl:( lnzj
pit
3d 2d o2 242
) Ak 10K +(a, - 2k} ok’t (altn 1]
n-2
0 et S _1ger 9y (o, —12e ) [V
dt? dt

2
—4k2t3d—(a tn _1j —10k2t2 i(a ¢N _1)+

| (a2 e )

_ekztz(ﬁltn —2)

2
2.3d ( n—2) 22d[ n—2)
—4k“t® — t —18k“tc — t
0 dt2 ’Bl dt ﬂl

+ (az —12k2)t(ﬁ1tn - 2)

—4k%a (n-1)n - 2" 3 -10k%ey (n- 1" ~ 42 +(a1 —2k2)a " — k"

1

0t "t -ak?p (n-2)n-3H" ~* —18k2 5 (24" 3 +[a2 —12k2)ﬂ1t” -1
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) —ak?ey (n—1)n — 2" —10k % (n—" + (al 2k) —ok2h
0cgt" - ak2p (n—2)(n—3p3" L —18k?p (n—2)" T+ (a —12k ),Bltn_l

— 4k2(n —1)(n —2)—10k2(n —1)

2 —0k2
-2
=diag(tn,tn_1j M [alJ
. —4k2(n-2)(n-3)—18k%(n—2) [\ A
+a2—12k2
ou:
ViR ~4k*(n-1)n-2)-10k*(n—1)+a, — 2k* -0k? (2.39)
b 0 —4k*(n-2)n-3)-18k*(n-2)+a, -12k>

o [%tn ]_ (1+k )t —+4(2+k2)t%+1+b 0t [%tn]

Bt 0 4(1+k2)[23—;+12(1+k2)t%+4(1+k2)—b At

(1+k)t (ao )+4(2+k)[ ( )+(1+b)%tn+6tﬂ0t"‘l

a(k? + 1) g?(ﬁot"‘l)+ 1201+ K )ta(ﬂot“-% [40+ k?)-bla

A0+ K2 N(n =12 + 42+ K2 et + (L+ b)ert” + OB,t"
A(k? + 1) n —1)(n - 2)Bt2t"° + 121+ K2 n —D)Btt" 2 + [4(1 + k2 ) b]gt"

A1+ K2 (n —Dargt” + 42+ k? et + (1 + b)argt” +0 Bot"
4(k? + 1 n —1)n—2)Bt"* +12(1+ k? kn —1)Bt"* + [4(1+ k?)—b]Bt"

= diagft",t")

[4(1+ K2 h(n-1)+4n(2+Kk?)+1+b 0 j[%]

0 ak? +1 n-1)n-2)+12(1+k? (n—1)+ 4L+ k)b \ 4,
M AL+K2n(n—1)+4n(2+k?)+1+b+ k> 0
" 0 4(k? +1) n-1)n—2)+120+ k> fn—1)+ 41+ k?)-b
(2.40)

11.4.2.2. Les trois conditions de résolubilité partielle du hamiltonien de jauge H
Comme pour le premier cas, la premiére condition de résolubilité partielle du hamiltonien

deJauge H est donnée par la relation :
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a, 0
M, =
5) \0

Cette expression est équivalente a:

detm, =0

—4k’n(n —1)—10k?n + a, — 2k? —0k?
0 —4k*(n-1)(n —2)—18k*(n —1)+a, —12k>

j ‘

& [ 4kn(n—1)-10k2n +a, - 2k* |- 4k* (- 1) - 2) ~18K*(n — 1)+ &, ~12k* |+ 62K? =0
& |- 4K3(n? —n)-10K%n + 8, — 2K2 |- 4k3(n? — 2n —n -+ 2) 18K + 18K? + &, ~12Kk |+ 62k? =0

> (- 4K2N? + K0 ~10kn + &, — 2K2 [ 4Kk +12K%n —8K? ~ 18K + 18K +a, —12k? }+ 67K? =0

& (~4k%n? —6k?n -+, - 2k? | 4k*n? —6k?n+a, —2k? }+ B Kk? =0

< 16k*n* +24k*n® — 4k®n%a, +8k*n* + 24k*n® + 36k *n® — 6k*na, +12k*n — 4k’n’a, — 6k*na, +a,a, —
2k?a, +8k*n* +12k*n —2k’a, + 4k* +0°k* =0

& 0°k? =-16k*n* —48k'n® —a,a, —52k*n” — 24k n — 4k* +4k’n’(a, +a,)+ 6k’n(a, +a, )+ 2k*(a, +a,)
< 0%k? =[4k?n? + 6k>n + 2k* |(a, +a,)—a,a, —16k*n* —48k*n® —52k*n* — 24k *n — 4k*

S [4k?n? + 6k?n + 2k?|(a, + a,)— a,a, —16k*n* — 48k*n® —52k*n? — 24k*n — 4k*
_ =

Apres simplification, on obtient I’expression suivante :

0% =—(16n* +48n° +52n% +16n k> —2n(3a, +a, )—2(a, +a, )+ 4k + aliazl2 oan

La relation (2.41) constitue la premiére condition de résolubilité partielle du hamiltonien H .

La deuxiéme relation de résolubilité partielle de H est obtenue comme suit :

(2}

=détM,; =0
=

—4k?*(n—1)n —2)—10k*(n —1)+a, — 2k? —0k?
0 —4k?*(n—-2)n—3)-18k*(n—2)+a, —12k?

& a3 (n-1)n-2)-10k3(1-1)+ &, - 2k2]- 4k3(n - 2)n —3)-18K* (1 2)+ 2, ~12K? |+ B K? =0
& [ ak2(n? = 2n—n+2)-10k2n +10k? + &, — 2k? |- 4k*(n® = 30 — 2n + 6)— 18k n + 36k + a, —12k’ |
+0°k?* =0
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& [ 4kn? +12kn -8k ~10k°n +10k? + &, — 2k> |- 4kn® + 20kn + 24k> —18kn + 36k + &, —12K”]
+0°k* =0

< [-4k?n? + 2k?n + &, |- 4k?n? + 2k*n +a, |+ 62 k? =0

< 16k*n* —8k*n® —4k’n’a, —8k’n® +4k*n” + 2k’na, —4k’n*a, +2k’na, +aa, +0°k> =0
& 16k*n* —16k‘n’ + 4k‘n® —4k°n’(a, +a,)+ 2kn(a, +a,)+a,a, +6°k* =0

En remplagant 6% k? par son expression, on a :

< 16k*n* —16k*n® + 4k*n® — 4k’n’(a, +a, )+ 2k’n(a, + a, )+ a,a, —16k*n* —48k*n° — 52k *n
+4k’n’*(a, +a,)+6k’n(a, +a,)—a,a, — 4k* —24k*n + 2k*(a, +a,)=0

& —64k*n® - 48k*n” +8k’n(a, +a, ) 4k* + 2k’a, + 2k’a, —24k‘n =0
& —64k*n® - 48k *n” — 24k *n — 4k* +8k’na, +8k’na, + 2k’a, +2k’a, =0
En mettant en évidence 2k?, on obtient :
—32k*n® —24k*n® —12k*n—2k* +4na, +4na, +a, +a, =0
& -32k*n® —24k*n® —12k*n—2k* +a,(4n+1) +a,(4n+1) =0
a, (4n+1) =32k*n® + 24k*n® +12k*n + 2k > —a, (4n +1)
D’ou:
_ 32k?n®+24k’n? +12k*n + 2k* —a,(4n +1)
(4n+1)

(2.42)

Enfin, la troisiéme condition de résolubilité partielle du hamiltonien H est obtenue comme

suit :

1 1
Mo & =A &
124 (24

Calculons d’abord Zo

a,) (—4k’n(n—1)—10k?n +a, —2k? —0k® a (oj
M, = =
i 0 —4k*(n-1)n-2)-18k*(n—-1)+a, —12k* \ B, ) (0

On obtient le systeme suivant :
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[ 4k>n(n—1)-10k?n+a, - 2k}, —0K?8, =0 (a)
0ty + |- 4k2(n—1)n—2)-18k*(n—1)+a, ~12k2|8, =0 (b)

De la relation (a), on a:
|- 4k?n(n 1)~ 10k?n + a, - 2Kk? |, = 0K,

Bo _ —4k’n(n—1)-10k’n +a, — 2k’

& 0k’
- 4k2(n2 —~ n)—lOkzn +a, -2k’
0k?
_ —4k’n® +4k’n —10k*n + a, — 2k?
0k?
B, _ —4k’n® —6k’n+a, — 2k
a, 0k>
1 1 1
M,| Bo | =M,| —4k?n? —6k®n+a, — 2k? |= A| —4k®n? —6k’n +a, — 2k>
ay 0k? 0k?

En remplacant M, par son expression, on a:

(4(1+k2)n(n—1)+4n(2+k2)+1+b 0 j

0 a(k? +1) n -1)(n - 2)+ 120+ k? n - 1)+ 41+ k?)-b

1 1
{4k2n2 —6k’n+a, - ZKZ} = A[4k2n2 —6k’n+a, — ZKZJ
0k? 0k>

On obtient le systeme suivant :

2,2 2 2
4(1+k2)n(n—1)+4n(2+k2)+1+b+_4k n —6i2n+al—2k =A

2,2 2 2

[a(k? + 1) — 1) — 2)+ 1201+ K2 ) ~ 1)+ 4L+ k2 ) p] 2K _66kk?+a1_2k
2.2 2 2
:A—4k n“—6k°n+a, —2k

0k’
2,2 2 2
(4+4k2Xn2—n)+(8n+4nk2)+1+b+_4k n —6t2n+a1—2k =A (a)
(4k? +4)\n2 —2n—n+2)+ (12 +12k*kn—1)+ 4+ 4k’ —b = A (b')

Les relations (a") et (b")ont des deuxiémes membres identiques.

Donc:
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—4k’n® —6k’n +a, — 2k?

- = (4+4k?)n*—3n +2)+12n

(4+4k2)(n2 —n)+8n+4nk2 +1+b+

—12+12k’n—12k? +4k*> +4—-b

—4k?*n? —6k’n+a, —2k*

2 4n* -12n+8+4k’n?

< An? —4n+4k*n® —4nk? +8n+4nk? +1+b+

—12k*n+8k? +12n—-12+12k?n—12k? +4k*> +4—b

—4k’n? —6k’n +a, — 2k?

< 4n® —4n+4k’n* +8n+1+b+ =4n? +4k?n%2 —b

k2
2,2 2 2
e an+1+ 20+ 2K —6t2n+a1—2k =0
2.2 2 2 2
s op - Ak?n? + 6k n—aT(—;Zk —(4n +1)k o
4k*n’ +6k’n —a, + 2k — 4k’n —k*
Ak’ +2k’n+k? —q

k2

b

_ 4k*n* +2k’n+k* —a, (2.43)
2k?

La relation (2.43) constitue la troisiéme condition de résolubilité partielle du hamiltonien H
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CHAPITREIII : QUELQUES APPLICATIONS DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
DE JACOBI EN PHYSIQUE

Les fonctions elliptiques de Jacobi sont plus souvent utilisées dans des situations pratiques
que les fonctions elliptiques de Weierstrass car elles ne nécessitent pas de notions d’analyse
complexe pour étre définies et/ou comprises. Les applications des fonctions elliptiques de
Jacobi dans divers domaines de la physique sont nombreuses. Dans le présent travail, on traite
certaines situations comme la résolution de 1’équation différentielle du mouvement d’un
pendule simple pour des oscillations de grande amplitude, le mouvement a la Poinsot d’un
solide, la propagation des ondes de surface appelées ondes cnoidales et 1’étude des propriétés

de la spirale sphérique de Seiffert.
I11.1. Le pendule simple
111.1.1.Quelques rappels importants sur le pendule simple

111.1.1.1.Définition

Le pendule simple est le modéle de pendule pesant le plus simple constitué d’une masse
ponctuelle fixée a I'extrémité d’un fil de masse négligeable, inextensible et sans raideur,
oscillant sous I’effet de la pesanteur. Le fil inextensible peut étre remplacé par une tige de
masse nulle pouvant tourner sans frottements dans un plan vertical autour de son extrémité
[30].

Fig.3. Un pendule simple écarté de sa position d’équilibre d’un angle 0.
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I11.1.1.2. Différentes techniques pour établir I’équation différentielle du mouvement

Pour établir 1’équation du mouvement d’un pendule simple, on peut utiliser trois théories a
savoir la théorie de Newton, la théorie de Lagrange et la théorie de Hamilton. Ces trois

formalismes vont nous conduire absolument au méme résultat.
111.1.1.2.1. Le formalisme newtonien

Lorsqu’on écarte le pendule de sa position d’équilibre et qu’on le libére sans vitesse initiale,
on remarque qu’il effectue un mouvement oscillatoire, ¢’est-a-dire un mouvement de va et

vient autour de sa position d’équilibre [31, 32, 33].

[ii

Fig.4 Un pendule simple a I’équilibre Fig.5. L’état de mouvement d’un pendule simple

En appliquant la relation fondamentale de la dynamique sur un pendule simple en

mouvement, on a la relation :

P+T =md, (3.1)

La projection de la relation vectorielle (3.1) sur ’axe (M, d) du repere de Frenet donne :
—F +1,=mg, (3.2)

Or, T, =0car la tension T du fil est perpendiculaire au vecteur unitaire i. En plus, en tenant

compte du triangle rectangle MPP, , on trouve la relation :

—mgsin 8 =ma, (3.3)

Le point matériel effectue un mouvement oscillatoire circulaire de rayon |, donc la vitesse

linéaire Va pour expression :
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v=16(3.4)
La composante tangentielle d,du vecteur accélération a pour expression :

dv .
=—=160(3.5
a, = (3.5)

u

En substituant la relation (3.5) dans la relation (3.3), aprés simplification on obtient la relation

suivante :
10+ gsin @=0(3.6)

Finalement, on a la relation
6'5+%sin 0=0(3.7)

L’équation (3.7) est I’équation différentielle qui détermine les oscillations du pendule simple.
Cette équation différentielle, dont le second membre comportesin @ et non #, n’admet pas

comme solution ¢(t) une fonction sinusoidale.

Pour les faibles oscillations, c’est -a-dire @ <10°, a condition que ’angle soit exprimé en

radians, on peut confondre sin @et §. Dans ces conditions 1’équation (3.7) devient :
.. g .
O + T € =0(3.8)

La solution ¢ = f(t) de 1’équation différentielle (3.8) est sous la forme :
0 =0, cos(et +9)3.9)

t9m est ’amplitude du mouvement.

La vitesse angulaire et 1’accélération angulaire sont données respectivement par les

expressions suivantes :

0 = -6, wsin(at + @)

0 = -6, cos(wt + p)
=-w"6(3.10)

En remplacant & par son expression, la relation (3.8) prend la forme
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—a)29+%9=o(3.11)

De la relation (3.11), on tire les expressions de la pulsation propre et de la période propre du

mouvement du pendule simple qui sont respectivement données par

o= [9

I
TOZZ”\E

Pour que la relation (3.9) soit la solution de 1’équation différentielle (3.8), il faut la valeur de

(3.12)

la pulsation propre @, donnée par la relation (3.12). La période propre du pendule simple

dépend de la longueur | du pendule et de I’intensité de la pesanteur g .

111.1.1.2.2 Le formalisme de Lagrange

Les parameétres de configuration sont 8 et r car le mouvement se fait dans un plan. Les
liaisons ou contraintes :r =1 =cteou | est la longueur du fil. Le nombre de ddl est N =2-1
c¢’est-a-dire le nombre de paramétres de configuration moins le nombre de liaisons. Si § ne
varie pas le systéeme n’évolue plus c’est-a-dire qu’il n’y a pas de mouvement. Donc on va

choisir & comme coordonnée généralisée.

Le lagrangien est généralement défini par la différence entre 1’énergie cinétique EC =T et de

I’énergie potentielle Ep =V [33,34] :

L=T -V (3.13)

L’¢énergie cinétique et 1’énergie potentielle du systéme sont respectivement données par les

expressions suivantes :

T=Lmv = Lmige
2 2

V = _mgyM (314)
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| |

Fig.6. La représentation dans un repere orthonormé du pendule simple en mouvement

Selon la figure 6, I’ordonnée du point matériel M est donnée par la relation suivante :

yu =1cos@(3.15)

Donc tenant compte de la relation (3.15) I’expression de 1’énergie potentielle du systéme

prend la forme

V =—-mgl 0059(3.16)
Tenant compte également des relations (3.14), (3.15) et (3.16), lagrangien devient alors :

L= % ml?6% + mgl cos @ (3.17)

L’équation d’Euler- Lagrange s’écrit donc :

d(oL) oL
—| = |-==0(@3.18
dt(aej o9~ G18)

Les différents termes de 1’équation d’Euler-Lagrange sont définis comme suit :
i(ﬁj =ml?0

o = —mglsin 8

0o

En remplacant les relations (3.19) dans I’expression (3.18), on trouve 1’expression
ml?6+mglsin =0 (3.20)

Apreés simplification la relation (3.20) prend la forme suivante :
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é+%sin 0 =0(3.21)

On retrouve exactement la relation (3.7) du paragraphe précédent qui exprime 1’équation

difféerentielle du mouvement du pendule simple.

111.1.1.2.3. Le formalisme de Hamilton

Le hamiltonien H est donné par la relation suivante [31] :
N

H(a;, pi.t)=2 4P — L (3:22)
k

Les équations qui définissent les coordonnées généralisées sont indépendantes du temps t,

alors H est égal a I’énergie totale E du systeme.
H=E=T+V(3.23)
Le moment conjugué est donné par I’expression

oL .
=—=ml%0(3.24
P o6 ( )

De la relation (3.24), on tire I’expression de la vitesse angulaire comme suit :

0=—L_ (3.25)
ml
Tenant compte de la relation (3.25), I’expression de 1’énergie cinétique du systéme devient

2
T__P° (3.26)
2ml?

Les relations (3.16) et (3.26) permettent d’écrire le hamiltonien de la maniére suivante :

2

P
H= e —mglcos&(3-27)

Les équations canoniques de Hamilton sont données par les expressions suivantes :

. oH .
p:—%:—mglsmﬁ
o (3.28)
0 = — =

op ml?

De la relation (3.24), on tire I’expression suivante :
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b =ml%d (3.29)

En comparant les relations (3.28) et (3.29), on obtient facilement I’expression
25 )

ml0 = mgI5|n0(3_30)

Finalement, on retrouve la relation (3.7) de la forme

é+%sin6=0

On constate qu’avec les trois techniques développées ci-haut, on trouve absolument la méme

équation différentielle.

I11. 1.2. Résolution de I’équation différentielle du mouvement du pendule simple

La résolution de I’équation différentielle du mouvement du pendule simple n’est étudiée
ordinairement que dans le cas de petites oscillations car la résolution dans le cas général n’est
pas aisée. Nous allons voir que dans le cas général cette équation est résoluble sous forme
explicite au moyen d’intégrales elliptiques, donc sa résolution s’obtient a 1’aide des fonctions

elliptiques de Jacobi.

Considérons un pendule constitué d’un point matériel suspendu a I’extrémité d’un fil (ou une
tige théoriquement sans masse) astreint a se mouvoir sans frottement sur un cercle vertical.

On désigne par | la longueur du fil (rayon du cercle), g I’accélération de la pesanteur et

I’angle instantané que font le fil et la verticale. L’équation du mouvement s’écrit [10,35] :

d’e g .
e +Tsm6’=0(3-31)

Cette équation peut prendre la forme suivante :

E{§9j+§gne=o
dtldt ) 1

Or, si on pose

de
o=—
dt

L’équation (3.31) devient, si on multiplie membre a membre par d& :
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ada +Igsin 6o =0 (3.32)

En intégrant les deux termes du premier membre de 1’équation (3.32), on obtient I’équation

2

% = Igc056’+C (3.33)

Ou C est une constante.

Pour déterminer cette constante, notons que lorsque t =0, 8= 6’0 (angle initial), alors a =0et

par conséquent la vitesse angulaire est nulle, d’ou :
C= —Igcos@O (3.34)

En remplagant la relation (3.34) dans I’expression (3.33), on obtient :

2
% = gcos¢9—%cos¢9o

=%(cos€—cos€o)

2 2
E[%j =% _9Y(coso-cosd,)
2\ dt 2 I

D’ou la relation de la forme

2
L(%j =c0sfd —cosd, (3.35)
29\ dt

Considérons d’abord le cas d’un mouvement oscillatoire, le cas ou la masse passe de 0=0,a

0 =0.or, selon les formules d’addition de la trigonométrie ordinaire, on a la relation de la

forme ;
L0
cos® =1—2sin 5(3.36)

Par conséquent, la relation (3.35) devient :

2
L(%j =1-2sin? €—1+ 2sin? %
2g\dt 2 2
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Apres simplification, on trouve la relation de la forme

2
L[%) :sinzi—sin22(3.37)
4g\ dt 2 2

Posons encore
0 0, .
SIn E =Ssin ?sm ® (3.38)

En dérivant membre a membre les termes de la relation (3.38), on obtient

1 0 . 0
Zc0s—d@ =sin—>cos
5008~ ) ¢d (3.39)

La relation (3.39) est équivalente a la relation suivante :
% 1-sin? gde =sin %wll—sin2 pde

Compte tenu de la relation (3.38), on trouve facilement la relation de la forme

%Jl—sinz%sin2 (pd49=sin%w/1—sin2 pdo

Par conséquent, on tire 1’expression

2sin 020\/1—sin 2o

dé = de (3.40)
\/ P2 ‘90 2
1-sin ?sm 0]

En remplagant d @ par son expression dans la relation (3. 37),on a :

49 (1—sin292°sin2goj

. .0 ]
4sin® 22 (1-sin? 2
2 ( q))(d_q)j =3in2&_sinzg
dt 2 2

Apreés simplification des termes semblables, on obtient 1’expression suivante :

2
(d_(oj = g(1—sin2 QJ = g(1—sin2 % sin? q))
dt | 2 | 2
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Cette relation peut s’écrire sous la forme

do)’ .
(d—f) :%(1—k25|n2 gp)

./ Y
ou k =sin ?O est le module des fonctions elliptiques et 7°1’angle modulaire.
Soulignons que pour #=00na ¢ =0et dés lors

t—+ '_r’d—fﬂ (3.41)

° J1-k?sin? ¢

On obtient une intégrale elliptique dont la fonction réciproque (t)est une fonction elliptique

de Jacobi.

En effet, on obtient les expressions suivantes :

o= iam(\/?th
sing = isin[am(\/?ztﬂ (3.42)

Ce qui nous permet d’écrire

sin g = isn[\/?:tJ (3.43)

On obtient également en substituant 1’équation (3.43) dans la relation (3.38) une expression de

la forme :

sin ? = +sin ﬂsn(\/gtj (3.44)
2 2 |

Ensuite, considérons le cas d’un mouvement circulaire. L’équation (3.35) peut s’écrire sous la

forme ;

2
L(d—ej =1-2sin® Q—coseo
2g \ dt 2

Cette relation peut également prendre la forme
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2
L(d_@j =(1-cosé, )(l— k?sin? Qj (3.45)
2g \ dt 2

2
otuk®=———et 0<k<1
1-cosé,

Avec de la condition initiale 9(0) =0, on peut obtenir I’expression de la forme [10]

dt— |2 [ 92 (346)
9(1—c0s6,)* 1 _Kk?sin? ¢

g
OUp=—
P73

Tenant compte de I’expression (3.46), on obtient les expressions suivantes :

g(l—cos@o)t
2l

5 ﬂam( /g_(l—;fs@oit}

Ce qui nous permet d’écrire que

singp = isin{am(‘ /g—[l—;oseoth (3.48)

La relation (3.48) est équivalente a

sin ¢ = isn(1 /g—fl—;:losé?ojtJ (3.49)

De plus, on a les expressions suivantes

sin @ = isin(Zam( th

sin @ = isn(ZJWtj

Enfin, considérons le cas d’un mouvement asymptotique c’est-a-dire le cas ot 6, =27 . La

Q= iam[
(3.47)

(3.50)

relation (3.35) devient :
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2
L(d_@j =c0sd +1=2cos’ 9 (3.51)
2g \ dt 2

D’ou

Ce qui donne

t= \/Tlntan('g ”J(SSZ)
g T

et

%
0 =4arctane '' — 7 (3.53)

Pour des petites oscillations, 1’équation (3.31) prend la forme

dze 949 0
dt? |

La période du pendule (le temps nécessaire pour une oscillation compléte ; un aller-retour) est

alors

T=2x \ﬁ (3.54)
9

Pour le cas des oscillations de grande amplitude, la période vaut, d’apreés ce qui précéde

T:4\/Ijzd—‘9(3_55)
g% J1-k?sin?@

AVeck = sin 9_20

Soulignons également que dans le cas d’un pendule animé d’une vitesse suffisamment grande
pour le faire tourner irrégulierement plusieurs fois sur soi-méme, 1’équation du mouvement du

pendule devient :

0% = ZI—Zg(n—I +1cos6)(3.56)
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Ounest une constante homogeéne a une longueur et strictement supérieure a 21 .

La solution ¢(t)de I’équation (3.56) s’exprime au moyen de la fonction amplitude de Jacobi

sous la forme :

o 2am(\/gt,k} (3.57)

Ici on donne au module de la fonction de Jacobi la valeur k = \/g
n

Réciprogquement, a partir de la relation (3.57), on peut retrouver facilement 1’équation du

mouvement du pendule simple, soit la relation (3.56).

En effet, si on calcule la dérivée premiere par rapport au temps de 4, la relation (3.57) prend
la forme

; g g
0= ZJ%dn[\/%t, kJ (3.58)

La relation (2.57) nous permet également d’écrire

sin(ﬁj _ sin{am( ”—%tﬂ (3.59)
2 2|

En élevant au carré la relation (2.58) et tenant compte de la relation (2.59), on obtient

02 =2|L29dn2[ /ngzt,kJ
6 =2Lg 1—k?2sn? 77—gzt,k
2l 2l

:Zig{l—kzsinz(gﬂ

2l 2

= Zig 1_2_Isin2(gj
21° C 2

=2|—?[n—l(1—cose)]
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Finalement, on trouve 1’expression de la forme

0? —2—9[77—I+Ic056?]

=5
On retrouve exactement la relation (3.56).
111.2. Le mouvement a la Poinsot d’un solide

111.2.1. Définition

Le mouvement a la Poinsot est le mouvement d’un solide dont un point, noté O, est soit fixe
dans un référentiel du laboratoire, soit confondu avec le centre de gravité et soumis a des

forces localisées en O et dont le moment en O est donc nul et la puissance nulle.

Ce mouvement est caractérisé par la conservation du moment cinétique et de 1’énergie
cinétique de rotation. Le solide peut étre soumis a une résultante des forces extérieures non

nulle. C’est elle qui assurera le mouvement du centre d’inertie.

On cite comme exemples ; tout satellite d’un astre, toute planéte, tout corps en chute libre a

vitesse faible (permettant d’oublier les forces aérodynamiques), etc.

111.2.2.Le mouvement du corps rigide d’Euler

Les équations de mouvement d’Euler-Poinsot du solide autour d’un point fixe, pris comme
origine du repére lié au solide, lorsqu’aucune force extérieure n’est appliquée au systéme,

peuvent s’écrire sous la forme [10, 13,36].

OI—X+((:—|3)Yz =0
dt

%+(A—C)XZ =0(3.60)

d—Z+(B—A)XY =0
dt

OuXy,z sont les composantes du vecteur de rotation instantanée Qet

-1 -1 -1 - .
A= |1 ,B= |2 ,C = |3 avec Ii les moments d’inertie. Les composantes du moment

—

cinétique L, sont(Ax,BY,Cz). L’énergie cinétique de rotation est le demi-produit scalaire du

moment cinétique et du vecteur de rotation instantanée. Son expression s’écrit comme suit :
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E, = %(AX +BY +CZ)(3.61)

Le module du vecteur de rotation instantanée s’écrit :
O =X?+Y*+2%(3.62)

On suppose ici que A, B,C sont tous différents de 0 c’est-a- dire que le solide n’est pas réduit

a un point et n’est pas non plus concentré sur une droite. Lorsque A= B =C, le mouvement
se réduit a une simple rotation uniforme d’axe le moment cinétique. Dans ce cas les (3.60)

montrent que X,Y,Z sont des constantes. On parle de solide a symétrie sphérique. Supposons

par exemple que A=B, alors les éguations (3.60) deviennent:

dX
2 i (c-BNVZ=0
- r(C-B)Y

%+(A—C)XZ =0(3.63)
9z _y
dt

Dans ce cas Z =constante=Cet les deux premiéres équations de la relation (3.63) prennent la

forme

‘Z—X +c(C-B) =0

d\? (3.64)
s ¢(A-C)X =0

On ne parle que le solide est a symétrie de révolution. Ce mouvement est équivalent a celui
d’un cone roulant sans glisser sur un autre cone fixe. Le mouvement de la terre est un

exemple.

Notons que [10]
%(x +iY)=ic(A-C)X +iY)(3.65)
On obtient

X +iY = De'*°* (3.66)

Ou D est une constante et donc
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X =Dcosc(A-C)t .
Y =Dsinc(A-C)t (3.67)

Dans le cas genéral ou A, B,C sont tous différents, le solide est quelconque. L’intégration des

équations d’Euler est délicate par rapport aux cas précédents et les solutions s’expriment en
fonction des fonctions elliptiques de Jacobi. Pour fixer les idées, on supposeraque A> B > C

.Tenant compte des relations (3.61) et (3.62), on a:

2 2 2
AX?4BY?+CZP = 2E, ) o
X24Y2+Z2%2=Q%=r?

Les équations différentielles (3.60) d’Euler s’intégrent au moyen des fonctions elliptiques de

Jacobi. Pour le prouver, a partir des expressions (3.68), on exprime d’abord » et @;en

fonction de Y .En effet, des expressions (3.68), on tire les expressions suivantes :

ZZ — r2 _ X2 _Y2
(3.69)
CZ2=-AX?—BYZ?+2E,

En comparant les relations les expressions de la relation (3.69), on trouve
~CX?-CY?+Cr? =-AX?-BY’ +2E,
= (A-C)X? =-Cr’-(B-C)V?+2E, (3.70)

D’ou

w2 _ 2E —Cr’—(B-C)y? (3.71)
A-C

Par le méme raisonnement, on trouve

52 _ Ar’—2E, —(A-B)y? (3.72)
A-C

On introduit les relations (3.71) et (3.72) dans la deuxieme équation des expressions (3.60)

(2E, —Ccr?—(B-C)v2)Ar? —2E, - (A-B)Y?)

dy J
(A-C) (A-C)

dt

Apres simplification on a I’expression suivante :
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‘:'j—\t( = J(2E, —cr2—(B-C)v?)Ar? —2E, —(A-B)Y?) (3.73)

En intégrant 1’équation (3.73), on montre qu’on obtient une fonction t(y) sous la forme

d’intégrale elliptique.

a¥ _ JeE.—cri—(B—C)?)\Aarr —2E, —(A—B)V?)

dt
=\/(ZEC—rzc{l—(B;Cz)Yzj(Arz—2E{1—#Y2]
2E, —r°C Ar? —2E,
- J2E, —rZCXArZ—2EC)\/(1—A;CZY2J£1—#YZJ
2E, —r°C Ar? —2E,

dy = _A;C 201_ A-B 2
\/(ZEC—rZCXArZ—ZEC)dt_\/[l 2Ec—rzcY j(l Arz—zEcY]

En posant

=t|/(B-C)r2A-2E,)(3.74)

B-C
s=Y |—— (3.75
ZEC—rZC( )

On peut écrire

78—02 dy
ds 2E,-r°C

drJ(B-C)[r*A-2E, it

_dv [B-C 1
dt | 2E,-r’C " [(B-C)r*A-2E,)
dy

JeE —rZCXr A-2E )t

BCYz
rA2E

\/ A B)2E, —r c)szJ

rA 2E,JB-C
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ds_ \/(1—52{1— (A-BJ2E, - rZA)szj (3.76)

dr (r’A-2E,|B-C)

Pour réduire I’intégrale elliptique a la forme standard, on peut poser que r? - 2§C sinon, il

suffit d’intervertir les indices 1 et 3 dans toutes les formules précédentes. Le module des

fonctions elliptiques ici s’écrit comme suit :

(> _ (A-B)2E, -r'C)

- (rZA—zEC)(B—C)(s'm

En substituant 1I’expression (3.77) dans 1’expression (3.76), on obtient :

& < Ji=sfa-K’s)@78)

L’équation différentielle (3.76) admet la solution

(3.79)

e ds
T_Ljﬂ—fﬁfk%ﬂ

L’intégrale donnée par la relation (3.79) est une intégrale elliptique de premiere espéce. La

fonction inverse s(z)constitue I'une des fonctions elliptiques de Jacobi s = sn<.

En tenant compte de la relation (3.73), on obtient I’expression de Y en fonction temps.

_ 2
v = 252 C o 3.80)
B—C

Les expressions (3.71) et (3.72) nous permettent de trouver respectivement les expressions de

w, et de @;comme suit :

_ 2
X = %Jl—m% (3.81)

_ 2
zZ- %\/1«25& (3.82)

Compte tenu des définitions données au premier chapitre des deux autres fonctions elliptiques

de Jacobi et de la relation (3.74), on obtient finalement les expressions suivantes :
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2E,-r’C
T(r:cn(t\/(B—C)(rzA—ZEc))

2E—rA

snlt(B—C)*A—2E,)) (389)

1/2E 2C t\/B C)r2A- 2E))

Les expressions (3.83) montrent que ’intégration des équations d’Euler données par les

relations (3.60) s’effectue au moyen des fonctions elliptiques de base de Jacobi.

Signalons que pour A=B, ona k? =0. Dans ce cas, les fonctions elliptiques cnz,snz,dnz se
réduisent respectivement aux fonctions sinz,cosz,1. Par conséquent, les relations (3.83)

deviennent :

e =)

Y= %sin(\/(A—C)(rzA—ZEC)) (3.84)

 [r?A-2E
A-C

111.3. La propagation d’une onde de surface: les ondes cnoidales

I11.3.1.La Formation des vagues

Les vagues sont des oscillations a l'interface air-eau générées par un transfert d'énergie de
I'écoulement de l'air a I'eau. En un lieu, elles se traduisent par des fluctuations du niveau de
I'eau. On les appelle des ondes de surface car elles se propagent a I’interface entre deux
fluides différents, ici I’interface eau-atmosphere, et sont pour la plus grande majorité issues de
I’action du vent sur I’eau. Le transfert de quantité de mouvements et d’énergie de 1’air vers
I’eau est a I’origine de la formation des vagues. Signalons que le vent est un phénomene

résultant de la différence de pression entre deux masses d’air, et de la rotation de la terre.

Il existe une infinité de vagues différentes : la déferlante qui est une vague dont la créte se
déplace plus vite que le creux et qui est donc vouée a se briser, le soliton qui est une vague
non-linéaire qui se propage sans changer de forme, le mascaret qui est un ressaut qui va
remonter les fleuves et les rivieres[37]. La premiére théorie de vagues a été proposée par Sir

George Biddell Airy en 1845. Elle est encore la théorie de vagues la plus utilisée car elle est la
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plus simple d'entre toutes les théories et répond a la majorité des besoins routiniers, mais
faillit a décrire correctement les vagues dans certaines situations. Il y a eu ensuite plusieurs
théories de vagues, mais dues a la complexité des formulations, elles ont été placées au

deuxiéme plan, par rapport aux applications pratiques.

Fig.7. La production des vagues a la surface de I’eau

Les traits de vagues engendrés par un vent local constituent la mer de vent. Cette mer de vent
est d’autant plus forte que le vent est fort ou souffle longtemps, ou sur une distance
importante. Ces vagues se transforment enhoule lorsque le vent faiblit ou lorsqu’elles se
propagent en dehors de ’aire génératrice. Elle existe encore lorsque le vent générateur a
disparu et peut se propager trés loin de la zone ou elle a été générée.Par effet dispersif, chaque
composante d’un trait de houle se propage avec sa célérité propre qui croit avec la période
[38].

La vague est liée a un vent local tandis que la houle est liée a une perturbation lointaine. Pour
les vagues, la créte n’est pas arrondie mais une fois elles sont créées, elles vont s’arrondir au
niveau de la partie supérieure petit a petit en se propageant et elles vont finalement prendre la

forme de la houle comme le montre la figure suivante :

Vagues

houles

Fig.8. Le passage de la vague a la houle.
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La houle qu’on observe ici, est due a ce qui s’était passe precédemment dans un endroit ou i

y a du vent.

Fig.9. Les vagues transformées en houles en dehors de la zone génératrice

Les équations qui gouvernent les vagues de surface sont non-linéaires et ne sont pas
intégrables. La résolution approchée de ces équations nécessite des méthodes

d’approximation.

111.3.2. Ondes de gravité a la surface d’un fluide

Une onde de gravité est une onde qui se déplace sur la surface d’un fluide soumis a la gravité.
La gravité est responsable de plusieurs manifestations naturelles. Les marées, 1’orbite des
planetes autour du soleil en sont quelques exemples. Les vagues et la houle a la surface de la
mer sont les exemples les plus connus d’ondes de gravit¢ (onde de gravité océanique).
Lorsque la surface horizontale (correspondant a 1’état d’équilibre), est perturbée, deux forces
(la gravité et la tension superficielle), agissent pour rappeler la surface vers 1’état d’équilibre.
Lorsqu’une onde de gravité se propage, il n’y a pas de flux de matiére (ceci au moins dans
I’approximation linéaire), les de volumes ¢lémentaires du fluide décrivent des orbites fermées.
En fait, seules se propagent la quantit¢ de mouvement et 1’énergic [39].La vitesse de

propagation de 1’état dynamique est la vitesse de phase donnée par [40,41] :

oA _@_9_ g_ﬂ:\/E (3 .85)
T k 2 k
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2

ou @ désigne la pulsation et k = © e nombre d’onde.
g

Si la vitesse de phase dépend de la longueur d’onde, I’onde est dite dispersive.

La vitesse a laquelle 1’énergie est transférée, appelée vitesse de groupe, est donnée par :

v, :‘;_i’ (3.86)

111.3.3. Les modéles de houle

111.3.3.1. Différents modeles de houle

Les houles simples se classent en cinq grandes catégories, qui sont caractérisées par les
fonctions ou les méthodes mathématiques qui servent a les décrire[39,40,42].

e Les houles simples sinusoidales : une onde sinusoidale est onde crée par une source
ayant un mouvement périodique sinusoidal dans le temps. La houle (I’onde) est onde
mécanique transversale.

e Les houles de Miche dont la découverte et 1’étude théorique sont dues a R. Miche
(1944).

e Les houles conoidales qui empruntent leur nom aux fonctions elliptiques de Jacobi
dont le cosinus elliptique noté” cn”.

e Les ondes solitaires qui correspondent au cas limites des houles conoidales de période
et de longueur d’onde infinies.

e Les modéles numériques de houle sont obtenus a partir de méthodes d’optimisation

numeérique.

111.3.3.2. Parameétres de description de la houle
Considérons d’abord un fluide parfait, de densité o constante, incompressible et en
écoulement irrotationnel. Ici, tdésigne le temps, Xet Y les coordonnées horizontales et ;la

coordonnée verticale orientée vers le haut. La surface libre du liquide a pour équation[39]

z=n(x,y,t). Le niveau moyen (au repos) est situé en z=0et le fond, impermeable et

horizontal, est en z=—hOn note le champ de vitesse G = (u,v,w)et la pression p(x,y,z,t).

L’accélération de la gravité d est orientée dans la direction znégative. On note ] le vecteur

unitaire suivant Ozorienté vers le haut.La surface de I’ecau oscille de maniére sinusoidale (en



69

« Application de la méthode analytique de résolubilité partielle dans la construction d’un nouveau type d’hamiltonien partiellement

algébrique dépendant des fonctions elliptiques de Jacobix»

premiere approximation). On peut donc modéliser le niveau de 1’eau par une fonction

sinusoidale.

Tous les modéles de la houle sont définis a partir des parametres reproduits sur la figure

suivante [43, 44] :

Fig.10. Hlustration des paramétres caractéristiques des vagues

Dans I’étude des vagues, il est souvent nécessaire d’utiliser d’autres parametres comme :

La cambrure ._de la houle qui est le rapport entre sa hauteur créte a creux H et sa
) H _ H

longueur d’onde A , soit ¢, = A

La hauteur relative ¢, de la houle qui est le rapport entre sa hauteur créte a creux et la

profondeur h, soit &, = H ¢

La longueur d’onde relative de la houle &, qui le rapport entre sa longueur d’onde A

et la profondeur h, soit ¢, :%

Y H — 3 JAfini H/,i2
Le parametre d’Ursell & = &,.€; défini par h3

111.3.4. Ondescnoidales et ondes solitaires dans ’approximation de Korteweg-de Vries

111.3.4.1. Equation de Korteweg-de Vries

L’équation de Korteweg-de Vries (KdV en abrégé) est un modele mathématique pour les

vagues de faible profondeur.L’expression empirique de la vitesse de déplacement de la vague

figure dans le rapport [45] :
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v2 =g(h+A) (3.86)

ou V est vitesse de la vague, hla profondeur de I’eau, A I’amplitude maximale de la vague et

g la constante gravitationnelle. L’expression (3.86) rend compte d’une propriété importante

de I’onde solitaire : il s’agit d’une vague gravitationnelle dont la vitesse augmente en fonction

de son amplitude.

L’équation gouvernant la dynamique de cette onde solitaire fut finalement découverte
indépendamment par Boussinesq en 1877 et par Korteweg et de Vries en 1895.

5_422\/5 3406, L6 1 0 3g7)
ot 2\hl2 a8 7 o& 37 o&?

ougest une variable se déplacant quasiment a la méme vitesse que la vague, O est un

paramétre incluant la tension surfacique et kest un paramétre arbitraire. L’équation de

Korteweg-de Vries s’écrit donc comme suit[39,45] :

L on on W0 3n0n_o (3gg)

Joh ot ox 6 ox*  2h ox

C’est une équation aux dérivées partielles non linéaire et dispersive pour une fonction 7 de

deux variables réelles, Xet t.

L’équation porte le nom de Diederik Korteweg et Gustav de Vries qui I’ont étudiée, bien que

I’équation ait été traitée par Joseph Boussinesq auparavant.

111.3.4.2.Les ondes cnoidales et ondes solitaires

Les effets non-linéaires doivent étre pris en compte lorsque 1’élévation de la surface n’est plus
trés petite devant la longueur caractéristique de 1’onde. Lorsque la longueur d’onde est grande
devant la profondeur, la prise en compte des effets non-linéaires et dispersifs a I’ordre le plus
bas ameéne a 1’équation de Korteweg-de Vries (KdV) [39]. Les ondes cnoidales sont donc
solutions des équations de Korteweg et de Vries ou interviennent les fonctions elliptiques de

Jacobi notées cn, d’ou le nom d’ondes cn-oidales.

La premiere solution cnoidale était celle du premier ordre proposé par Korteweg et de Vries
(1895), en supposant une distribution hydrostatique des pressions, avec de faibles
accélérations verticales et en imposant que la vitesse horizontale sous le creux de la vague soit

permanente par rapport au systeme de référence en mouvement. Cette solution a été nommée
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cnoidale, parce qu’elle utilise pour décrire la surface d’eau la fonction cosinus elliptique (cn)
[46].

Les théories d’onde cnoidales ont la particularit¢ d’étre capables de donner une bonne
solution entre les deux extrémes des solutions de vagues : la théorie linéaire (la fonction
cosinus elliptique devient cosinus trigonométrique,k =0), et la théorie d’onde solitaire (la

fonction cosinus elliptique devient sécante hyperbolique, k =1).

L’équation KdV admet deux types de solutions. Une solution périodique, dite cnoidale, de la

forme

X t
=z —h+Hcn?| 2K(k) =—-= | k [(3.89
n=a4 { ({/1 Tj }( )

oukest le module de l’intégrale elliptique de premier ordre, K(k)!’intégrale elliptique

compléte de premier ordre, CN est le cosinus elliptique de Jacobi.

La longueur d’onde de la vague est donnée par :

[16h°
A= 2 kK (k) (3.90)

Et la distance entre le fond et le creux de la vague z, est donnee par 1’expression :

B 260 k(o) EK)] (390

ou E(k) est I’intégrale elliptique compléte de deuxiéme ordre.

La théorie d’onde solitaire est un cas particulier de la théorie d’onde cnoidale. Quand le
module de I’intégrale elliptique est €gal a 1’'unité, I’intégrale elliptique complete de premier

ordre est infinie et la fonction cosinus elliptique devient sécante hyperbolique.

En posant k*=1, K(k)=K()=codans les formulations d’onde cnoidale, les définitions

suivantes sont proposées :

La célérité de la vague :

v=Jg(H+h)= /gh(1+ %) (3.92)

La longueur d’onde :
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A=VT (3.93)

La surface d’eau :

n=H sech{\/%(x —ct)} (3.94)

La relation (3.94) est la solution de type onde solitaire de I’équation KdV.
I11.4. La spirale sphérique de Seiffert

111.4.1.Définition

La spirale sphérique de Seiffert est une courbe sur une sphereréalisée en se déplacant sur la
sphére avec une vitesse linéaire et une vitesse angulaire constantes par rapport a un diametre
fixe. Si le diamétre sélectionné est la ligne allant du pole nord au pdle sud, alors 1’exigence
d’une vitesse angulaire constante signifie que la longitude du point mobile change a un
rythme constant. Les coordonnées cylindriques du point variable sur cette courbe sont

données par les fonctions elliptiques de Jacobi.

Supposons que nous avons une particule se déplacant sur une surface d’une sphere unité avec
une vitesse constante V et une vitesse constante @ . La courbe tracée lors de ce mouvement est

connue sous le nom de spirale sphérique de Seiffert.

Si @ est la longitude de la position de la particule, alors il résulte, de la définition que[13, 47,

48, 49].

0 = ak (3.95)

En fixant t = >, on peut éliminer { pour trouver 1’équation de la forme
v

0 =ks(3.96)

aveck une constante donnée par la relation k =% et S est la longueur de 1’arc mesurée a partir
v

du pole nord.

La constante kest le seul parametre qui détermine le comportement de la spirale de Seiffert.
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111.4.2.Equations paramétriques d’une spirale de Seiffert en coordonnées cylindriques
Pour étudier les propriétés d’une spirale de Seiffert, on introduit les coordonnées cylindriques

(r,0,2) de la particule a une position donnee P.

Fig.11. Hlustration du début de tracage de la spirale sphérique de Seiffert

On définit rcomme le rayon ou module, § la longitude du point P et ;est la hauteur du point
P au-dessus du plan équatorial. On définit aussi ¢ comme un angle entre les rayons du
centre de la sphére a P et a N. Si ret zsont considérés comme des coordonnées
cartésiennes dans le plan méridien de P, alors rchange de signe si le chemin passe par un
pole N ou S.

Considérons 1’élément de longueur infinitésimale ds sur la sphére, donnée par 1’expression

suivante [47, 48, 49]:

ds® =dr? +r?d@* +dz*(3.97)
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ds

Fig.12. Un élément infiniment petit d’une ligne a la surface d’une sphére

Comme on a une sphére unité, alors r?+z* =1, et on peut éliminer dz2dans la relation (3.97)
comme sulit :

r2dr?

2

ds? =r?d@? +dz? +dr? =r?do? +dr? +

Apres quelques manipulations, on obtient la relation de la forme

ds® =r’d@” + > dr®(3.98)

Tenant compte de la relation (3.96), on peut écrire
do* =k?ds?*(3.99)

Pour r #1, en remplacant la relation (3.99) dans (3.98), on trouve I’expression

1
> dr?(3.100)

(1— kzrz)ds2 =
1—
De la relation (3.100), on tire I’expression suivante :

ds = dr (3.101)

\/(1—r2X1— kzrz)

ou|r| <%_Donc, la distance totale Sparcourue le long de la courbe N a P peut étre exprimée

en terme de la distance o de ce point a partir de I’axe NS par I’intégrale de la forme

(3.102)

j\/lr)(lk)
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La relation (3.102) définit une intégrale elliptique de premier type de module k.Comme le
carré de kapparait, alors, lors de la description des spirales de Seiffert, on peut utiliser la
notation m =k?ou bien la notation de Christoph Gurdermann, qu’on a utilisé précédemment

pour représenter le paramétre de 1’intégrale elliptique.
De la relation (3.102), on retrouve la fonction sinus elliptique de Jacobi.

r =sn(s, k) (3.103)

Compte tenu de la relation r* +z* =1, de lasn®x +cn?x =1et de la relation (3.103), on en

déduit que
z=cn(s, k) (3.104)

oukest une constante positive appelée module des fonctions elliptiques et cn(s) est la fonction

cosinus elliptique de Jacobi.

Donc, les équations paramétriques d’une spirale de Seiffert en coordonnées cylindrique sont

r =sn(s, k)
0 =ks (3.105)
z=cn(s,k)

Pour résumer, on prend la relation (3.105) comme définition d’une spirale de Seiffert sur la
surface d’une sphére unité, de longueur S mesurée a partir du pdle nord N auquel ¢ =0,r =0

and z=0.
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CONCLUSION GENERALE

D’une maniére générale, mon travail de mémoire a traité la construction d’un nouveau type
d’hamiltonien partiellement algébrique matriciel d’ordre deux associ¢é a un potentiel
dépendant des fonctions elliptiques de Jacobi et le développement de quelques applications
des fonctions elliptiques de Jacobi dans différents domaines de la physique. Dans ces deux
parties de mon travail de recherche, j’ai fait recours aux calculs pour arriver aux résultants de
la recherche. Ces deux parties ont été introduites par quelques généralités sur les fonctions
elliptiques dans le cas genéral et sur celles de Jacobi en particulier.

Dans le premier chapitre, aprés avoir traité les notions de base et les propriétésdes fonctions
elliptiques dans le cas général, j’ai insisté avec intérét sur les fonctions elliptiques de Jacobi
plus particulierement les trois fonctions elliptiques de base. A partir des fonctions elliptiques
de base, j’ai défini neuf autres fonctions elliptiques de Jacobi. Pour rendre cette étude
beaucoup plus compréhensible, j’ai pu développer les notions d’intégrale elliptique et celle de
lemniscate de Bernoulli. Comme les fonctions elliptiques de Jacobi et fonctions
lemniscatiques présentent des analogies avec les fonctions de la trigonométrie ordinaire, une

comparaison entre elles a été établie.

Le deuxiéme chapitre a été consacré a la determination de trois conditions algebriques
nécessaires et suffisantes pour qu’un hamiltonien matriciel dépendant des fonctions

méromorphes et doublement périodique de Jacobi, apres avoir subi une transformation de

jauge, puisse laisser invariant I’espace vectoriel V, de polynémes de dimension finie.Pour ce

type d’hamiltonien, seule une partie de valeurs propres peut étre déterminée algébriquement.
Pour déterminer ces conditions, on a appliqué la méthode analytique de résolubilité partielle.
Ici on a traité deux cas : le cas ou & =1et celuiou 6 =2. & étant un paramétre réel.

Dans le troisieme et dernier chapitre, j’ai développé quelques applications des fonctions
elliptiques en physique. Les fonctions elliptiques de Jacobi interviennent dans la résolution
des problémes pratiques dans plusieurs domaines de la physique. A part la mécanique
quantique non relativiste,ces fonctions interviennent dans la résolution de 1’équation du
mouvementd’un pendule simple pour des oscillations de grande amplitude etdans la
résolution de I’équation du mouvement du corps rigide d’Euler en mécanique newtonienne.
En hydrodynamique, les fonctions elliptiques de Jacobi interviennent dans la résolution des
équations non-linéaires qui régissent la propagation d’une catégorie d’onde de surface

communément appelées ondes cnoidales.En mécanique analytique, la résolution des
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équationsparamétriques en coordonnées cylindriques d’une spirale sphérique de Seiffert fait

intervenir les trois fonctions elliptiques de base de Jacobi.

Mon travail n’est pas une fin en soi, mais presque un commencement. J’interpelle d’autres
chercheurs & pousser encore plus loin la présente étude et de contribuer davantage a son
enrichissement. lls peuvent par exemples retoucher le potentiel du hamiltonien donné par la
relation (2.1) et appliquer la méthode analytique de resolubilité partielle afin de construire de
nouveaux hamiltoniens partiellement algébriques. Ils peuvent également présenterd’autres
situations pratiques de la physique ou interviennent les fonctions elliptiques de Jacobi car

toutes ces situations ne sont pas traitées dans le présent travail.



78

« Application de la méthode analytique de résolubilité partielle dans la construction d’un nouveau type d’hamiltonien partiellement
algébrique dépendant des fonctions elliptiques de Jacobix»

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

[1] O.Mustafa, S .M. Habib, weak-pseudo-Hermiticity generators and exact solvability,

Eastern Mediterranean University, 2018.

[2] A. V. Turbiner, One-Dimensional Quasi-Exactly Solvable Schrodinger Equations, Stony

Brook University, Stony Brook, NY11794-3800, USA, 2016.

[3] A. NININAHAZWE, Matrix Quasi-Exactly Solvable Jacobi Elliptic Hamiltonian,

University of Burundi, 2013.

[4] V. M. Tkachuk, Quasi-Exactly Solvable Potentials with Two Known Eigenstates, lvan

Franko Lviv State University, 1998.

[5] A. NININAHAZWE, Quasi-exactly solvable extensions of someintegrable
quantummaodels, These de doctorat, Université de Mons-Hainaut, 2007-2008.

[6] Y.Brihaye, A. NININAHAZWE and B. P. Mandal; J. Phys. A: Math. Theor. 40, 13063-
13073 (2007).

[7] L.Vessot, on the direct numerical calculation of elliptic functions and integrals, Cambridge

University press, 1924,

[8] J. C. Feauveau, fonctions elliptiques revisitées.2017.hal-01447504.

[9] A. Lesfari, Fonctions et intégrales elliptiques, ISS 1842-6298 (electronic), 1843-7265

(print) volume 3 (2008), 27-65.

[10] B.Olivier, Fonctions elliptiques .Découverte d’un monde périodique, université Paris —

sud XI. Travail d’étude et de recherche.

[11] A.Fontaine , Fonctions holomorphes et méromorphes sur un ouvert de C. Exemples et

applications.

[12] M.RENAUD, les intégrales et fonctions elliptiques, Université de Toulouse, France,

2014.

[13] J.Snape, Applications of elliptic functions in classical and algebraic geometry,

Dissertation submitted for Master of Mathematics at the University of Durham.

[14] E.H.NEVILLE, Elliptic Functions, England, University of Reading, 1919-1954.

[15] N.l.Akhiezer, Elements of the theory of elliptic Functions, AMS Translation of

mathematical monographs, 79(1990).MR1054205 (91K: 33016).zbl 0694.33001.

[16] A.Weil, Euler and Jacobian elliptic curves, progress in Math., vol 36,353-359,

Birkhauser, 1983.MR0717601 (85d:14060).zbl 0554.01014.

[17] Krell Stella, MinjeaudSebatian, Dunand Clément, Intégales elliptiques, 2005

[18] Réunion APMEP, Fonctions elliptiques, une pensée pour chronomath...., 19 avril 2016.



« Application de la méthode analytique de résolubilité partielle d7ar?s la construction d’un nouveau type d’hamiltonien partiellement
algébrigue dépendant des fonctions elliptiques de Jacobi»

[19] P-J. Hormiére, la lemniscate de Bernoulli, été 2007.
[20] H. Khelif, coup d’ceil sur la lemniscate de Bernoulli, 2010.
[21] G. Villemin, lemniscate de Bernoulli, Edition du vingt-quatre janvier 2019.
[22] A.J.Brizard, A primer on elliptic functions with applications in classical mechanics ,
Saint Michael’s college , VT05439, USA, November 26, 2007.
[23] W.P.Reinhardt, P.L. Walker, JacobianEllipticFunctions, sur dlmf.nist.gov, 822.15,
Inverse Functions.
[24] B.Olivier, Fonctions elliptiques .Découverte d’un monde périodique, université Paris —
sud XI. Travail d’étude et de recherche.
[25] M. Abramowitz, I.A Stegun, Handbook of MathematicalFunctions, 1972.
[26] H. Laurent, Théories élémentaires des fonctions elliptiques, Gauthier-Villars, Paris,
1880.
[27]A.Ninihazwe, Matrix Quasi-Exactly Solvable Jacobi Elliptic Hamiltonian, University of
Burundi, 2013.
[28] Y. Brihaye and B. Hartmann, “Quasi-Exactly Solvable N x N-Matrix Schrodinger
Operators,” Modern Physics Letters A, Vol. 16, No. 29, 2001, pp. 1895-1906.
d0i:10.1142/S0217732301005242.
[29] Y. Brihaye, A. Nininahazwe and B. P. Mandal, “PTSymmetric, Quasi-Exactly Solvable
Matrix Hamiltonians,” Journal of Physics A: Mathematical and Theoretical, Vol. 40, No. 43,
2007, pp. 13063-13073 doi:10.1088/1751-8113/40/43/014.
[30] L. Landau et E. Lifchitz, Physique Théorique - Tome 1: Mécanique, Ellipses Marketing
(2012).
[31] D. Sénéchal, Mécanique 11, PHQ414, Université De Sherbrooke, juin 2018.
[32] H. Goldstein, Classical Mechanics, Addison Wesley (1980). H. Goldstein, Mécanique
Classique (traduit par Annette et Charles Moubacher), Presses universitaires de France
(1964).
[33] T. W. B. Kibble, Classical Mechanics, World Scienti_c Publishing Company (2004).
[34] F.Halbwachs et J.M.Souriau, Mécanique analytique, encyclopediauniversalis, 1989, t.14,
pp.764-767.
[35] D.F. Lawden, Elliptic Functions and Applications, Applied Mathematical Sciences, Vol.
80,Springer-Verlag, 1989.
[36] E.T.Whittaker et Watson, A course of Modern Analysis, New York, Mac Milan, 1943,
p.515.



80

« Application de la méthode analytique de résolubilité partielle dans la construction d’un nouveau type d’hamiltonien partiellement
algébrique dépendant des fonctions elliptiques de Jacobix»

[37]M.PEYRARD et T.DAUXOIS, Physique des solitons, Ecole Normale Supérieure de
Lyon, 17juillet 2007.

[38] N. Jarry, Etudes expérimentales et numeériques de la propagation des vagues au-dessus de
bathymetries complexes en milieu cétier, thése de doctorat. Université du sud Toulon-Var
(2009).

[39] A. Leroux, Mise en évidence de nouveau types de vagues de trés grandes amplitudes,
these de doctorat, Université de Nice Sophia Antipolis (2014).

[40] J.BOUGIS, les houles périodiques simples, Université de Toulon et du Var, 1993.

[41] E.Laffite, Modélisation de la propagation de la houle en présence de courants cisaillés et
par bathymétrie variable, thése de doctorat, université de Toulon, 2018.

[42] Jeffreys, Harold, Sur certaines solutions approchées d’équations différentielles linéaires
du second ordre, actes de la London Mathematical society (1924).

[43] ARISTAGHES C.et ARISTAGHES P. « Théories de la houle réelle-propagation de la
houle », Rapport S.T.C.P.M.V.N numéro 85.1, Compiégne (1985).

[44]. BONNEFILE R.” Cours d’hydraulique maritime”E.N.S.T.A. Editions Masson, Paris
(1985).

[45] L.Gagnon, Etude de I’équation de Korteweg-de Vries en variables lagrangiennes et sa
controlabilité, stabilisation rapide d’une équation de Schrodinger et méthodes spectrales pour
le calcul du contréle optimal, these de doctorat , Université Pierre et Marie Curie, Paris
(2016).

[46] L.T. Gonzalez, Calculs exacts des parametres des principales théories non linéaires des
vagues et proposition d’outil simplifié¢ de calculs, these de doctorat, Université¢ Laval Québec
(2009).

[47] P.Erdos, Spiraling the Earth with C.G.J.Jacobi. The American Journal of Physics 68 (10)
888-895.

[48] Greenhill, A.G.(1892).The applications of elliptic Functions. Macmillan, London, United
Kingdom.

[49]. Dutta, M. & Debnath, L.(1965). Elements of Theory of elliptic and Associated Functions
with Applications. The World Press Private, Calcutta (Kolkata), India



