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Sigles et abréviations

fca : fonction caractéristique

fde : fonction de densité

fdi : fonction de distribution

fgm : fonction génératrice des moments

iid : indépendant(es) et identiquement distribué(es)
MM : méthode des moments

logfca : log fonction caractéristique

TCL : Théoréme Central Limite

UB : Université du Burundi

va : variable aléatoire

Ao =E{> X))k [Z(XJQ —1)]*} : moment mixte d’échantillon

Sy : la moyenne studentisée de Hall, la moyenne studentisée MM
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Résumé

Pour la fonction de distribution de la moyenne studentisée de Hall — aussi moyenne stu-
dentisée MM — le mémoire présente I'expansion d’Edgeworth jusqu’a l'ordre 3, a partir de
son approximation par la fdi normale. L’expression obtenue est en accord avec I’expansion
a l'ordre 2 présentée par Hall, et y ajoute une extension a l'ordre suivant. L’extension
offre une correction plus précise pour 'approximation normale et une identification hié-
rarchique des parameétres de population qui dominent I’erreur de cette approximation. En
supplément, plusieurs moments mixtes d’échantillon et une propriété générale de ces mo-
ments sont obtenus.

Mots clés : moyenne studentisée, moyenne studentisée de Hall, moyenne studentisée MM,
expansion d’Edgeworth, expansion asymptotique, moment mixte d’échantillon.

Abstract

For the cumulative distribution function of Hall’s studentized mean — also studentized mean
MM - the memoir presents the Edgeworth expansion up to order 3, with the normal cdf
as germ. The present expression matches the expansion to order 2 presented by Hall, and
provides an extension with an extra order. The extension offers a more precise correction
on the normal approximation and a hierarchical identification of the population parameters
that affect the error of this approximation. As a positive side-effect several mixed sample
moments and a general property of these moments are obtained.

Keywords : studentized mean, Hall’s studentized mean, studentized mean MM, Edge-
worth expansion, asymptotic expansion, mixed sample moment.
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Avant-propos

Ce mémoire de fin d’études est ’aboutissement de mon parcours dans ’enseignement supé-
rieur. Je le présente afin d’obtenir le degré de Mastére en Mathématiques Fondamentales
et Appliquées de I’Université du Burundi (UB). Il est présenté en accord avec les connais-
sances accumulées lors de ma formation universitaire et d’expériences personnelles.

Le mémoire «Expansion d’ordre trois pour la moyenne studentisée de Hall » se situe dans
le domaine de la statistique mathématique, en particulier la statistique inférentielle, qui
étudie un parameétre de population a ’aide d’un échantillon aléatoire de cette population.
Dans la pratique, pour ’analyse de la moyenne d’une population, & base d’un échantillon de
taille n, la statistique a test courante est la moyenne d’échantillon studentisée. En cas d’un
échantillon modéré ou grand, ’approximation normale pour la fonction de distribution de
cette statistique est acceptée dans la littérature. La qualité de 'approximation dépend de
Ierreur de cette approximation. Hall (1992, 2013) a étudié cette erreur dans le cas d’une
statistique variante équivalente, que nous avons appelée la moyenne studentisée de Hall,
alors que post-hoc, la moyenne studentisée MM aurait été un terme plus adéquat. Hall pré-
sente pour la vraie fonction de distribution de cette statistique I'expansion d’Edgeworth en
puissances de n~'/2 jusqu’a l'ordre 2, & partir de 'approximation normale. Nous étudions
et appliquons la méthode de Hall afin d’obtenir I’expansion avec une précision d’ordre 3.
Cela permet, non seulement une plus haute précision dans la correction de ’approximation
normale, mais aussi une identification des paramétres de population qui sont a la base de
I’erreur de cette approximation.

Afin d’obtenir I'expansion d’Edgeworth & 1'ordre 3 pour la fonction de distribution de la
moyenne studentisée de Hall, la moyenne studentisée MM, nous avions besoin des moments
d’ordre 1 & 5 de cette statistique, avec une précision d’ordre 3. Dans ce contexte nous avons
obtenu les expressions complétes pour plusieurs moments mixtes d’échantillon en fonction
de n et les premiers moments de la population initiale. Puis une propriété générale de ces
moments est dérivée.
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Introduction

Considérons la statistique inférentielle de la moyenne d’une population & variance inconnue.
Soient une population X, & moyenne p = E(X) et variance 0% = V(X) < oo c’est-a-dire
variance finie, et Xi,..., X, un échantillon indépendant identiquement distribué (iid) de
la population X. Comme la moyenne d’échantillon, X = >, Xi/n, a la moyenne p et la
variance 02 /n, on appelle

Sng:X_'u:nlﬂX_u
’ o/\/n o

la moyenne standardisée. Si la population X est normale, alors X ~ N(u, 02/n) et

Sne ~ N(0,1). Pour une population générale, si n — oo on a S, N N(0,1) par le
théoréme central limite (TCL) [17],[15].

Si 02 est inconnu, une approche intuitive consiste a l'estimer. En utilisant la variance
d’échantillon non-biaisée, S* = >~ (X; — X)?/(n—1), la statistique a test pour le parameétre
L oest

T, = n'/? _X—_ a .
Si I’échantillon provient d’une population normale, la distribution de T;, est appelée distri-
bution ¢t de Student avec n — 1 degrés de liberté [I], [4], [5]. Pour une population générale

et n — oo on sait que T;, BN N(0, 1), comme corollaire du TCL et le théoréme de Slutsky
[15]. On appelle la statistique 7,, la moyenne studentisée.

On peut aussi estimer o par la variance MM, 62 = >°,(X; — X)?/n, qui est I'estimateur de
la variance de population obtenue par la méthode des moments, ou la variance d’échantillon
non-corrigée pour biais. Alors la statistique a test pour u est

S —n! /2 X —p

o
que nous avons appelé la moyenne studentisée de Hall. Post-hoc, la moyenne stu-
dentisée MM aurait été un terme plus adéquat. Pour une population générale on a

S, —4 N (0,1), comme corollaire du TCL et le théoréme de Slutsky [15].



Notant Z :~ N(0, 1) on obtient pour n grand les trois approximations S, , ~ Z,, T,, = Z,
S, =~ Z. Pour chacun se pose la question : est-ce que l'erreur de 'approximation Z est
acceptable en pratique ?

Le mémoire étudie l'approximation Z pour S,. Ce choix est inspiré par le fait que la
littérature offre une base et un controle [3],|2, chapitre 2|. En plus, de ’analyse de I’erreur
de Z pour S,, on peut déduire celle de lerreur de Z pour T,, [10]. Le but est d’étudier
la qualité de 'approximation Z pour la fdi de S,,. Pour y arriver, trois approches sont
envisageables :

e l'analyse mathématique (la théorie) : comprendre I'erreur de I'approximation, son

origine ;
e l'analyse numérique (des simulations) : taille numérique de 'erreur ;
e la pratique (des régles pratiques) : application en Statistique appliquée.

C’est la premiére approche qui fait l'objet de cette étude dans le cas d’une popula-
tion X continue. Hall [3],[2, chapitre 2|, donne pour la fdi de S, l'’expansion d’Edge-
worth a lordre 2, c’est-a-dire une expansion asymptotique de Fg (x) = P(S, < x)
de germe ®(x) = P(Z < x) et en puissances de n~/? jusqu’a l'ordre 2 : Fg () =
O(z) +nV2 qi(2)d(z) + n7 g2(2)p(x) + o(n™h), ot les g;(x) sont des polynomes. Etant
donnée la convergence S, 4z (n — 00), il est légitime de recourir a cette méthode
d’expansion asymptotique en puissances de n. Se référant au travail de Hall nous voulons
obtenir I’expansion a 'ordre 3. En d’autres termes nous voulons suivre la méthode de Hall
pour expliciter les polynémes ¢ (z) et g2(x), et obtenir le polynéme g3(z), dans ’expansion
d’Edgeworth pour la fdi de la moyenne studentisée de Hall, S,,.

La contribution de cette étude est une meilleure approximation de la vraie fdi de S, et une
identification des paramétres de population qui sont & l'origine de la non-normalité de .S,,.

Une vaste partie du mémoire sera dédiée aux expressions pour les moments de la statistique
studentisée de Hall, S,,.

Hormis I'Introduction et la Conclusion, le travail est constitué de quatre chapitres :

e le premier, intitulé Préliminaires, présente des notions et différentes méthodes qui
seront utiles pour I’étude.

e dans le second, Les premiers moments, nous obtenons les expansions pour les
premiers quatre moments E(ST), r = 1,2,3,4, jusqu’a Pordre 1, 2 et 3 en puissances
de n=1/2, ¢’est-a-dire les expansions a erreur d’ordre n=*, n=%/2, n=2.

e le troisitme, Cinquiéme moment, est une extension du chapitre précédent en ob-
tenant 1’expansion du cinquiéme moment de la moyenne studentisée de Hall, E(S?).
e le dernier, Fonction de distribution, présente 'expansion d’Edgeworth, jusqu’a

I'ordre 3, pour la fonction de distribution de la moyenne studentisée de Hall, Fi .



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre présente des notions et des méthodes qui seront utiles pour la recherche en-
visagée. En particulier la restriction & une population standardisée est explicitée. Nous
commencons avec la pratique des deux tests Z et ¢ pour une moyenne en cas de variance
non-connue, ce qui a conduit a I’étude de S,, dans ce mémoire.

Dans la suite il est toujours sous-entendu que les espérances utilisés dans les formules
existent.

1.1 La moyenne studentisée en pratique

1.1.1 Exemples de tests pour une moyenne

Cette section présente des exemples de tests pour une moyenne dans les trois cas typiques :
variance connue, variance estimée et population normale, variance estimée et population
générale mais grand échantillon.

Exemple 1.1.1. Niwveau des pluies.

Cet exemple est tiré de [13].

Des relevés effectués pendant de nombreuses années ont permis d’établir que le niveau
naturel des pluies dans Beauce en millimétres par an suit une loi normale N(600,100?).
Des entrepreneurs, surnommés faiseurs de pluies, prétendaient pouvoir augmenter de 50mm
le niveau moyen de pluie, ceci par insémination des nuages au moyen d’iodure d’argent.
Leur procédé fut mis a ’essai entre 1951 et 1959 et on releva les hauteurs des pluies dans
la table suivante. Que peut-on conclure ?

Année| 1951 | 1952 | 1953 | 1954 | 1955 | 1956 | 1957 | 1958 | 1959
mm | 510 614 780 512 501 534 603 788 650




Comme souvent, une question de recherche est traduite en une question statistique.

Soit p la moyenne du niveau de pluie sous le procédé, en mm.

Question de recherche : est-ce que p = 6507

Question statistique : décidez entre les hypotheéses

Hy : 1 =600 contre Hy : p =650, avec niveau de signification oo = 5%.

Comment décider ? Puisqu’il s’agit de tester la valeur p, il est naturel de s’intéresser a
'observation X, moyenne des observations qui nous apporte le plus de renseignement sur
p. Alors X est la statistique de décision, et la régle de décision sera : rejetez Hy si X est
trop grande.

Si Hy est vraie, comme l’expérience a porté sur n = 9ans, et la variance est connue,

X ~ N(600, 2%5) soit Z = {580 ~ N(0,1).
Région de rejet : Z > 21 =1,64.
La moyenne d’échantillon observée est X = %Zl X; = 610,2, et Z = #0260 _ 305,

100/3
Donc on accepte Hy car Z < 1,64.

On peut aussi rejeter Hy si X > o + zl_a\/iﬁ, d’out X > (600 + 1, 64%) soit X > 655.

D’aprés les données on a X = 610, 2.
Conclusion : acceptez Hy, les données ne supportent pas significativement Hj.

Remarqons que la procédure du test est la méme pour les hypothéses Hy : = 600 contre
Hy : ;> 600. La conclusion est : acceptez Hj, la moyenne n’a pas augmenté, c¢’est-a-dire
que l'insémination était sans effet positif notable sur le niveau des pluies.

Exemple 1.1.2. Sécurité de ’eau d’une plage.

Cet exemple est tiré de [3].

Un service de santé de la ville souhaite déterminer si I’eau d’une plage de lac est dans le
niveau de sécurité de 200 bactéries par unité de volume. Un chercheur a prélevé 10 échan-
tillons d’eau d’un volume unitaire et a découvert le nombre de bactéries noté ci-apres.

175, 190, 215, 198, 184, 207, 210, 193, 196, 180.

Les données indiquent-elles fortement qu’il n’y a pas de motif de préoccupation ?

Soit ¢ le nombre moyen actuel de bactéries par unité de volume d’eau. L’affirmation pas de
motif de préoccupation se traduit par u < 200, et le chercheur cherche des preuves solides
a I’appui de cette hypothése. Donc, la formulation du probléme de test pourrait étre :

Hy : =200 contre Hy : 1 < 200 avec niveau de signification ov = 1%.

Etant donné que la variable de population X est le nombre de bactéries dans une unité
de volume, un modele typique pour la distribution de X est une distribution de Poisson
a moyenne p. Comme cette moyenne est grande (au moins sous ’hypothése nulle), 'ap-
proximation normale pour la distribution de Poisson est acceptable. On peut donc traiter
la population X comme normale & moyenne p. Nous utilisons le test ¢ de Student avec

statistique a test T' = ?/_\?%) a 9 degrés de liberté.




Puisque H; est du coté gauche, nous définissons la région de rejet T < ty9;. D’apres la
table de ¢, nous trouvons que la valeur de tp0; a 9 degrés de liberté est égale a 2,821.
Région de rejet : R: T < —2,821.

Les calculs a partir d’échantillon donnent

X=1%X;, soit X =194,8

%=L 53X, —X)? soit S=13,14

T 1948200 _ 526 _ | 95
T 13,14/V/10 4,156 ) :
La valeur observée T' = —1, 25 est supérieure a —2, 821, I’hypothése nulle n’est pas rejetée

a a = 0,01. Sur la base des données obtenues & partir de ces 10 mesures, il ne semble pas y
avoir de forte preuve que la moyenne réelle se situe dans les limites du niveau de sécurité.
Alors que la moyenne observée satisfait le seuil de sécurité, 196,8 < 200, le test statis-
tique conclut tout de méme que la condition de sécurité, p < 200, n’est pas satisfaite. Une
explication est une trop grande variance dans les données.

Exemple 1.1.3. Contréle du processus de remplissage des paquets de café.

Une fabrique de torréfaction fournit du café en grains en paquets de contenu nominal 250g.
Comme le systéme de remplissage a une variance, le producteur prévoit une marge et orga-
nise le systéme pour un contenu d’au moins 260g. Comme controle de qualité du processus
de remplissage on vérifie un échantillon de 25 paquets pris au hasard dans la production
d’une demi-journée, et leurs contenus donnent une moyenne de X —=257g, avec écart-type
S=10g. Peut-on conclure que le remplissage est sous controéle, ou faut-il intervenir dans le
systéme pour rehausser le remplissage ?

Parameétre p : le contenu moyen d’un paquet de la production, en g.
Question de recherche : est-ce que p < 2607
Probléme pour un test statistique :

Hy: =260 (ou p > 260, la production satisfait)

Hy : <260 (la production ne satisfait pas, reréglez le systéme)

a = 5%. )
ot ; L X260 o 7
Statistique a test : T' = <770 P Z ~N(0,1).
Régle de décision : rejetez Hy si X est trop petit, ¢’est-a-dire si T" est trop petit.
Statistique a test observée : T jp = 21%7/’\/2%) = —1,500.

Valeur p : p=P(T < —1,500|Hy) = 0,067 = 6, 7% > 5%.
Conclusion : on peut acceptez I’hypothése nulle, le systéme satisfait pour le contenu moyen,
il n’y a pas suffisamment d’indication pour intervenir dans le systéme.

Remarquons que, indépendamment du fait que le systéme satisfait la régle du producteur,
on peut formuler une critique de cette régle. Si le systéme satisfait la régle, avec le contenu
X ~ N(260, 10%), alors la proportion de paquets non-satisfaisants le contenu nominal sera
P(X <250) = 0,159 = 15,9% > 1/7. En moyenne plus que 1 sur 7 clients ne recevra pas
les 250g marqué sur le paquet. Il faudrait ou bien diminuer la variance du systéme, ou bien
rehausser la marge de contenu.



Remarque 1.1.4. Testst et Z ou seulement le test t.
Pour le cas de variance estimée, nous avons illustré deux tests, ¢ et Z, qui sont largement
acceptés dans la littérature. Ils sont basés sur les deux théorémes :

T ~t:~t,_1 si X est normale

T~ 7 :~N(0,1) si X est générale et n grand, parce que T’ Ny
Quelques auteurs présentent un seul test : T' ~ t dans le cas d’une population normale, et
dans le cas d’une population non-normale on peut utiliser le méme test a condition que
I’échantillon est grand.

La section suivante présente une petite recherche bibliographique de la pratique pour le
test basé sur 7.

1.1.2 Pratique dans I’éducation en statistique appliquée

La table donne un apercu des protocoles pour le test pour une moyenne dans le cas
de variance estimée, comme présentés dans une collection de livres de type Introduction
a la statistique ou Un premier cours en statistique appliquée. Nous avons considéré une
collection de livres disponibles a la Faculté des Sciences & I’'UB ou sur des sites internet ou
communiqués par les directeurs du mémoire. Il n’y a pas de homogénéité pour le test T :
on propose parfois les deux distributions ¢ et Z, parfois une distribution ¢.

La table oblige a constater que la présentation du test pour une moyenne dans le cas
de variance estimée dans la littérature éducative n’est pas uniforme.

1.1.3 Relation avec I’étude de la moyenne studentisée de Hall

Suite au résultat bibliographique de la section précédente, se pose la question : lequel
des deux protocoles, t et Z, ou seulement ¢, est préférable pour la vraie distribution de
la moyenne studentisée T'? Le promoteur en collaboration avec Menus Nkurunziza m’ont
introduit dans leur approche et leur étude (Nkurunziza & Vermeire [10]) de cette question :
comparer les erreurs des approximations Z et t pour la vraie distribution de T'. Ils se
sont inspirés de la méthode et les résultats de Hall [3],[2, chapter 2|, qui présente une
étude de I'approximation Z pour la moyenne studentisée de Hall, .S,,, & I’aide d’expansions
d’Edgeworth. Le mémoire étudie et continu I'étude de Hall pour l'aspect erreur de la
fonction de distribution Fz = ® par rapport a la vraie fdi Fj, .

1.2 Notions d’ordre, o et O, o, et O,

Les notions d’ordre sont utiles pour décrire la précision ou la taille de ’erreur d’une série
coupée comme approximation d’une fonction ou d’une statistique.

Pour une étude générale de ces notions nous référons a la littérature, par exemple le livre de
Mittelhammer. Nous reprenons ici les définitions d’ordre en probabilité, ainsi que quelques
propriétés et exemples.



TABLE 1.1 — Le test T dans la littérature de base.

Livre

Présentation du test pour wune
moyenne, cas de variance estimée
- la distribution de la statistique
studentisée T

Barrow M. (2009) Statistics for Economics,
Accounting and Business Studies. 5th Ed.,
Prentice Hall, Pearson, Harlow (England).

1. Grand échantillon : Z
2. Petit échantillon, population
normale : ¢

Johnson R., Freund J., Miller I. (2011) Miller
and Freund’s Probability and Statistics for
Engineers. 8th Ed., Pearson, Boston.

1. Grand échantillon : Z
2. Petit échantillon, population
normale : ¢

Lefebvre M. (2011) Probabilités, statistique
et applications. Presses internationales Poly-
technique, Canada.

1. Grand échantillon : 7
2. Petit échantillon, population
normale : t

Moore D.S., McCabe G.P. (2014) Introduc-
tion to the Practice of Statistics. 8th Ed.,
Freeman, New York.

Pour une population normale ou
grand échantillon : ¢

Vermeire L. (2019) Probabilités et statistique
inférentielle. Texte du cours, KU Leuven et
Université du Burundi.

1. Grand échantillon : Z
2. Petit échantillon, population
normale : ¢

Thomas H. Wonnacott & Ronald J. Wonna-
cott (1990) Introduction Statistics for Busi-
ness and Economics . 4th ed., Wiley, Canada

1. Grand échantillon : Z
2. Petit échantillon, population
normale : ¢

Bernard Rosner (2006) Fundamentals of Bio-
statistics. 6th Ed.,Thomson Brooks/Cole,
Canada

1. Grand échantillon : Z
2. Petit échantillon, population
normale : ¢

Saporta G. (2006) Probabilités, Analyse des
données et Statistique. 3e Ed. Reéviséé, Edi-
tions Technip, Paris

Pour une population normale ou
grand échantillon : ¢

Saporta G. (2011) Probabilités, Analyse des
données et Statistique. 3e Ed. Réviséé, Edi-
tions Technip, Paris

Pour une population normale ou
grand échantillon : ¢

Richard A. Johnson and Gouri K. Bhatta-
charyya (1987) Statistics Principles and Me-
thods. 3e ed., Wiley

1. Grand échantillon : Z
2. Petit échantillon, population
normale : ¢

Dennis D.Wackerly, William Mendenhall
III, Richard L. Scheaffer (2008) Mathe-
matical Statistics with Applications. Tth
Ed.,Thomson Brooks/Cole, Canada

1. Grand échantillon : 7
2. Petit échantillon, population
normale : ¢




Définition 1.2.1. Les notions d’ordre en probabilité. Considérez a,, € R, n — oo.

1. Une va X,, est d’un ordre plus petit que a, en probabilité, noté¢ X, = o,(a,),

si %
o Py,
an
2. Une va X,, est d’un ordre (au plus) a, en probabilité, noté X,, = O,(a,), si pour
toute € > 0 il existe un M > 0 et N > 0 telle que

it

Exemple 1.2.2. Quelques exemples pour récapituler o et O, et pour illustrer o, et O,
pour n — oo.

X

Qn

>M)<e pour tout n > N .

1. Si a, /b, — ¢, ol ¢ est une constante, alors a,, = O(b,,).
Si ¢ # 0 alors on dit que a, est exactement du méme ordre que b,.
Si ¢ = 0 alors on a méme a,, = o(b,).

2. Souvent O est plus informatif que o. Par exemple
ap = 2n* — 3n* + 2 = o(n?)

mais
an :=2n* — 3n* + 2 = O(n?)
donne 'ordre exact de la taille de a,,.

3. De la série de Taylor

=14y —~ -
n  2lnz2  3ln3 7

on obtient )

e/ =1+~ +o(n™)
n

1/n 1 -2

e’ =14+—-+0(n"").

n
4. Pour une va X,, a variance finie, on a
X, — E(X,) = o,,( V(Xn)) (1.1)

comme corollaire de I'inégalité de Tchebychev.

En effet pour Y, = (X, — E(X,))/y/V(X,) et une ¢ > 0 donnée, il faut trouver
M = M(e) tel que P(|Y,] > M) < e. L'inégalité¢ de Tchebichev procure P(|Y,| >
M) < E(Y?)/M? = 1/M?. 11 suffit de choisir 1/M? = ¢, c’est-a-dire M = ¢~ /2.

5. Soit X,, ~ N(0,1), alors X,, = O,(1).



6.

Les propriétés d’ordre de type

an =o(n %), by =o0(n"") = an+ by =o(n"?), anb, = o(n"*?),
4 =0 ?), by =0(n"") = an+by=0(n""?), anb, = O(n~*?),

passent pour l'ordre en probabilité :

Xn = 0p<n71/2)7 Yn = OP(nil) —— Xn + Yn = Op(nil/Q)’ XnYn — Op(n73/2)’
X, = Op(n*1/2)7 Y, =0,n") = X,+VY,= Op(n71/2)7 X,Y, = Op(nfS/Q).

7. Sia, = 0(n~Y?), X,, = O,(n), Y, = 0,(n?), alors a,X,Y, = O,(n"?).

8. On connait la propriété :

11.

12.

si b, /a, — ¢ pour une constante ¢, alors b, = O(a,).
Elle passe pour l'ordre en probabilité :

. d . . . . .
si X, /a, — X pour une variable aléatoire X,, a variance finie, alors X,, = O,(ay,).

Xy =Oplan) == | Xa| = Oy(an).
10.

Pour la moyenne d’échantillon d’une population X a moyenne p et variance finie on
a

X —p=0,(1), X= Op(n_l/Q) : (1.2)
La premiére égalité suit de la loi des grands nombres, X - E(X) = . La deuxiéme
égalité est un corollaire de 'inégalité de Tchebychev. Alors pour la population X a
moyenne 0 et variance 1 du probléme initial de ce mémoire on a

X =o0,(1), X=0,n"?. (1.3)

Comme dans le livre de Hall, nous utiliserons des propriétés du type :

si S, = U, + O,(n~Y?) alors E(S,) = E(U,,) + O(n~Y/?).

Remarquons que cette propriété peut donner un résultat faible ou un ordre exact. Par
exemple de X = O,(n~'/2) on obtient E(X) = O(n~1/2), alors que nous connaissons
le résultat plus fort E(X) = 0. On obtient aussi X = O,(n™1) et E(X?) = O(n!)

qui donne l'ordre exact, puisque E(Xz) =V(X)=V(X)/n=1/n.
Des deux items précédents, et > 1, on obtient

X' =0,(n"?), E(X)=0(n""?).
Ceci confirme une propriété du livre de Serfling (2002), p.68 : si E|X|" < oo alors

QZ&

T o). (1.4)




1.3 Série binomiale

Pour des nombres a € C, x € C, la série binomiale est
N
14 2)* = 2"
=3 (1)
k=0
et la série est stirement convergente si |x| < 1. En particulier,

1 3 5 35
(1+z) V2 =1— 5T gr = e gt e (2l <)

et, pour x — 0,

1 3 Y
1 “1/2 _q1_ = 2o =
(1+2) 2:1:+8:17 163: +O( )

1.4 Multinomium

La forme générale du multinomium est

(x14...+2,)" = Z (kl n k)x’fle’“

k1>0,...,kr >0
> ki=n

ou le coefficient multinomial, avec n € N, chaque k; € N, > k; = n, est

n B n!
ki,... k) kilk

Quelques applications pour >, X; = X; +... X,

(Z Xl-> Z X2+ Y XX,

k£l
= Z X7 +2) XpX,
k<t
<ZX> ZX3—|—3 YOXIX 6 Y XXX
i kA0 k<t<r

(ZX) ZX4+4 SN+ 6> XEX?

kL k<t

+12 ) XXX +24 ) Xp XXX,

<r k<l<r<s
£k, r#£k

10

(1.5)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)
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(ZX,)S =Y x5 Y XX 110 XEX7

kA6 kAl
+20 ) XPX,X, +30 ) XPX[X,

‘<r k<t

Ry rk,r#0
+60 > XPXX X, 41200 ) XXX XX (1.11)

I<r<s k<t<r<s<t
L#£k,r#k,s#k

1.5 Expressions pour des moments mixtes d’échantillon

Soit X une population & moyenne 0 et variance 1, et notons son asymétrie v et sa kurtosis
K.
Quelques moments des variables aléatoires X et X2 —1 :

E(X)=0, E(X?)=V(X)=1, E(X?) =7, E(X") =r+3, o, =EX"), (1.12)
E(X?-1)=0, V(X*-1)=V(X?) =x +2. (1.13)
Deux expressions générales de moments mixtes :
E(X))E(XS) = apa,, j#i
E(XZ+S) = Qr4s, J=1

Qr sy, ] 7£ ku ]7£ 4
E(XIZX;X;)‘]W% =4 Qrps, J=k 7& 4
(6798 PHEN ] =/ 7é k.

E(XX?) = {

Quelques expressions spécifiques qui seront utiles dans la suite :

0, ki
E(X;X.,) =
(XiX) {1, k=i
0, ki
E(Xz-x,b:{ 7
v, k=i
0, ki
B(XXY) - 2
k+3, k=1
1, ki
E(X2X2) = 7
k+3, k=1



12

E(X;X]) =

aT‘+17

E(Xp X, X |k# 0

2

B(Xu(X2 = 1)X7)],, =0

(0, (40 k+#i

E(XiX,foﬂk#: v, k=1i#Y
7, (=iFk

(42, (r,5) = (k, 0)
E(XkXZXfXL?)‘k#&T#S = 727 (Ta 8) - (67 k)

\ 0, autrement.

Prouvons par exemple ce dernier. Supposez k # { fixées, puis considérez r # s. Utilisez la
factorisation de I’espérance pour des variables indépendantes.

Si (r,s) = (k,0) alors E(X; X, X?X?) = E(X}X}) = E(X}?)E(X}) = % Pareillement si
(r,s) = (£, k). Sir=k,s # ( alors E(X;, X, X?X?) = E(X}X,X?) = E(X})E(X/,)E(X?)

= x 0 x 1 =0. Pareillement pour les cas r = ¢, s # k ou si {r, s} a un seul élément en
commun avec {k,¢}. Si {r,s}N{k, ¢} = 0 alors E(X; X, X2X?2) = E(X;,)E(X,)E(X>)E(X?)
=0x0x1x1=0.

1.6 Meéthodes de calcul pour E(Yk 76)

Dans le calcul de E(S,,), E(S?), etc. nous rencontrerons des espérances du type E(Yk 76)
ou X et Y = X? — 1 ont chacune moyenne zéro. Comme inspiration pour de tels calculs,
nous illustrons plusieurs méthodes pour calculer en particulier

E(X) =n 2y (1.14)
ou l'expression équivalente
3
E[(ZX) } = ny. (1.15)
Méthode 1. Par le multinomium

(S0) - e ¥

k0 k<t<r

E[(Zxﬂ —ny+0+0=n7.
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Méthode 2. Obtenir la récurrence et exploiter ’'indépendance des X;
3
Notons les indices ¢ = 1,...,n, j = 1,...,n—1, et A, = E{(ZZXZ) } Considérez

I’expansion

3 3
(Z X¢> = (Z X+ Xn> ol ZXj et X,, sont indépendantes
( J J
3 2
= (%) 3 (X x) s (Do X)) a2+ XD
J J J

Pour les espérances des termes a droite, notons par exemple le deuxiéme :

E[(>2; X;)?X,] = E(3; X;)*E(X,) = 0 parce que E(X,,) = 0. On obtient

An:EKZXi)s} = Ay +0+0+7

c.-a-d. la formule de récurrence
An =7+ Anfl .

Par récurrence on calcule A, = (n — 1)y + Ay, ot A; = E(X}) =7, et donc

A, = E[(Z Xi>3] — .

Méthode 3. Par la fonction génératrice des moments

3
Soit M (t) la fgm pour >, X;, alors E {(Zz Xi> ] = D3M(0). On calcule facilement

M (t)

M(t)
D3M(t)

E[@tZ'XZ} ( )]n
n[Mx(8)]" 1DMx()
n(n —1)(n — 2)[Mx (t)]"*[DMx (1))
+3n(n — 1)[Mx (£)]" 2 [DMx (£)]2D2Mx (t) + n[Mx ()" D*Mx (1)

En utilisant M (0) = 1, DMx(0) = E(X) = 0, DM (0) = E(X?) = 1,
D?*Mx(0) = E(X?) = v on obtient D3M (0) = n~y.
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Méthode 4. Factoriser et utiliser la covariance, et 'indépendance des X;
3 i 2
B[(Xx)| —5|(Zx) ]
i L j
[ 2
=c|(Xx) X
L Z ]
— o[ Y N YK

k0 j

=3 ) O X))+ ) D (XX, X;)

J kAl

=ny+0.

1.7 Restriction a une population standardisée

Cette section montrera que pour les calculs concernant la moyenne studentisée de Hall .S,,,
qui est au cceur de ce mémoire, on pourra se limiter au cas d’une population standardisée.

Lemme 1.7.1. Lemme de la standardisation. Soit une population X et notons les
moments ay = o x = E(XF¥) et les moments centrés py, = . x = E(X —p)*, k=1,2,....
Alors la moyenne, la variance, ’asymétrie et le kurtosis sont respectivement y = oy, 02 =
fo, ¥ = pz/o3 et k = py/o* — 3. Pour un échantillon iid X;,..., X, de X, notons la

moyenne d’échantillon et la variance d’échantillon (non corrigée pour biais)

Xen 'YX, 2=t Y (x-X) =at Y- X

(2

les moments d’échantillon, les moments centrées d’échantillon, et les moments centrés
d’échantillon & moyenne estimée respectivement
. > X} b > Xi — )" >i(Xi — X)*

A = Oy k= Mp=Up=—" ",
n n n

et la moyenne d’échantillon studentisée de type Hall (la moyenne studentisée MM)

S :nl/QE
n é’ .

Notons la variable standardisée Y = (X — pu)/o. Alors Yi,...,Y,, avec Y; = (X; — p) /o,
est un échantillon iid de Y, et on a les relations suivantes entre les moments de population
et les moments d’échantillon des deux variables X et Y :
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1. Relation entre les moments de population. Y a la moyenne 0 et la variance 1, la
standardisation ne change ni ’asymétrie ni le kurtosis, mais cela n’est pas le cas pour
les moments :

py =0, 032/:1, ak7y:ﬂk7y:%, VWw=9x =7, Ky=kx==kr. (1.16)

En particulier, pour le cinquiéme moment,

1
sy = % == (a5 — B + 10p e — 10p°an + 4p°) (1.17)
2. Relation entre les moments d’échantillon.
. X—-u ., 02 br my
Y = PR Oy = ga Ay = bk,Y = Fa mry = F (118)

3. En particulier, la distribution de la moyenne studentisée de Hall pour X est la méme

que celle pour Y :
Sny = Sn.x (1.19)

et donc, Fs, x = Fs, v.

Preuve. Des calculs simples. Par exemple, de Y = (X — ) /o, on a py =0, 0% =1, et on
calcule facilement Y; — Y = (X; — X)/o et

>y — MY)k _ > sz _ (X — ru)k — b_k

by —
kY n n nok ok
~2 ZZ(Y; — Y)Q Zz(Xz _ X)Z o?
n no o
Sy =02 L e X e X

Oy Oy (o

Corollaires pour la moyenne studentisée S,

e La distribution de la moyenne studentisée S,, pour une population X ne dépend pas
de la moyenne ou la variance de population, mais uniquement des proprié¢tés de sa
variable standardisée (X — pu)/o.

e Pour les calculs de I'expansion d’Edgeworth de la fdi de la statistique studentisée

X—up

g

Sn _ n1/2

d’une population X on peut supposer X standardisée, et donc

S, :n1/2X
n 6_7

a condition de substituer dans ces résultats X par la variable standardisée (X —
) /o, en particulier & condition de lire le moment oy, = E(X*) comme le moment
standard oy, = E[(X — u)/0]*.



Chapitre 2

Premiers moments de S,

Ce chapitre débouchera sur les expansions pour les premiers quatre moments de la moyenne
studentisée de Hall, E(S!), r = 1,2,3,4 jusqu’a l'ordre 1, 2 et 3 en puissances de n=12
c’est-a-dire les expansions a erreur d’ordre n=, n~%/2, n=2. Nous obtenons les expansions a
'ordre 2, donc jusqu’au terme en n~! ou a erreur d’ordre n=3/2, énoncés dans le livre de
Hall, p. 72-73. Nous élargissons ces expansions jusqu’a l'ordre 3, donc & erreur d’ordre n=2.
En plus, nos calculs offrent des expressions complétes pour plusieurs moments mixtes

d’échantillon.

2.1 Expansions pour 5, et ses premiéres puissances

Du probléme initial, nous considérons la moyenne studentisée de type Hall,

_ _ N —1)2
S, =n*?X /6 =n'/?X (n_l Z(XZ — X)2>

i

_ N —1)2
— /2% (n_l P X2> (2.1)

ou X peut étre traitée comme une variable standardisée, & moyenne 0 et variance 1. Cette
section développe les expansions pour S, & erreur d’ordre n=', n=3/2, n=2 respectivement.
Puis pareillement pour les puissances S?, 53, S Nous insistons sur la structure des ex-
pressions a l'aide d’abréviations, pour bien révéler 'ordre des termes.

Dans le livre de Hall on passe vers ’expression modifiée

_ -2
S, = n1/2X(1 Fa S (X2 1) - X2> . (2.2)

7

Ce choix permettra de voir facilement 'ordre des termes : sachant que X = Op(nfl/ %) pour
toute population X & moyenne zéro, alors n=* Y, (XZ2 - 1) = 0,(n"'/?) comme moyenne

d’échantillon d’une population X? — 1 & moyenne zéro.

16
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Le membre droit a la structure suivante, avec explicitation de I'ordre de ses termes :

S, =A(1+B+C)"? (2.3)
—A(l+2)Y?, z:=B+C,

ol

A=K =0 (30 X)) = 0,(1)

B:=n"") (X7 —1)=0,(n""?) (2.4)

Ci= X' = (YX) =0,

Comme z = B + C = O,(n~%?), la série binomiale est valable :

1
S, = A +x)71/2, (14+z)V2=1- 5:1:—1—%3:2— %x3+0(x4)
S2=A*(1+42)"", (I+az)'=1-2+2*—2°+0(a")
3 3 ~3/2 ~3/2 3 15 5 35 3 4
So=A(1+x)7, (1+2) :1—§x+§x—1—6x + O(z2")
St = A1+ 2)72, (1+2)%=1-2z+32° — 42° + O(z2?)

ou

t=B+C, B=0,n"?), C=0,(n"
2= (B+C)* = B*+2BC + 0,(n?)
2* = (B+C)* = B>+ 0,(n?).

Alors, on obtient le lemme suivant.

Lemme 2.1.1. Pour S, et ses puissances 1 a 4, on obtient les équations de structure par

rapport aux puissances de n=1/2 :
1 1 3 3 5
—Al1— B0+ B+ °BC - 2B? -2
So=A{1= 5B =20+ 2B+ 1BC - 2B} + 0,(n?)
- 1 1., 3., ujo
_A{1 B 20+83}+op(n ) (2.5)
1 1
_A{1—§B}+Op(n )
52 = A2 1—B—C’+Bz+QBC—B3}+Op(n’2)

{
- A2{1 ~B-C+ 32} +0,(n~%?) (2.6)
_ AQ{

- B} +0,(n™Y)
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3. 3., 15 15 35
$=A*1--B--C+—B*+—BC - —B° 2
S 5B 50 +3 TBC - 16 }+Op(n)
3. 3., 15
— A3 " n_ Y Y 2 3/2
L 2C+8B}+Op(n ) (2.7)
3 _
QB}"‘OP(TL 1)

n

st= A1 2B 20+ 3B+ 6BC — 433} +0,(n7?)

o
—a{1-
_ A4{1 — 9B 20 + 332} +0,(n"%?) (2.8)

A
tous avec A, B, C' de (2.4).

2.2 Expansions pour les premiers moments de 5,

Théoréme 2.2.1. Pour le premier jusqu’au quatriéme moment de S,, les expansions en
puissances de n='/2 a Pordre 1, 2 et 3 sont données par les expressions suivantes.

1
E(S,) = —571‘1/27 +0(n™) (2.9)
__ %nm,y + O (2.10)
N S V- TN S V7Y NI L SOV -2
=—gn~ " + " <3a5 5 Y 357) +0(n™7) (2.11)
E(S2)=1+0(n") (2.12)
= 1+n71(292 4 3) + O(n%?) (2.13)
=1+n'(27*+3)+0(n? (2.14)
E(S3) = —;n_l/Qv +0(n™) (2.15)
_ —gn% +O(n?) (2.16)
1 1
= —Zn_l/Q'y + —n 32 (33a5 - Eﬁv —105v* — 4777) +0(n™?) (2.17)
2 8 2
E(S}) =3+0(n™) (2.18)
=3+ n1(28v% — 2k + 24) + O(n~?/?) (2.19)

=3+n (289" =2k +24) + O(n7?). (2.20)
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oll interviennent les moments a;, = E(X*), k = 1,2,..., et en particulier 'asymétrie
v = E(X?) et le kurtosis k = E(X?) — 3.

Pour une population initiale X générale & moyenne p et variance o2, la moyenne studentisée
de Hall est S,, = n'/?(X — p)/5, et les expressions ci-dessus restent valables, & condition
de lire X dans ces expressions comme la variable standardisée (X — p)/o, donc le moment
ay = E(X*) comme le moment standard oy = E[(X — p)/o]® = uy /0" ; en particulier on a
7 et x sont I'asymétrie et le kurtosis de X et az = E[(X — u)/0]® = us/0® est le cinquiéme
moment standard.

Interprétation. Pour les moments E(S*) d’ordre k = 1,2,... de la statistique studentisée
S,,, on peut analyser leurs expansions en puissances de n~/2 d’ordre 1 & 3 sous deux points
de vue :
e Quels facteurs de population faut-il inclure dans I’ expansion d’'un moment afin
d’atteindre une précision d’ordre 1, 2, 3 respectivement ?
e Quels facteurs de population sont dominants pour ces moments ?
Du théoréme, pour les moments d’ordre 1 & 4, on peut conclure :

1. L’expansion asymptotique de chaque moment de S,, dépend uniquement des moments
standards de population.

2. Globalement, pour une précision d’ordre 1 a 3, il faut inclure les moments de popula-
tion d’ordre 3 & 5, respectivement ’asymétrie v, le kurtosis x, et le moment standard
as.

3. Effet des moments de population :

e Le premier facteur est 'asymétrie v, et elle a un effet dés l'ordre 1 pour les
moments impairs, et dés l'ordre 2 pour les moments pairs.

e Le deuxieme facteur est le kurtosis x, et il a un effet que dés I'ordre 2 et seulement
pour le quatriéme moment.

e Le cinquiéme moment a un effet seulement des 'ordre 3, et cela que pour les
moments impairs.

4. Pour obtenir dans I’expansion des moments de .S,, une précision progressante a partir
de 'ordre 1, il faut typiquement inclure des moments de population d’ordre progressif
a partir de I’asymétrie :
e pour une précision a 'ordre 1, au maximum |’asymétrie intervient ;
e & l'ordre 2, au maximum l’asymétrie et le kurtosis interviennent ;
e & l'ordre 3, au maximum ’asymétrie, le kurtosis et le moment standard d’ordre 5
interviennent.

5. Les expansions montrent des paires d’expansions égales :
e Les expansions d’ordre 1 et 2 sont égales pour les moments impairs.
e Les expansions d’ordre 2 et 3 sont égales pour les moments pairs.

Preuve pour le théoréme. Pour calculer les moments E(S,,), E(S2), E(S3), E(S?), les
équations de structure (2.5)-(2.8) indiquent le calcul des espérances des termes a droite,
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comme E(A), E(AB), etc. Il faudra essentiellement les espérances suivantes, des moments
mixtes d’échantillon de la forme

Aps = {(ZX) [Z - 1)} } (2.21)

que nous prouverons aprés. Chaque sommation se fait de 1 a n, sauf marquée autrement.
E{Z XZ-} ~0 (2.22)

E{ ZXZ-)Q —n (2.23)

(

E{ (Z X,-) = ny (2.24)
E{ (Z Xi>4 =30 + s (2.25)
E{ (Z Xi>5 = 1002y + n(as — 107) (2.26)

E{ (Z Xi>6 = 150% + n2(1072 + 15k) + n(ag — 107% — 15k — 15)
(2.27)
E{ (Z X,) [Z (XJ? 1 ] = ny (2.28)

i Z(X} 1

= 3n*y + n(as — 4v) (2.30)

= n?(4y* + 6k + 12) + n(ag — 49> — Tk — 15) (2.31)

=

= 157 n® + n*(10a; + 1557 — 207)
+ n(a; — 1las — 156y + 57) (2.32)

= n?(60y* + 45K + 90) + n*(150 + 26057 + 15x3

J
}
j
J
)
J
} =k +2) (2.29)
}
}
|
|

— 75k — 20072 — 225) + n(ag — 1605 — 2657y
— 15k% + 30k + 140~ + 135) (2.33)

B{ (X %) [ (x2 - )]} = ntas - 29) (2.3)
E{ (Z Xi)z Z (XJ? . 1) 2} = 2292 + K+ 2) + nlag — 292 — 3k — 7) (2.35)
B () [ (-]}

= n?(3as + Tky + 8y) + n(ar — 5as — Try — 7v) (2.36)
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4 2
E{ (Z Xi> [Z (Xf - 1)] } = n3(1292 + 3k + 6) + n2(6ag + 12ya5 — 5277
+ Tr? 4+ 8k — 18) + nag — 8ag — 12ya;
+407? — Tk* — 10K + 15) (2.37)

= 3n*(ky + 27) + n(ay — 3as — 3ky — 37) (2.38)

2 (326) [0 -] }
B{ () S0 (x2 1)} = e + 6ay 4 302 4 95— 122 4.5

+n(ag — 4ag — 6asy — 35% — 65 + 1292 +3)  (2.39)
3r 13
E{ (Z XZ-) Z(X; . 1) } = n3(9k7 + 6% + 187) + n?(3a7 + 10agy + 12ask
+ 1505 — 69k — 187 — 1397) + n(ay — 6a7 — 1047y
— 1205k — 12a5 + 60k + 129° + 1207) (2.40)
3
{ (Z X) [Z - 1)] } — n3(3ag + 3605y + 120672 + 18k2 + 63k + 16892 + 51)

+ n?(6ag + 16aq77y + 22a¢k + 18ag — 1805y + 1202

— 96K? — 360Ky — 364Kk — 4567* — 324) + n(a

— 9ag — 167y — 2204k — 18 + 1445y — 1204%

+ 78k2 + 24072 + 300k + 288~ + 270) . (2.41)

Alors
E(A) = n/2E(X) ‘1/2E<ZX>

~0
E(AB) = n_3/2E{ (Z Xi) (Z(Xf - 1)>}
_ n71/2,y
E(AC) = —n'’E(X) = —”5/2E{ (> Xi)s}
_ n_3/27

Bzt = e{ (X x) (S - v]'}

=n"3% (a5 — 27)

E(ABC) = —n_7/2E{ (Z X,-)S 3 (XJ? - 1) }

= —3n’3/2’y + O(n’5/2)



B(AB®) = mE{ (3 x) [ - 1>]3}
= 30732 (ky + 27) + 0(n~"/?)

B(A?) = nE(X") = nV(X) = V(X)
=1

E(A%B) = n_ZE{ (Z Xi>2 S O(x2 - 1)}

=n"t(k+2)
E(A%C) = —n—3E{ (> XZ->4}
=-3n"'+0(n?

E(A2B?) = ‘SE{ <ZX> [Z (X2 - 1)}2}

2y +K+2)+0(n7?)

E(A’BC) = n_4E{ (ZX) Z<X§—1>}

=O0(n™?)
E(A2B%) = ‘4E{ <ZX> [Z (X2 - 1)}3}
=0(n?)
E(A%) = n’3/2E{ [Z Xi]s}

_ n_1/27

E(A*B) = n—5/2E{ (Z XZ->3 Yx2- 1)}

=302y + 3% (a5 — 4)

E(AC) = —rﬂ/zE{ (Z Xi> 5}

— —10n~ 3/27_‘_0( 5/2)

E(A%B?) = —7/2E{ (X7 - 1 }
n=*?(3a5 + 757—1—87) +0(n™%7?)
E(A*BC) = n-9/2E{ X2 1 }
= —15n73/%y + 0( 5/2)
E(A3B?%) = 9/2E{ (X7 - 1 }
= (9K + 67° + 187) 3/2 + O(n %%
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E(AY) = n—2E{ [Z Xir}

=3+n 'k
E(A*B) = n-3E{ (Z XZ-)4 yoxz - 1)}
=n"1(4y* + 6K + 12) + O(n™?)
E(AC) *4E{(ZX) }
= 150"+ 0(n?)
E(A'B2) = n4E{ (ZX) [Z X2 - 1)]2}
=n" (127> + 3k +6) + O(n™?)
E(A'BC) = 5E{(§:X) }:(X}—1)}
=0(n™?)

Alors, par exemple, pour le premier et le deuxiéme moment, a erreur d’ordre n=/2, on
obtient
1 1 3 9 —3/2
E(S,) = E A[1—§B—§C+§B ] +0, (%)
! 1 3 2 —3/2
=E(A) - §E(AB) — §E(AC) + gE(AB )+ 0%
1 1 3
=0- 571_1/2’)/ + 571_3/2'7 + gn_3/2(a5 — 2’7) + O(n_3/2)

= —%nmv + O(n%?)

E(S2) = E(A%) — E(A’B) — B(A%C) + E(A%B?) + O(n™*?)
=1-n"'(k+2)+ [?m‘l + O(n_2)] + [n—l(%? tr+2)+ O(n—2)] + O
=1+n"1(29y% +3) +0(n~%?).

Les autres moments aux ordres notés se vérifient aussi.

Reste a prouver les équations - pour des moments mixtes de type Ap, =
E{(> Xi)" [>2(X7 — 1)]}. Nous utlhsons systématiquement le multinomium et les pro-
priétés de la linéarité et la factorisation de 'espérance (la factorisation pour des va in-
dépendantes). Notons qu’il y a une élégance en gardant (X ]2 — 1) ensemble, comme une
variable & espérance 0. Les preuves sont données dans les sections suivantes de ce chapitre.



2.3 Expressions pour Ay & Ay
Calcul pour , A= E(z Xi).
E(Z)Q-) =Y E(X) =0.

Calcul pour (2.23) , Ay = E{ (Z Xi)Q}.
E{ » Xi)Q} - nZE(Yz) = 2?V(X) = n?V(X)/n=n.

Calcul pour (2.24) , A3 = E{ (Z Xi)g}.

Voir (|1.15)).

Calcul pour (2.25) , Ayo = E{ (Z Xz-)4} .

Nous écrivons le multinomium de puissance 4 :

(ZXZ-Y: SOX 4 Y XiX 46> XPX7

P, k<t

+12 ) XXX, +24 Y XXX, X,

l<r k<t<r<s
£k r#k

4
Pour obtenir ’espérance E(Z@ XZ-) , on calcule 'espérance de chaque terme a droite :

E(Xf) —k+3

3 E(Xj) = n(r+3)

7

B(xixt)|, , = B(xE)B(x7)

—1
ZE(X,?X?) -1+ m—-2)+... +1
k<t

= %n(n —1).

Les autres termes ont une espérance nulle. Alors on obtient I'expression ([2.25)).
Remarque : Le calcul par récurrence se fait aussi facilement.

2.4 Expression pour A;

Preuve pour (2.26), A5 = E{(Z XZ-)S}.

24
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Meéthode 1. Par le multinomium

(in)E’Z SxP 5y X +10Y XExZ 420 Y XEXX, +30

k£t k£l #zﬁ«#k
dOXIXIX, 460 Y XPX X, X, 41200 ) Xp XX, XX,
k<t (<r<s k<t<r<s<t
r#k,r#£L U#£k,r#k,s#k
Calculons 'espérance des termes a droite :
E(Xf) — o
Z B (X?) = nag
E<X3X2) -
KN 0 Y
ZE(X,Z’X3> =n(n—1)y.

k£l

Les autres termes ont une espérance nulle. Alors on obtient I'expression ([2.26)) :

E(Z X,-)5 =nas + 10n(n — 1)y

=10y n* + n(as — 10y).
Méthode 2. Obtenir la récurrence et exploiter 'indépendance des X;
5
Notons les indices ¢ = 1,...,n, j = 1,....,n — 1, et A, = E[(ZZX1> ] Considérez
5 5
'expansion (Zl Xi) = (Z] X, + Xn> ou ). X; et X, sont indépendantes, on obtient

la récurrence

A, = E[(ZX)B] = Ap + 10E[<;Xj)3xg} + IOEKZXJ-)QXﬁ] +as

J
= 20(TL — 1)’}/ + (671 + Anfl s

et la solution donne le méme résultat que la Méthode 1.
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2.5 Expression pour A

, Ago = E{ (Z Xi)ﬁ}. Le multinomium pour puissance 6 :

\]

Prouvons (2.2

(ZX) ZX6+6ZX,€X@+15ZX,‘§XE+3O Z XiXoX, +20 ) XX}

kA0 kL k<t
E;Ak r;ﬁk
+60 Y XPXPX, 4120 ) XPXX X, 490 Y XPXPX]
k.l I<r<s k<t<r
tous diff. tous#k
+180 > XPXPX, X, +360 ) XPX,X, XX,
k<tr<s l<r<s<t
tous diff. tous #k
+720 ) XpXoX, X, X, X,
k<l<r<s<t<u

Espérance par terme a droite :
E(X?) = a
Z E(X?) = nag
E(X!XP)],,, = BOX)B(X?) = 5 +3

Y E(XGX]) = n(n—1)(k+3) = (n* —n)(x +3)
o,
E(XliX?)‘kd =7’

STE(EXD) = gnln — 107 = 50"~ n)?

k<t
BOXEXD), . =1
S EBXXIX)) =#{ktr=1,.. n:k<l<r}
k<t<r
1 1 1
= 6”3 — 5712 + 3" (lemme 2.5.1)
Autres termes : 0.
Il en résulte 'expression ([2.27]).
Lemme 2.5.1.
1, 1, 1
#{k:,é,rzl,...,n:k<€<r}:gn — 5" +§n. (2.42)

Preuve 1. Nous calculons

=#{klr=1,....n:k<l<r}
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a l'aide de la table des valeurs £ < ¢ < r possibles, table , ou a(k,l) est le nombre de
valeurs r possible pour une paire k < ¢ donnée, a(k) est le nombre de paires ¢ < r possible

pour un k donné.

TABLE 2.1 — Table des valeurs 1 < k </ <r<n

K alk.0) [ alk) = Yy alk, D)
1 2 [3,....n n—2 |[3(n-1)(n-2)
3 4,....n n—3
n—1|n 1
2 3 |4,...,n n—3 5(n—2)(n —3)
4 D,...,M n—4
n—1|n 1

ko k+1[k+2,...,n|n—k—-1[3(n—k)(n—-k-1)
k+2|k+3,....,.n|n—k—2

n—11|n 1
n—-3|n-2ln-1,n 2 3=132
n—1|n 1
n—2|n—-11|n 1 1=11
)
Comme
1
a(k)zé(n—k)(n—k—l)
1
:§{k2—2nk+k+n2—n}
on obtient

an:Za(k‘):%{ZkQ—2n2k+2k+(n—2)(n2—n)}.

k=1

Des sommes connues

= 1 |
;k—in(nJrl), ;k :gn(n—l—l)@n—l—l)
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on obtient .

1
k= n—2 n—l):§(n2—3n+2)

3

k=1
n—2 1 1
d K= 5 =2)(n=1)(2n = 3) = Z(2n° — 9n” + 13n - 6)
k=1

et finalement on obtient (2.5.1)).

Preuve 2.
n r—1
:#{k,ﬂ,rzl,...,n:k<£<r}:ZZg_l
r=1 (=2
_Z{ (r+1) r—2)—(r—2)}:zn:{lr2_§r+1}
r= 2 2
ou
- 1 1. 1., 1
2.5 ("+1)(2”+1):§”3+§”2+6”
Y +1) 1 2+1
r=-n(n =-n -n.
r=1 2 2
Alors on obtient ([2.5.1)).

2.6 EXpression pour A;;
Calcul pour ), A1 = E{(ZX ) [ ( 1)]}
E{ (Z Xi) (Z(Xj? - 1))} = > D BN -

Y, J=1

BIX:(X} — )] = {0 .

ZE[X X2 -
Z Z E[X;(X] - 1)] = ny
B{(50 %) (S0 -1)} =



2.7 Expression pour Aj;;

Caleul pour (2.29), 421 = E{(> Xi)2 [>° (X2 —1)]}. De I'expansion

(L) (0 -0) = (e ) (X ~U>

_ZZ:EJ:X} +ZZ

j k#L

on obtient :

ZOROROCENNEDHILECERIED I G

7 k#L

On calcule successivement :

r 1 K+2, j=1
E[x?(x? 1) = { ’
S E[X(X2-1)] =42

SN E[XA(XE-1)| =nlk+2)

=0.
ke

B[ (X2~ 1) X, X,|

On obtient 'expression (2.29)).

2.8 Expression pour Aj;

Preuve pour (2.30), 431 = E{(}> XZ-)3 [>- (X7 —1)]} . Ecrivons expansion

(Ex) (Zeg-0)
<ZX5+3 D OXEXe+6 Y Xp XX )(Z(qu))

k£0 k<t<r

i k#£L k<t<r

-1 Xng

2 _ 1) kag}

SN XX 1) 43 Y XEX(XE-1) 46 Y XXX, (X2 - 1))
|2

29



30

Appliquons 'espérance pour les termes a droite :

)] -{7 7 12
h Oa j7£7,

ZE[;XE(X]?—l): = a5 — 7

i

;ZE[ZXE(XJZ — 1) =n(as — )

2 2 , J=LFE
P (-1 - {g’ -
ZE[X,?XZ(XJZ— 1)} —(n—1)y
[

ZZE[X,?X}(X?— 1>} = (n* —n)y.
J ket

Les autres termes ont une espérance nulle. Et on calcule I'expression ([2.30)).

2.9 Expression pour Ay

Preuve pour (2.31)), Ay = E{ (Z Xi)4 [Z (XJZ— 1)} } Avec le multinomium pour puissance
4 on obtient :

(ZX>4<Z (X2 - 1)) - Z<ZX"4+4 STXEX, 46 3 X2X? + 12

i J i k#L k<t

S OXEX r24 Y XngXTXS> (X2-1).
{<r k<t<r<s
£k rk
Calcul des espérance pour les termes a droite :
I 1 ag—kK—3, J=1
Blxi(xz-1)] =4 ° J
: I o, j#i

SEXH(x2-1)| —ag k-3
ZZE-Xf<X]2—1>- =n(ag — Kk — 3)
i i i

_{72, j=1
wee 0o JFL

ZE[X,?XZ <X]2 - 1)} — (n—1)?

k0

B xix (X2 - 1))
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ZZE[XkX£< - 1” = (n*—n)y?

j kAt

k+2, k=j</

=qKk+2, k<l=j
S U k# L #]

ZE[X X2 <X2— 1)} —2(n—1)(k+2)
ZZE[XkXK<X2—1>} (n2 —n)(k +2).

k<t

E[X X2 <X - 1)}

Les autres termes ont une espérance nulle. L’expression ([2.31)) suit.

2.10 Expression pour Aj;

Preuve pour (2.32)), A5, = E{(Z XZ-)5 [Z (X]2 — 1)} } En utilisant le multinomium pour
puissance 5, on obtient :

() [2(x-1)]

(Z XP4+5 ) XiX,+10 ) XEX7 +20 Z XPXoX, +30 > XPX[X,
i k0 k0 k<t
Z;«ék rsék r#k,r#4

+60 Y XPXX, X 4120 ) XngXTXSXt) > (xz-1)].

I1<r<s k<t<r<s<t 7
bE£k,r#k,s#£k

Calculons I'espérance des termes a droite :

E—XE(XJZ—1>_: ar —aQs, J=1
- - 07 ]#Z
SE[XI(X - 1)] = a7 as
— L |
ZZE X?(X? - 1) =n(ar — as)
i g ) .
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ZZE[Xng( —1)] n(n — 1)k +3)

J kAl
Yk+2), =j#k
E[X,fo(Xf—l)”k#: as—v, k=j#£¢
0, C#j.k#]
S E[XXE(X2-1)] = (0= 1)(as = 7) + (0= )1(r +2)
kAl
ZZE[X,?X?(XJQ — 1)] = (n* —n)(as — ) + (n* — n)y(k + 2)
J kAl

E[X,fXﬁX,, (Xf - 1)}

o Y, J=T
k<tr#k,r#L 0, autrement

> E[xExzx, (x2-1)]| .
; k<l,r#k,r#0

> Sefspen ()|, <02

r#ko,r#L g

> SE[xexx (X2 -1)] = Juti— 1) - 20

k<l r#kol ]
1
= 5(713 —3n% 4 2n)y.

Les autres termes ont une espérance nulle. Ainsi, on obtient I'expression ([2.32)).

2.11 Expression pour Ag;

Preuve pour (2.33), A1 = E{(Z Xl-)ﬁ[z (Xj2 — 1)} } Utilisons le multinomium pour
puissance 6 :

(%) 2 (x-1)

<2X6+6ZX,€XE+15ZX,€XE+3O > XXX, +20)  XPXP + 60

kA6 k0 k<t
Z;ék r;ék
> OXIXIX, +120 > XPXX, X, +90 Y XPXPXZ4180 Y XPXPX,X,
kJlr I<r<s k<t<r k<lr<s
tous diff. tous#k tous diff.
+360 > XPXX, XX, +720 Y XngXTXSXtXu> > (Xj —~ 1) .
I<r<s<t k<l<r<s<t<u j

tous #k



Calculons 'espérance des termes a droite :

e (1)) = {0 1
- - 07 Z#]

ZE-Xﬁ(X2—1>- — ag — 0
ZZE_XG(X2 1) n(ag — ag)

_{0457 j={

Z [Xng( — =(n—1Dasy

E X;;’Xg X7 — 1

(k+3)(k+2), j={¢
E[X,ﬁXg(Xf—l)] —dag—rw—3, =k

o, IR rY.
ZE[X;‘X}(XJZ - 1)} — (n=1)[(k+3)(5+2) + (a6 — 5 — 3)]
k£l
ZZE[X;‘X}(XJZ— 1)} = (n? — n)(ag + K2 + 4k + 3)
J ke

E[X;Z’X5’<Xf—1)] =qas =), k<l=j

{v(%v), j=k<t

bt 0, J#FL]Fk
> OEXEXG (X2 -1)] = 200 = 1)(3(05 — )
k<l
1
Sy E [X;jxg’ (Xf - 1)} = Sn(n = 1)2(asy = %)
J k<l
= (n? = m)(asy — )
2
B[XPxEx, (X2 - 1)] _yr =
kb 0 autrement
tous diff
SB[z, (x2 - 1)] =
j k,l,r




>0 [y (X 1)) =

kJlr J
tous diff

n(n —1)(n —2)y*

72n3 B 372712 + 27271

K42,
K+ 2,
E [X,fX}Xf (Xj? - 1)] -
k<t<r K+ 2,
0,
Z E [X,?XfXQ (X2 - 1)] —3(k +2)
k<t<r
2 1 3 1
Z S E [XngX ( 1)] (=n® —
6" 2
k<t<r 3
n3

2
Les autres termes ont une espérance nulle. On obtient 1’expression (2.33]).

2.12 Expression pour A,

kEk<l<r=j

k<l=j5<r

k=j<ti<r

JFkIFLTF

Preuve pour (2.34), A1, = E{ (> X;)[> (X7 — 1)}2}.

Dans I'expansion

()X -

=22 XX

nous calculons 'espérance de chaque terme & droite,

(Ex)[Ee

T ) XX -

k£0

1
—n®+ gn)?)(li +2)

par lemme [2.5.1

=Tk 2) — s+ 2) s+ 2).

P12 (X -1)(XE-1)

kA

i

(X7 —1).

E[X,(Xf - 1)2} - E[Xi(X;‘ —2x2 4 1)]

ZE[XZ()@ -
> E[XZ(X2 -

E[X(XE - (X7 - 1),

et on obtient (2.34).

ke

Q5 — 277
0,
as — 2y
=n(as — 27)
0

j=i
j#i
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2.13 Expression pour Aj;

Preuve pour (2.35)), 425 = E{ (> XZ-)2 > (X7 - 1)]2}. Dans 'expansion

(Cx) -] - [(Cx) Z s o]

J ? J
_ [ZXi(Xf - 1)]2
2y
=3[R Y (- )x(xE - 1),
i,J (k,0)#(4,5)

il faut encore I'espérance de chaque terme a droite. Notons que dans la derniére somme il
s’agit de paires (k, () et (i,7) et k,¢,7,7 = 1,...,n . Nous calculons

2
B|x2(X2-1)] =B|x2(X} - 2x7 +1))]
g —2k—D, J=1
k+2 A

ZE[X3<X? - 1)2] — (ag — 2k — 5) + (n — 1)(k + 2)
ZZE[XE(X? _ 1)2] = n2(k + 2) + n(ag — 3% — 7)

v, j=i#l=k

E[XiXZ—lX X2—1” — {2 k= A l—
(X - D)X (X - ) (I, 0)#(0.0) g tj% t
, autremen

> BX(XE - )X (X2~ 1)| = 2n(n — 1)y
(k)7 :5)

= 29*n% — 2v%n.

Alors on obtient l'expression ([2.35]).
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2.14 Expression pour Aj;

Preuve pour (2.36)), A3 2 = E{ (Z XZ»)S [Z (X]z—l)] 2}. Avec I'expansion pour les puissances
3et2 ona:

(ZX) [Z —1] :[ZX3+3ZX,€X5+6 Y XXX }

k£t k<t<r

[Z 21?4y (x X2—1)]

J uF#s

Espérance pour les termes & droite :
B|x}(x2 - 1)°] = B[xP(x) - 2x2 +1))]

a7 — 205+, Jj=1
V(K +2), j#i
ZE[X?(Xf . 1)2] = a7 — 205 + 7 + (n — 1) (ky + 2v)

ZZE[X?(XJ2 - 1)2] =n(ar — 2a5 +7) + (n® — n)(ky +27)

= n%(ky + 279) + n(ay — 205 — Ky — )
B[ X2X (X2 - 1)°] ’k# = B|X2X (X} - 2X7 +1))] ‘k#
Jas =29, j=4
o, j£ L
ZE[Xng(X —1) ] = (n—1)(as — 27)
P,
ZZE[X X, (x2-1) ] = (n? — n)(as — 29)
J o kA
] v(k+2), (k{)=(u,s)
E Xng(X 1) (X2 —1) =< (k+2)y, (k€)= (s,u)
4 ke
u#s 0, autrement
S E[XIX(X2-1)(X2-D|| =29k +2)
uts ke
ZZE[Xng —1)(X2 - 1)] = 2(n? — n)y(k +2).

k#l us#s

Les autres termes ont une espérance nulle. Puis la somme donne ’expression ([2.36)).
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2.15 Expression pour A,

Preuve pour (2.37), Ay = E{(Z XZ-)4[Z (X]2 — 1)]2}. Avec le multinomium on a :

() [ es-n]
ZX4+4ZX3XZ+6ZXX£+12 Z X2X, X

k£l k<t
Z;ﬁk rotk

() +;(X3—1)(Xf—1>]

J

+24 Z X, X, X, X,

k<t<r<s

et on peut calculer I'espérance de chaque terme & droite comme suit :
B[XH(X2-1)°] = B[x! (X} - 2x2+1)]
ag— 206 +K+3, J=1
B {(/@-FS)(FH—Q), jAi
ZE[X?(X? - 1)2} = (ag— 206+ K +3)+ (n—1)(k+3)(rk+2)

ZZE[X?(X? - 1)2} = n(ag — 206 + K +3) + (02 — n)(k + 3)(k +2)

=n*(k? + 5k + 6) + n(ag — 2a5 — K? — 4k — 3)

B[Xx(x2 - 1)%)| = B[xix(x) - 2x2 1) ]|

k£t kAl
- 7(055 - 27)7 ] = é
0, J#L
Z B XX (X2 - 1)°] ‘k# = azy — 292
Z ZE[Xng ~1) } = n(n — 1)(asy — 29°)
k#l j
= (n* — n)(asy — 27°)
E[X?X2 X2 1) 2 _E X X2 X4—2X2 1)]
k g( J k<t k K + k<t

ag—2k—5, j=k
6—2//»'—5 ]7&6

K+ 2 autrement
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ZE[X,CXZ —1) }
3 E[Xk,XK X2 1)2} = %n(n — D[n(k +2) + 2(ag — 36 — 7))

= 2(a — 26 —5) + (n —2)(k + 2)

k<t j
= %n3(/<a +2) +n?*(a — ;Ii —38)
—n(ag — 3k —7)
7(055 - 7)7 (k7 é) = (t, u)
B|XiX(XZ2-1)(x2-1)||  ={v(as =), (k0= (1)
i,
t#u 0, autrement
STE[N (X - )X - 1] | =2(a5 — )
t#u k£t
S ST B[XEX(X7 — 1)(X2 - 1)] = 2000 — D0y — )

kAL tu
= 2n*(azy — %) — 2n(azy — 7%

(k+2)2  (k,0) = (t,u)
f;fz =< (k+2)% (k0) = (u,t)

0 autrement

B[ (X7 1) 1)

#Zu E[X,?Xf (Xf - 1)(X5 - 1)} et 2(k + 2)*
ZZE[XkXe (X7 = 1)(X5 - 1)} = % (n —1)2(k + 2)?
k<l tHu

(n2 n)(k* + 4k + 4)

B XEXX, (X2 1) 5 =17
"7’% 0  autrement

t#u
ZE[X XX, (X2 —1) X2—1 P
Z;Ak
t#u r#k
>y E[X,?XgXT (X2 - 1)(X2— 1)] = 2(n — 2)y?
k;éf t;éu £<T‘
k#r
1
SO0 ST B[XEXX (X 1)(X2 — 1)] = Snn — 120 — 272
£<r k#L t#u
k#r

= (n® — 3n® + 2n)y%.
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Pour les autres termes l'espérance est nulle. L’expression (2.37)) suit.

2.16 Expression pour A;3

Preuve pour (2.38), A; 35 = E{(Z Xi) [Z (X]2 — 1)}3}. A partir de
(;Xi)[Z(X}—1)]3—;Xi[z<xf—1)3+3kz#(X,i—1)2(x,?—1>
+6 Y <X§—1><X§—1)<X3—1)],

<<r

on calcule 'espérance des termes a droite :
Bl X (2 - 1)3] = B[x, (X! - 83X} +3x2 1)
o, j#i
B {a7—3a5+37, j=i
> E[Xi(x2- 1)3] — a7 — 305+ 3y
J
>3 E[Xi <X]2 . 1)3] = n(ar — 3as + 37)
v g
sl (xi-1) (¢ - 1)]|, = Blx(xi-oxi ) ()],
o, =y
a {7(/{—1-2), =1
ZE[)@(X,? - 1)2()(3 - 1)] = (n—1)y(k+2)
ZZE[X (X,f - 1)2()(5 . 1)] = n(n — Dy(k+2)

= (n* —n)(ky +27)

B X (XE - 1) (X7 - 1) (x2 - 1)] ~0.

k<t<r

Donc on obtient 'expression (12.38)).
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2.17 Expression pour Aj3

Preuve pour (2.39), Ay3 = E{ (Z Xi)2[z (X]2 — 1)]3}. Utilisons l'expansion pour les
puissances 2 et 3

(;Xi)QZ@(f_l)g: [;Xiuk;xkxg] [Z(Xj—1)3+3z (X3—1)2

J J r#s
(Xg—l) +6 Y <X3—1)(X§—1)(X3—1>] .
r<s<u
Appliquons I'espérance pour les termes a droite
3
Blx2(X2-1)] =B|x?(x¢ - 3x) +3x2 - 1)
_{a6—3/<a—7, jF#i

ag —3a+3k+8, J=1

ZE[X12<X]2 - 1)1 =(n—1)(asg—3k—T7)+ (ag — 3ag + 3k + 8)
ZZE[XZQ(XJQ — 1>3} :nQ(aﬁ — 3k —7) + n(ag — 4ag + 6K + 15)

E[Xf(Xf - 1)2()(3 - 1)] — E[Xf(Xf —2XZ 4 1) (Xf - 1)}

rts s
B 0, 1=r
B {(Fa—i—2)2, i=s
ZE[X?(XE . 1)2()(3 - 1)} = (n—1)(r+2)?
s
ZZE[X?(X? . 1>2<X§ . 1)} = (n® — n)(k +2)°
i s
E[Xng<Xf - 1)2<X§ - 1)} ’fif - E[kag(x;1 —2XZ 4 1) (Xf - 1)] ‘fiff
V(s —27), (k. 0) = (r,s)
=9 as —27), (k€)= (s,r)
0, autrement
Y E[kag (Xf - 1)2<X§ - 1)} ‘k# = 2+(as — 27)
s
ZZE[Xng(Xf - 1>2<X32 — 1)} =2(n* —n)(asy — 279%) .
kAl s

Les autres termes ont une espérance nulle. Ainsi, on obtient ’expression (|2.39)).
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2.18 Expression pour Ass

Preuve pour (2.40), Ass = E{ (Z Xi)s[z (XJ2 — 1)}3}. Utilisons le multinomium pour

puissance 3 :

(Cx) [Z @ -))
{ZX3+3ZX,€X£+6 Y XXX }

k£0 k<t<r

{Z X2-1)" 43 (X2-1)*(X2-1)+6 > X2—1)(X2—1)(X2—1)}

J s#u s<u<t

Calculons 'espérance des termes a droite :

E_X?”(X?_l)g_: Qg = 3a7 +3a5 =7, j:Z
. L (e =3k =T, J#i

ZE:XE’(Xf . 1)3: = (ag — 307 + 3a5 — ) + (n — 1)(v(ag — 3 — 7))

r 3_
ZZE X?(X; — 1) = n(ag — 3az + 3as — ) + (n* — n)(agy — 3Ky — 77)

B[xix(x:-1)| =3" e
! k4 |ay —3as+3y, j=4{

S E [X,fXg (Xj? . 1)3} — (n— 1)(a7 — 30 + 37)
Py,

2D E [XkX€<X2—1H (n® —n)(ar —3a5 +37)

J kAL

E[Xf(xf—l)z(xg—m

- E[)g?()(;l _9x24 1) (X2 - 1)]

s#u
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v(ag — 2k — 5), (k,0) = (s,u)

(a5 =27)(k+2), (k€)= (u,s)
E[X,?Xg(xfﬂ)z(xiﬂ)} e 705,5“2?, wr u:&S:;
- 0, autrement
ZE[X,?XZ<X3 - 1)2()(5 - 1)} = (g — 26 — 5) + (a5 — 279) (K + 2)
su "y

+(n—2)y(k +2)
ZZE[X,fXg(Xf - 1>2<X5 - 1)} = (n* — n)(agy + ask + 205 — 4y
kAl su
—97) + (n® = n)(n — 2)(ky +27)
= n?(ky + 279) + n*(asy + ask + 2as
— Ty — 157) + n(—agy — ask
— 2a5 + 6ry + 137)

Bxexx, (32 1) (32 - 1) (37 - 1) ) {73’ (6.0.1) = (5,01
k<t<r

0, autrement
s<u<t

S E [XngXT (Xf . 1) (X3 . 1) (Xf . 1)} = 4P

s<u<t k<t<r

S E[XngXT (X§ - 1) (Xj - 1) (Xf - 1)] - %73713 - %7%2 + %7%.

k<t<r s<u<t

Les autres termes ont une espérance nulle. Ainsi, on obtient 'expression (2.40)).

2.19 Expression pour A3

Preuve pour (2.41), Ay3 = E{ (Z Xi)4[2 (XJ2 — 1)}3}. Utilisons l'expansion pour les
puissances 4 et 3. On peut écrire :

() [E (e -n)]
{ZX4+4ZX3X4+6ZXXK+12 Z XpXo X, +24 ) XngXX}

i k#L k<t k<t<r<s
E;ék r;ék

{Z( 2o’ 43 Y (X2 -1) 6 Y X2—1)<X2—1)(X;—1)}.

J u#t u<lt<p
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Appliquons 'espérance pour les termes a droite
BxH (X2 - 1)3] — B|X} (X0 - 3%} +3x7 ~ 1)
o —3ag+3as —Kk—3, =1
:{(5—1—3)((16—3/{—7), J#

ZE[X;‘(X; — 1)3] = (a0 —3ag+3a—k—3)+ (n—1)(k+3)(ag — 3k — T7)

3
Z Z:E[Xi4 <X]2 — 1) ] = n*(agk + 3ag — 3K% — 16k — 21) + n(ay — 3ag — agk
+ 3K + 15K + 18)

B[xix (2 - 1) ||, =B[xixe(x¢ - 3x} +3x2 -1)]|
)

k0

0, J#L
Y(ar —3as +37), j=4L

S E [X,EXE (XJ? . 1)3] — (n — D)y(ar — 3as + 37)

k£l
) 3
ZZE[Xng<Xf — 1) ] = (n* — n)(azy — 3asy + 37?)
J ke
E[XkX€<X2—1 EXng X6 3Xf+3Xf—1>]
k<t k<t
ag —3ag+3k+8, j=k</{
ag —3ag+3k+8, k<l=
046_3/4'_ j#kaj#g
ZE[X,CXE<X2—1 =205 = 30 + 3k + 8) + (n — 2) g — 35— 7)
</
1
ZZE[XXL,< —1)] Sn(n—1)2(as — 3as + 3k + 8)
7 k<t
1
+§n(n—1)(n—2)(oz6—3f€—7)
1 9 15 37
:§n3(a6—3/§—7)+n2(o¢8—§a6+?m 7)
+n(4a6—oz8—6/<;—15)
2
E[Xf(Xi—l) (Xf—l)] ) :E[X;‘(X;*—2X3+1><Xf—1>} )
uF£t uFt

B 0, 1=1u
|k +2)(ag—K—3), i=t



S E [X;* (Xg -

uFt

ZZE[X?(Xg—

1 u#t

E [X,?Xg (Xg -

S E [ngg <X

u#t
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1)2()(3 ~1)] = (- (s + 2) (0~ 5 - )

1)2<Xt2 — 1)] = (n® — n)(agk + 206 — K> — 5K — 6)

1>2<Xt2_1)”k#_E[X2X£<X3_2X3+l)( >”k#

uFt
Yag —=2a5+7), (k1) =(u)
(as —29)(as =), (k. 0) = (t u)
V(K + 2), t=>u#k

0, autrement

1> (X,? — 1)] )k# = y(a7 — 205 + ) + (a5 — 27) (s — )

+(n =207k +2)
= (a7y — basy + ocg + 373 + (n — 2)7*(k + 2)

ZZE[XE)Q(XS — 1)2(Xt2 — 1)] =n(n — 1)(azy — basy + a2 + 37?)

k£l utt

E [X,fXg (Xg -

+(n® = n)(n —2)7*(k +2)
= (n® —n)(azy — bagy + a2 + 37?)
+ (n® = 3n + 2n) (k72 + 297)
= n*(ky? + 29%) + n*(ary — basy — 3k7° + a2
—37") + n(dasy — ary — aj + 267" +77%)
1ot = E[ngg (ij 92Xy 1) (Xf - 1)} »
(a6 — 26— 5) (K +2), (K 0) = (u,t)
(g — 26— D) (k+2), (k0)=(tu)

(3

=< (k+2)% t=Fkl#u
(k +2)?, t=0lu#k
0, autrement

\

ZE[X,?)(; (X}j . 1)2()(3 . 1)] et = 20k + 2)(ag — 26 — 5) + 2(n — 2)(k + 2)2

uFt

ZZE[X,?Xf (Xj . 1)2()(3 - 1)] - %n(n —1)2(k + 2)(cg — 2 — 5)

k<l u##t

+ (n* —n)(n — 2)(k + 2)
= n?(k + 2)* + n*(agk + 206 — 5% — 21k
—22) + n(—agk — 206 + 4k* + 17k + 18)
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E[X,%XZXT (Xg - 1)2()(3 - 1)} por = E[X,fXgXT <X3 —2X2 4 1) (XE - 1)]

<r
l#£k £k
r#k r#k
uFt uF#t

’Y(a5 - 27)7 (& 7“) = (u7t)
= ’7(a5 - 27)’ (67 7“) = (tvu)

0, autrement
2
ZE[X,%XZXT (X,g - 1) (Xf - 1)} . = 2v(as —29)
uF#t é;ﬁz
r#k
2
3 ZE[X,?XEXT (Xg - 1) (XE - 1)} — 2(n — 2)7(as — 27)
kA, utt t<r
k#r
2 2 2 2 1 2
>3 S B[XEXX (X2 1) (X2 ~1)] = Gnln— 1200 —2)(a5y = 299
0<r k#£L, u#t
k#r

= (n® — 3n® + 2n)(asy — 297)

(k+2)72,  (u,t,p) = (k,l,7)

7(’% + 2)’7’ (ua t,p) = (f, k, T)
(

E[X,?XZXT (Xg - 1) (XE - 1) (Xg - 1)]

@75[;57“7175]6 72(I€ + 2)a Uu, tvp) = (67 Ty k;)
ust<p 0, autrement
3 E[X,?X@XT (Xg . 1) (XE . 1) (Xg - 1)] = 372(k +2)
u<t<p Z;ﬁl;cj"r;ék
2 2 2 2 _ 2
S E[XRXZXT (Xu - 1) (Xt - 1) (Xp - 1)} = 3(n — 2)72(r + 2)
l]ci;f, u<t<p l<r

SN Bl (a2 -1)(x2-1) (X2 -1)] = %n(n —1)3(n — 2)7*(5 +2)
(<r k£, u<t<p
k#r

3
= §(n3 —3n% +2n)(ky? + 29%) .

Les autres termes ont une espérance nulle. Ainsi on obtient 'expression (2.41)).



Chapitre 3

Cinquiéme moment de S,

Dans ce chapitre nous présentons une extension au chapitre précédent en obtenant ’expan-
sion asymptotique pour le cinquiéme moment de la moyenne studentisée de Hall, E(S?), en
puissances de n~/? jusqu’a 'ordre 3. Cette extension s’est imposée en fonction de I'objectif
de ce mémoire, I'expansion de la fdi de .S,, qui sera le sujet du chapitre suivant.

3.1 Expansion pour S°

De la relation ({2.3)), on a pour S? :

) 35 105
S5 = AP(1 4 2)7%/2, (1+2)2=1- 2% + §x2 - 1—6x3 +O(z")

avec S, donné par (2.1)) ou (2.2]) avec A,z de (2.4). Alors, on obtient le lemme suivant :

Lemme 3.1.1. Pour S, on obtient I’équation de structure par rapport aux puissances de

n=1/2 .
5 5. 35 , 35 105
s=a{1-2p- o+ 2B+ 2po - 2B -2
S5 { B SC+ B+ TBC - 2B 4 0,(n?)
5 5 35
:;@@—§B—§C+§Bﬂ+0mfm) (3.1)

:Aﬁ1-§3}+04mﬂ

avec A, B,C de (2.4)).

46
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3.2 Expansion pour le cinquiéme moment de 5,

Théoréme 3.2.1. Pour le cinquiéme moment de S, les expansions en puissances de n~/2
a l'ordre 1, 2 et 3 sont données par les expressions suivantes
5y 99 1y —1
E(S;) = 5 +O0(n™) (3.2)
55
= 2y £ O(n??) (3.3)
2
55 1
= =2y o (333a5 9575y — 245043 — 105307) +OMm™)  (3.4)
oll interviennent les moments o, = E(X*), k = 1,2,..., et en particulier 'asymétrie

v = E(X?) et le kurtosis k = E(X?) — 3.

Pour une population initiale X générale, & moyenne p et variance o2, et sa moyenne
studentisée de Hall S, = n'2(X — u)/6, les expressions ci-dessus restent valables, &
condition de lire X dans ces expressions comme la variable standardisée (X — p)/o, donc
ar = E[(X — p)/o]F = p*/o* comme le moment standard, et en particulier v et » sont
'asymétrie et le kurtosis de X et a5 = E[(X — p)/0]® = p°/o® est le cinquiéme moment
standard.

Interprétation. L’interprétation du théoréme pour les moments d’ordre 1 & 4 de .S,
se continue pour le moment d’ordre 5.

Pour les moments d’ordre 1 & 5 de la statistique studentisée S,,, et une précision d’ordre 1
a4 3 dans l'expansion en puissances de n='/2? on peut conclure :

1. L’expansion asymptotique de chaque moment de \S,, dépend uniquement des moments
standards de population.

2. Globalement, pour une précision d’ordre 1 a 3, il faut inclure les moments de popula-
tion d’ordre 3 a 5, respectivement ’asymétrie v, le kurtosis «, et le moment standard
Q.

3. Effet des moments de population :
e Le premier facteur est l'asymétrie v, et elle a un effet dés l'ordre 1 pour les
moments impairs, et dés l'ordre 2 pour les moments pairs.
e Le deuxiéme facteur est le kurtosis k, et il a un effet que dés 'ordre 2 et seulement
pour le quatriéme moment.
e Le cinquiéme moment standard a un effet seulement dés 1'ordre 3, et cela que
pour les moments impairs.

4. Pour obtenir dans I'expansion des moments de .S,, une précision progressante & partir
de 'ordre 1, il faut typiquement inclure des moments standards de population d’ordre
progressif a partir de ’asymétrie :

e pour une précision a 'ordre 1, au maximum |’asymétrie intervient ;
e & l'ordre 2, au maximum ’asymétrie et le kurtosis interviennent ;
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e 3 l'ordre 3, au maximum ’asymétrie, le kurtosis et le moment standard d’ordre 5
interviennent.

5. Les expansions montrent des paires d’expansions égales :
e Les expansions d’ordre 1 et 2 sont égales pour les moments impairs.
e Les expansions d’ordre 2 et 3 sont égales pour les moments pairs.

Preuve pour le théoréme. Pour calculer le moment E(S}), 'équation de structure (3.1))
indique le calcul des espérances des termes a droite, comme E(A%), E(A®B), etc. Il faudra
essentiellement les espérances suivantes, tous des moments mixtes d’échantillon de type

221,
na=e{(£x)' (S -)] )

que nous prouverons aprés. Chaque sommation se fait de 1 a n, sauf marquée autrement.

5
E{ (Z Xi> } =10y n* + n(as — 107) (3.5)
7
E{ (Z XZ-> } = 1057 n® + n*(2Las + 357 — 2107)
+ n(a; — 21as — 35Ky + 1057) (3.6)

E{ (Z Xl-)? [Z <XJ2 — 1)} } = 1057y n* + n3(105a5 + 315Ky + 707%)

+n?(21lay + 42067y + 5605k — 1895 — 1015k7y
—2109% — 9457) + n(ag — 2207 — 4205y — 565K

+ 84as + 700k + 140+° + 8407) (3.7)
5
E{ (Z Xi> [Z (XJ? _ 1)} } — 157 n® + n2(10as + 15k — 207)
+ n(ay — 1las — 1567 + 57) (3.8)

5 2
E{ (Z Xi> [Z (Xj? . 1)] } — n3(15a5 + 0k + 207 + 1107) + n?(10a7 + 20067y
+ 2605k — Sas — 270k — 4707y — 607°) + n(ag — 1207
— 20y — 265k — 6as + 200Ky + 3607y + 404°) (3.9)

5 3
E{ (Z Xi) [Z(Xf - 1)] } = n* (90K + 607° + 1807) + n®(15a7 + 10005y + 120a5k

+ 240a57% + 19505 + 31562y + 405k — 6607 — 5057)
+ n?(10a + 25057y + 38ark + 6ar + 4605 — 42007y
— 516a5k — 7200572 — 928a5 — 945Ky — 1665k

+ 15607% + 7157) + n(a1; — 1309 — 2505y — 38azk

— 187 — 46005 + 32007y + 39605k + 480572

+ 73205 + 630Ky + 1170k — 960~* — 390v) .  (3.10)



Alors

E(A%) = n~/2 E{ [Z X,»r}

= 1002y + 0732 (a5 — 107)
E(A°B) = n~5/*n~"! E{ (Z Xi>5 Xz - 1)}
— 72 E{ (Z X,-)S > (X7 - 1)}

=15y % + 07321005 + 1567 — 207) + O(n~"/?)
E(A°C) = —n~%/?p 2 E{ (Z Xz-)?}
-l ( ) )

= —105y n=*2 4+ O(n~"/?)
E(A°B?) = n~5/*n > E{ (Z Xi)5 [Z(Xf - 1)} 2}
— 92 E{ <Z Xz->5 [Z(Xf — 1)}2}

= (1505 + T0k7y + 207% 4+ 11079)n %2 4 O(n~%/?)

E(A’BC) = —n~5/*n~3 E{ (Z XZ->7 3 (X; . 1) }
e el (Cx) S (x-1))

= —105vyn"3/% + O(n’5/2)
E(A°B?) = n~5/*n~° E{ (Z Xi>5 [Z(X]? - 1)} 3}
vl () o))

= (90K + 607> + 1807y) n %2 + O(n™/?).

Puis de I’équation de structure 1} pour le moment E<SZ>, et les expressions
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(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

3.11) —
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(3.16)) on obtient :
5
E(S5) = 10n~Y2y + n=%/2(a5 — 10y) — 5{157 n~Y2 4 n=3/2(10a5 + 1567 — 207)}
5 35
- 5{ 105y n72 & O(n—5/2)} + §{(15055 + 70k + 207% + 1107)n_3/2}
35 —3/2 105 —3/2 —5/2 -2
—i—z{—l()&yn } o {(90m+607 +1807) n¥2 4+ O(n )}+O(n )
75
= n 12 (- ORAs 107) + 3" n~=3/2{8a; — 80y — 200a5 — 30047 + 4007 + 21007
+ 52505 + 2450/@7 + 700> 4 38507 — 7350y — 4725k — 9450~ — 315073} +0(n %)
55
= —Zyn o —3/2{333% 9575k — 24507° — 105307} +O(n?)
55
=—3" =2 1 0(n3/?)
55
=57 n~V2 Lo,

Reste a prouver (3.5} . De cette séquence, les équations (3.5)) et (3.8)) ont été obtenues
comme ([2.26)) et au chapltre précédent. Pour les autres equatlons nous appliquons
encore systématiquement le multinomium, les propriétés de la linéarité et la factorisation
de 'espérance. Les preuves sont données dans les sections suivantes.

3.3 Expression pour A7
Calculons A7y = E{ (Z Xi)7} .

Méthode 1. Par le multinomium pour puissance 7

(ZX) ZX7+7ZXng+21ZXkXZ+35ZXkX£+42 Z XX, X,

r7 e Z;ék r;ﬁk
+105 > XiXPX, +140 ) XPXPX, 4210 > XPXPX7
k.l k<t l<r
tous diff. r#k,r#l £k, r#k

+210 > X{XX X 4420 ) 0 XPXIX, X, 4630 ) XPX7XPX,

I<r<s klr<s k<l<r
tous#k all diff. tous#s
+840 ) XPX XXX, 412600 > XPXPX XX,
I<r<s<t k<tir<s<t
tous#k tous diff.
+2520 > XPXOX XXX, +5040 ) XpXoX X XX, X,
I<r<s<t<u k<t<r<s<t<u<v

tous #k
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Calculons I'espérance pour les termes a droite :
E(X]) = ar
Z E(X]) = nay

ZE(XgX?) =n(n—1)as = (n* —n)as
kAL
E(XIX)],, = EXOE(X?) = (s +3)

D B(XXD) =n(n— 1)y(k+3) = (n* — n)(ky + 37)

kA0
E<X1§X£2X3)‘e<r,k¢r,k# =7
> BXGXIXD),., = (n—2)y
kr k2l
1
Y B(XEXIX?) = Fn(n—=1)(n—2)y
L<r k#rk#L

1
= §(n3 —3n® + 2n)y

Autres termes : 0.

Alors on obtient 'expression (3.6)).

Méthode 2. Obtenir la récurrence et exploiter I'indépendance des X;
7
Notons les indices i = 1,...,n, j =1,....,n—1, et A, = E[(ZZ X,-) } Par I'expansion

7 7
<ZZ XZ-> = (Z] X; +Xn> ol Zj X, et X,, sont indépendantes, on obtient la récurrence

7 5, 4,

=B[(Xx) | = ans + 2B (3 x) x2] + 5[ (Yo x;) X
i J J
3 2
+356[ (Y- %) x| + 28] (30 x) X3 +
J J

= 3157y n? + n(42as + 705y — 7357) + (ay — 4205 — 70k + 4207) + A,

et la solution donne le méme résultat que la Méthode 1.
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3.4 Expression pour A7

Preuve pour , Az =E{(> Xi)7 [>>(X?—1)]} . Utilisons le multinomium pour puis-

sance 7 :

(X)) [0 -]

_ {ijJr?ZX,SXHQlZX,?Xg+35ZX;§X§>+42 > XPXX,

k0 kA6 kAL #z;srr#
+105 > XIXPX, +140 ) XPXPX, 4210 > XPXPX]
k.l k<t l<r
tous diff. r#£k,r#£4L £k, r#k
+210 > XXX X, +420 ) XPXPX, X, 4630 Y XPX7XPX,
I<r<s klr<s k<i<r
tous#k all diff. tous#s
+840 ) XPXX X X, +1260 ) XPXPX, XX, + 2520
I<r<s<t k<lr<s<t
tous#k tous diff.
Y OXEXXXXX, 45040 Y XngXrXSXtXuXU} [Z(XJ? - 1)] .
I<r<s<t<u k<t<r<s<t<u<v j

tous #k

Appliquons I’éspérance pour les termes a droite :

EXZ(XJZ—1> _ g —ay, =]
- - 07 17&]

S E[XT(x2-1)] = a5 - ag
ZZE_XZ<XJ2—1>- = n(ag — ar7)
i '

. Ag7Y,s J =/
0, autrement

B XEX (X2 1))

k0
ZE[X,?XK (Xj? - 1)] — (n — 1)agy
P,
ZZE[X,?X&X? — 1)] = (n* — n)agy
J kAl
Oé5(f€ + 2)7 j =
E[X,in(Xf _ 1)} —Lar—as, j=

e o, JFGIFk
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ZE[X,?X,? (XJ? - 1)] —(n—1) [oz5(f£+ 2) + ar — a5]
ZZE[XEXE (XJQ — 1)] = (n? —n)(ay + ask + as)

(K’+3)(a5 _7)7 jZE

E[X§X§<X5—1)} —{y(ag—K—3), j=k

oo, JELIF#R
ZE[X;IX? (Xf - 1)] =(n—1) [(’f +3)(as — ) + vl — Kk — 3)]
Z:Zj:E[XﬁXE (XJ2 - 1)] = (n® — n)(agy + ask + 3a5 — 2k — 67)
J
sfan (-]
tous diff
Zj:E[X,‘jX,?XT(Xf - 1)] - (% + 3)
tous diff
; ;E[XﬁXer (X2 = 1)] = n(m—1)(n =215 +3)
tous diff

= (n® —3n? + 2n)(ky + 37)

3 .
) =T
E[X;Z’X?Xr (Xf - 1)} _ {7 J

0, autrement

k<t
r#£k,r#£L
Y E [X,?XEXT (X]? - 1)} _
j k<t
ekl
Y Y E [X;;"ngr (Xf . 1)} — (n— 27
r#£kor#l j k<t

n(n —1)(n - 2)7°

DN | —

> ¥ ZE[X,Z’X?XT<X?—1>] _

k<l r#k,r#L j

(n® — 3n* + 2n)~*

’7(/{+2)7 j:’l“
7(’%—’_2)7 .7:5
Qs — 7, j:k%ga]:k‘%r

0, autrement

E [X;jX}XE (Xj? - 1)]

<r
O£k r Ak

—_— N
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=a5;—7+2v(k+2)
<r
O£k, r#k

S Y E [X;ijXf (XJ? - 1)}

k#tr kil j

Z Z ZE[XszXz( 1)} ;n(n—l)(n—Q)(a5+2fw+3fy)

t<r k#tr kA0 j

S E [X;Z’X,?Xf (X]? - 1)}

J

= (n —2)(as + 257 + 37)

<r

1
= 5(n?’ —3n? +2n)(as + 2Ky + 37)

, J=58
E[X,fX}X,?XS (Xf - 1)} _J
k<l;r 0, autrement
tous#£s

Y E [X,fXEXfXT <X]2 - 1)} — 5
J

k<l<r
tous#s

=(n—3)v)

k<l<r

>y E[X,foXsz (Xj? - 1)]

s#k,s#L,sFEr  J
1 1 1
>y ZE[X,?X}XEXS (X]? - 1)} = (n® = 5+ 3n)(n—3)y
k<t<r s#k,s#l,s#r j
11

:(gn —n3+€n —n)y

Autres termes : 0.

Puis on calcule I'expression (3.7)).

3.5 Expression pour A;,

Preuve pour , Aso =E{(> Xi)5 [>o(X3-1)] 2}. A Taide du multinomium, on obtient :

(ZX) [Z —1} {ZX5+5ZX,§X3+1OZXkXZ +20 Z X3X,X,

kA k£

é;ék r;ék
+30 > XPXPX, 460 Y XpXoX, X, +120
k<t I<r<s
r#k,r#4 Uk, r#k,s#k
3 XngXTXth}{ S -1t 43 (x
k<t<r<s<t J PF£q

(xz-1}.



Calculons 'espérance pour les termes a droite, on obtient :
B[x7(x2-1)°| = B|X? (X} - 2X2+1)]
g — 207 a5, J =1
- {a5<m+ 2), A
ZE[X?(X; — 1)2} = (g — 207 + a5) + (n — 1) (5K + 2005)

Z ZE[X?(X; — 1)2} =n(ag — 2a7 + a5) + n(n — 1)(ask + 2as)

= n*(ask + 2a5) + n(ag — 207 — sk — as)

[X,;*Xg (X;.l —2X2 4 1)] )
(

B XX (X2 - 1)°]

E
k#0 k£l
) (k+3)(as —29), j=¢
0, autrement
>E[XX (X2 - 1)7]

J

k£t
= (ask + 3y — 267y — 67)
Z ZE[X,?Xg(XJZ - 1)2} =n(n—1)(ask + 305 — 2Ky — 6)
k#C ]
= (n* — n)(ask + 3as — 2Ky — 6)

E [X,?Xg (X2 - 1)2] —E [X;jxg (X;l —2X2 4 1)] ‘

kAt k£t
V(g — 26 =5), j={
=Qar—2a5+7, J=k
Y(k +2), autrement
ZE[X,?XZQ(XJZ - 1)2] ‘k# =gy — 267 — by + a7 — 205 + v+ (n — 2)(ky + 27)

J
= a7 + agy — 267 — 205 — 4y + (n — 2) (kY + 27)
Z ZE[X;’X?(X; — 1)2} =n(n—1)(ay + agy — 2ky — 205 — 47)
k£
+n(n—1)(n—2)(ky+2y)
= n*(ky 4+ 2v) + n?(ar + agy — 205 — 5ry — 107)
+n(205 — a7 — agy + 4ky + 87)
B[xzxix. (21| ., =[x (xf-2xi )|
k#r b k#r b
{%—m,rﬂ

0 autrement

95



ZE[X,?X?X
3 ZE[X,CXZ ~1) ]

r#ko,r#L j

=a5 — 2y

X3 - 1)2}

k<t
k#rb#r

= (=25 —29)

DS ZE[Xng X2 =1)°] = Snln — 1)~ (a5 ~27)

k<t r#k,#l j

1
25 n® — 3n? + 2n)(as — 27)
aG_K'_gv (kag):(paq)
E[XIZCLX[(X 1)( k;é@ a6 — k=3 7 (k7€> - (qap)
p7a 0, autrement
S OB[XIX (X2 -1)(X2-1)]| = 29(05— k-3
P#q .
Z ZE[X,?XZ 1)(X§ — 1)} =2n(n —1)(agy — Ky — 37)
k#L p#q
= (n* — n)(2a67y — 2Ky — 67)
(k+2)(as —7), (k,0)=(p,q)
BIXRXE(G - )G - 1] = 4205 -7, (0= (0.p)
k
p;:q 0, autrement
ZE[X X2(X2 - 1) (X2 - 1)] o = 2 2) (a5 =)
pF#4q
S Y E [X?’X@ —1)(X2 - 1)} = 2n(n — 1)(k + 2)(as — 7)
k#t p#q
—n)(2ask + das — 2ry — 47)
p,4q)
B XEX X, (X2 - 1)(X2 - k# 5, = (g, p)
P#q autrement
> B[ XXX (X2 - 1)(X2 - — 2
vy k;# b
3 ZE[Xng —1)(X2 - 1)] ’k = 2(n — 2)y°
KALkAT pEa '

DS ZE{m

L<r k#L,k#r p#£q

1)(X§ — 1)} = %n(n —1)2(n — 2)7°

= (n® — 3n* + 2n)y*

o6



B XEXEX, (X2 - 1)(X2 - 1)
k;frf[l;ér
pF#q
ZE[X,EX}XT (X2 - 1)(x2 - 1)]
P74 Iy
S % E[X,foXr (X2 —1)(X2 - 1)]
r#lr#k p#q k<t

-~
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Yk+2), p=rgq=k</{

p=nrk<l=q
g=r,p=k</{
g=rk<l=p

autrement

=4(n — 2)(ky + 27)

3o 3T STR[XEXEX (X2 - 1)(XE - 1)] = gan— DAl —2) (7 +29)

k<t r#l,r#k p#q

Autres termes : 0.

Avec ces espérances on obtient (3.9).

3.6 Expression pour As3

= (n® — 3n* + 2n)(2ry + 47)

Preuve pour (3.10), 455 = E{(>° XZ-)S[Z(X]2 - 1)]3}. Utilisons le multinomium pour

puissances 5 et 3 :

() 3206 -]

J

— { DOXPH5Y XX, +10> XIXP 420 Y XPX X, 430 ) XPXPX,

i k0 k#0

<r
£k, r#k

+60 > XPXXX, 4120 ) XngXTXSXt}

{<r<s k<t<r<s<t
ULk Ak, sk

J P#q

p<qg<u

Z(X§—1)3+3Z(X§—1>2<X§—1) +6 3 (xz-1

k<t
r#k,r#4

)i -1) (2 -1)].
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Calculons 'espérance pour des termes a droite, on obtient :
3
B|xP(X2-1) | = B[X?(x0 - 3x} +3x2 - 1)
o 0411—3()[9+30[7—()é5, ]:Z
as(ag — 3k —T7), JjFi

3
ZE[XE’(X?—l) } = ay; — 3ag + 3ar —as + (n — )as(ag — 3k — 7)

3
Z ZE[X? (X]2 — 1) } =n(aq — 3ag + 3y — a5) + n(n — Vas(ag — 36— T7)
(2]
= n*(agas — 3ask — Tas)
+ n(a1 — 3ag + 3ar — agas + 3ask + 6as)

B[ XX, (X2 - 1) H — B[ XX (X0 - 3] 43X - 1)

k£t (=
B 0, autrement
(k+3)(ar —3a5 +37), j={
3
ZE[X;‘X[(XJ? . 1) } = (n—1)(5 + 3)(ar — 3as + 37)
=
3
Z ZE[X§X£<X? - 1) } = (n* — n)(azk + 3oy — 3ask — 9as + 3Ky + 97)
J kAL
E[X;jxg (Xj E Xk,Xﬁ X6 — 33X} 4+3X2 - 1)} ‘
k;éé kAl
v(ag —3as + 3k +38), j=1{
Qg — 3oy + 3as — 7, j=k
Y(og — 3k = 7), jEk j#L
3
ZE[X,EXg(Xf - 1 k# = y(as — 3ag + 3k + 8) + ag — 3ar + a5 —

J
+ (n—2)v(ag — 3k —T7)
= (g + agy — 37 — 3y + 3as + 3Ky + T7)
+ (n — 2)(agy — 3y — T7)
S S E [X?’Xg ( 1) } = n(n — 1)2(ag + agy — 3ar — 3agy + 3as + 3ky + 77)
k£l j
+n(n—1)(n—2)(agy — 35y — 77)
= n’(agy — 3k — T7)
+n?(ag + agy — 3ar — 6agy + 3as + 12k + 287)
+ n(3ar — ag — agy + bagy — 3as — Iky — 217)



E[X,%X,?Xr (X2 _ 1)3} ‘ ey = E[X,EXZZXT (X]f-‘ —3X4 4 3X2 - 1)} ‘

J <t
r#k,r#0 r#k,r#0
ar—3as5+3y, j=r
0, autrement
2 -2 2 3
ZE[XkXKXT(Xj - 1) } ‘ per = a7 — 305+ 3y
j r#k,r#L
3
3 ZE[X,%X?XT (Xf - 1) } ‘k ,= (n—2)(ar - 3a5+37)
<

r#£k,r#l j

> Y SB[xzzx (x3 1) = gutn - 10— 2)(ar — 305 +57)

k<Cr#kr#l j

1
= 5(n3 —3n% 4+ 2n)(ar — 3as + 37)

2
E[XE(XQ—Q (X2—1>” :E[XE(X4—2X2+1) <X2—1)”
P ? p#q P P ? p#q

_{0, 1=0p
(v +2)(ar —as), i=gq

ZE[X;”’(X;? - 1)2(Xq2 - 1)] = (n—1)(r +2)(a7 — as)

p#q
5( x2 2( 2 2
ZZE[Xl (Xp — 1) <Xq — 1)] = (n” —n)(ark + 207 — a5k — 2ai5)
i p#q
2
B[XXo (X2 = 1) (X2 = 1) ][ e = B[XEX (X5 = 2X2 4 1) (X2 -1)] | s
p#q p#q

7(048 — 20+ K+ 3), (kvg) = (p, Q>
(ag — K —3)(as —27), (k,€) = (¢,p)
(k+3)(k+2)7, g=Ltp#k

0, autrement

> B[ XiX (X2 - 1)2(X§ -1)] \k# = (a5 — 206 + K + 3) + (a6 — £ — 3)(a5 — 27)
p#q
+(n—2)(k+3)(k+2)y
= (agy + apas — dagy — ask — 3as + 36y + 97)
+(n—2)(k+3)(k+2)y
>3 E[nge (Xg - 1)2 (Xq2 - 1)] = n(n — 1)(agy + agas — dagy — ask — 3as
k#L p#q
+3ky+9y)+n(n—1)(n—2)(k+3)(k+2)y
= (n? — n)(agy + agas — 4agy — ask — 3as+
367 4+ 97) + (n3 — 3n? + 2n) (k%Y + 5Ky + 67)
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4 2 202 3(,.2 2
ZZE[Xng(Xp — 1> <Xq — 1)] =n’(k"y + 5Ky + 67) + n*(agy + asas
k#L p#q

— dagy — sk — 3as — 3Ky — 12k
= 97) + n(—asy — asas + dagy + ask
+ 3as + 262y + Trry + 37)
2
3 v2 2 2 3 v2 4 2 2
B[xix(x2-1) (x2-1)] "“f = B|XEXF(xp - 2X2 4+ 1) (X2 1) "“f
p7q pP7q
(a7 =205 +7)(k +2), (k,0) = (p.q)
(a6 — 2K — 5)(0&5 - '7)7 (kag) = (Qap)

=4 V(5 +2)(k+2), q=tp#k
(H+2)(O{5—’7), q:kvp#g
L0, autrement
2
3v2(v2 2 _ _ R, Y
ZE[Xng(Xp 1) (Xq 1)”16# (a7 — 205 + 7) (5 + 2) + (a6 — 25 — 5)

(a5 =) + (n = 2)v(k + 2)(k + 2)
+ (n = 2)(k +2)(as — )

= (ark + 207 — dask + agas — agy
—9a5 4+ 3ky + 7)) + (n — 2)(ask
+ 205 + K27 + 3Ky + 2)

2
ZZE[X,E’XKQ (X]g — 1) (Xg - 1)] = (n2 — n)(om—; + 207 — dask + agas

— agy — 9as + 3Ky + Tv) + (n? —n)
(n — 2)(ask + 205 + K2y + 3ry + 27)
= n3(ask + 205 + K2y + 3Ky + 27)
+ n2(a7n + 2a7 — Task + agas — agy
— 1505 — 3k2y — 6Ky + ) + n(—ark
— 2a7 + 6ask — agas + agy + 13as
+ 2627 4 3Ky — 37)
3 2 2050 3 4 2 2
E[XngXT (Xp — 1) (Xq - 1)} ( P E[Xk,XgXT (Xp —2X2 + 1) (Xq - 1)} ‘ ror
btk k£
P#q P#q
(a5 —29)7% (6,7) = (p,q)
=9 (a5 =27)7%, (¢,7) = (¢,p)
0, autrement

> EB[XIX X (X2 - 1)2 (x2-1)]]

rer = 2(a5 = 2977 = 2(a57” — 29%)
p#q l#£k,r#k
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> Srxix (33 -1) (33 1)), =20 - Der - 24)

k£ kT pq

> % ZE[XngX(

L<r k#L,k#r p#q

> % ZE[X};’XZXT(XP

0<r k#L,k#r p#£q

2
B[x2x2x (X2 1) (x2-1)]| 4o

k#rb#£r
P#q

3 E[X%XZ?XT (Xg - 1)2()(3 - 1)} ‘

P#q

>y E[X,fXZQXT <X2 -

r#lr#k p#q

> 3 ZE[X,%X?XT(XQ—

k<t r#l,r#k p#q

E[X;ngXr (Xi - 1) (Xz? - 1) (XZ B 1)} ’ e

-1) (% -1)]

- 1)2(Xq2 ~1)] = (0 = 302+ 20) (057 — 24%)

B[x2x2X, (X) —2x2+1) (x2-1)]|

\

' (5i-1) -

= %n(n —1)2(n —2)(a5y* — 27°)

k<t
k#rl#r
P#q

as —2y)(k+2), p=rq=k</

(
(a5 =29)(k+2), p=rk<l=q

v(ag —26—5), qgq=r,p=k</{
Y(ag —26—=5), qgq=rk<l=p
V(K +2), q=rpFk <l
v(k + 2), g=rk<l+#p
0, autrement

k<t = 2(as — 27)(k +2) + 27(as — 2k — 5)
k#r#r

+2(n —2)v(k + 2)

1)2()(3 - 1)] ‘M = 2(n — 2)(as — 29)(k +2) + 2(n — 2)y

(g —26—5)+2(n—2)(n—2)y(k+2)

Snln—1)2(n —2)(a5 —27)(x +2)

—_

+ —n(n—1)2(n — 2)y(ag — 2k — 5)

— N

§n(n —1)2(n—2)(n—2)y(k +2)

= nt(ky 4+ 27) + n®(agy + ask + 205

_l’_

— 9Ky — 197) + n?(—3agy — 3ask — 6as
+ 20Ky + 437) + n(2a67y + 205k + 4o

— 12Ky — 267)

(as = )% k=pl=gqr=u
(as =), k=gql=pr=u
(05—7)77 k=ut=p,r=q

p<qg<u

autrement

0,
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> e[ (xz-1)(x2-1)(x2-1)]] L., =3(as -0

<
p<g<u tEkr#k
> 2 Exiax (x5 -1)(x5-1) (K- )|, =3 - 2enr =)
k£ p<q<u ber
k#r

SN Y Bl (xz-1)(x2-1)(x2-1)] = %n(n —1)3(as — 7)Y

L<r k#L, p<qg<u
#r

3
= 5(713 —3n2 +2n)(asy? — +°)

(K +2)2, r=pk=ql=u
k+2)v(k+2), k=pr=ql=u
B[x2xEx, (x2 - 1) (x2 - 1) (X2 = 1)]| gop = QIR EER
k#r b#£r (H ) v, k=plt=qr=u
p<q<u
0, autrement

> E[XEXEX (x2-1)(x2- ) (x2-1)]| o, =Bt 2)?

p<g<u k#r bFr

> E[X,foXT (X§ - 1) (X[;’ - 1) (Xg - 1)] = 3(n — 2) (k2 + 4Ky + 47)
r#k p<g<u k<t

r#4

SN Y Blxpxex (xz-1)(x2-1) (x2-1))]

1
5n(n —1)3(n — 2)(k%y + 4wy + 4y)
<r r#k p<q<u

r#L
3
= 5(713 — 3n% + 2n) (K%Y + 4ky + 47)
, ) ) ) v, d=pr=gs=u
B[XEXX X (X2 - 1) (X2 = 1) (X2 1) ere =
tous#k 0, autrement
p<qg<u
2 2 2 _ .3
Z E[XkXéXrXs (X 1) (Xq - 1) (Xu - 1):| I<r<s g
p<q<u tous#k
>y E[XngXX (X% )(X 71)()(571)} L =(m=3y
<r<s

k#r,k#L,k#s p<q<u

>y X E[X,fXngXs (X;f _ 1) (Xg — 1) (Xg — 1)} - (%rﬁ — %nQ n %n)(n —3)43

0<r<s k#r,k#0,k#s p<qg<u

Les autres termes ont une espérance nulle. Finalement 1'expression ((3.10)) s’obtient.
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3.7 Propriété générale des moments mixtes Aj

Des expressions de ce chapitre et le précédent pour certains, au total 24, moments mixtes
d’échantillon Ay, cette section avance des propriétés générales. Ce résultat nous a été
communiqué par la professeur Vermeire.

Propriété 3.7.1. Moments mixtes d’échantillon. Considérons un moment mixte

d’échantillon . .
Ape = E{ (Z Xi) [Z(Xf - 1)} } (3.17)

(k=1,2,..., £=0,1,2,...) dans le cas d’'une population standardisée X, i.e. & moyenne
0 et variance 1, et un échantillon iid de taille n. Notons les moments de population «, =
E(X"), r > 1, ot ay = 0 est la moyenne, as = 1 est la variance, v = a3 est 'asymétrie,
k = ay — 3 est le kurtosis de la population. On a les propriétés suivantes.
1. Le moment mixte d’échantillon Ay , peut s’écrire comme un polynoéme en les moments
de population o, = E(X"), r = 1,2, ..., et des puissances de n, n? avec ¢ = 0,1,2, .. ..
2. Le degré maximal en n est borné par deg(Ag;n) < (k+£)/2.
3. L’ordre maximal des moments de population «, inclus dans le polynome est donné
par ord(Ag¢; ) = k + 2¢, et se présente par le terme nay.yop & coefficient n.
4. Le degré maximal du polyndéme en les moments de population est borné par la valeur
deg(Ay; o) < min{(k + 2¢)/3,n}.

5. Les polynémes complets pour 24 moments mixtes d’échantillon Ay, sont données

en les égalités (2.22)—(2.41) et (B.5)—(3.10), notamment pour les paires (k, (), k =
1,...,7,0=0,1,2,3, pour k = 6,7 les cas £ = 2,3 non inclus.

Ces polynomes confirment les propriétés 1 a 4, et montrent que les inégalités donnent
des bornes pointues.

Preuve. Pour 1. En utilisant pour Ay, = E{(3>" X;)* [>-(X? —1)]*} 'expansion a I'aide du
multinomium, et la linéarité et la factorisation de ’espérance, Ay o devient une multisomme
ol chaque terme, & part de son coefficient, est un produit d’espérances E[X*(X?2)%] =
Qpros, 00 0 < k. <k, 0<s, </ </{ avec des indices de sommation bornés par n et le
pair k, 0 :

o[ I o)

> ki=k S
S S ST (RS [ PR | ZOEE R e )
Zi Zziz: g ?2] =/
= Z (kl k . ) <€1 l , )E[Xfl(Xlg — 1)61] E[XSH(Xi _ l)g”]
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ou
0 / s ,
ky 2 el ky T 2\ Sy by —5p T by —58p
B[xF(x2 - 1)*] —E[Xr ;(sr)w (-1) ] —Z()( Do 4o
Donc '
Ak'yf = Z Z Z B(){k1+231 e O 9s, (318)
12 7£ 0 S1= =0 sn=0
Do ki=k, 32, 4=t

ou

k ¢ 0 (¢ 0
B:=8B = DR () () (). 1
iy (kl, o k:n> <£1, o ,£n>< ) (51> (52 5 (3.19)

On obtient un polynoéme en les «,. Il reste & montrer que c’est aussi un polynéme en
n. Le coefficient B est un nombre entier. Le groupement des termes de méme produit
Ok 425, - - - O, 425, aUra un coefficient qui est un polynéme en n. Par exemple dans Ag; le
terme de produit azasayg . . . ag, qui provient des indices 3=3+2*0, 5=3+2*1 et 0=0+2*0,
et le terme azagpasayg ... ag, et les termes avec toutes les positions possibles de as et as
entre les agy dans le produit de n facteurs, donnent le méme résultat azas, sont en nombre
n(n — 1) = n? — n, ont le méme coefficient B, et feront un terme groupé B(n* — n)azas.

Pour 3. Corollaire de 'analyse : Pordre maximal du moment inclus est max,{k, +
2s.} = k + 2¢, et se réalise pour le produit a9 ... et ses réarrangements, qui sont
en nombre n, et ont le coefficient B = 1.

Pour 2. Des préliminaires, dans son équation , on sait qu'une moyenne d’échantillon
est O,(n~%2), alors la somme des composantes d'un échantillon de taille n est O,(n'/?).
Par conséquence (3 X;)* [3(X? — 1)]" = Op(n*9/2) et Ay = O(n*™+9/2), donc le degré
maximal en n est (k+ £)/2. On pourrait aussi essayer une démonstration par récurrence.
Pour 4. Le polynome est une somme de termes de type produit ag,42s, - - - Ok, 425, avec un
coefficient, et 0 < k, < k, > k., =k, 0< s, < 0. <l > 4. ={ r=1,...,n Dans ce
produit on peut avoir des facteurs ap = 1,7 = 0,9 = 1, et des facteurs pertinents du
type ag, 125, avec k. + 2s, > 3. D'un coté, comme il y a n facteurs, le degré maximal du
polynome sera n. De 'autre coté, le degré du polyndéme en les moments sera le nombre
maximal de facteurs avec k, + 2s, > 3 dans un produit. Soit ce nombre a, réalisé par les
premiers a facteurs, alors 3a < Y °°_, (k. +2s,) < > " (k. +2s,) < >0 (k. +20,) = k+2¢.
Donc a < (k + 20)/3.

Pour 5. Les polynémes étaient prouvées auprés des équations citées. Leur accord avec les
bornes des points 2 a 4 est vérifié dans la table [3.1]

Problémes ouverts. Dans le contexte de la propriété, nous notons deux questions. Les
24 moments mixtes calculés ont la propriété deg(Ayy, o) = min{|(k + 2¢)/3],n} ou |a]
est le plus grand nombre entier < a; est-ce qu’il s’agit d’une propriété générale ; et si non,
elle se réalise sous quelles conditions ? Puis on pourrait faire ’étude des moments mixtes
dans le cas d’une population X non-standardisée.



TABLE 3.1 — La propriété des moments mixtes est confirmée dans les

expressions — et — calculées dans ce mémoire.

Ao | deg(Agesn) (K+0)/2 | ord(Agg; ) k420 | deg(Are; ) (k+20)/3
Aip 0 0.5 1 1 0 0.33
Ao 1 1 2 2 0 0.67
Asg 1 1.5 3 3 1 1
Aso 2 P 4 4 1 1.33
Asg 2 2.5 5 5 1 1.67
Aso 3 3 6 6 2 2
Azp 3 3.5 7 7 2 2.33
Ais 1 1 3 3 1 1
Asq 1 1.5 4 4 1 1.33
Az, 9 P 5 5 1 1.67
Aur 2 2.5 6 6 9 2
Asa 3 3 7 7 2 2.33
Aga 3 3.5 8 8 2 2.67
Atz 1 1.5 5 5 1 1.67
A 2 2 6 6 2 2
Az 2 2.5 7 7 2 2.33
Ay 3 3 8 8 2 2.67
As o 3 3.5 9 9 3 3
Ars 2 2 7 7 2 2.33
A s 2 2.5 8 8 9 2.67
Az 3 3 9 9 3 3
Ay 3 3.5 10 10 3 3.33
Ass 4 4 11 11 3 3.67
Ary 4 4 9 9 3 3
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Chapitre 4

Fonction de distribution de S,

Ce chapitre présente 'expansion d’Edgeworth jusqu’a l'ordre 3 pour la fdi de la moyenne
studentisée de Hall. Ce résultat est une extension de I’expansion jusqu’a l'ordre 2 présentée
par Hall, et nous l'obtenons en suivant la méthode de Hall et en utilisant les expansions
pour les moments obtenues dans les chapitres 3 et 4.

Si on dispose, basée sur un échantillon de taille n, d’une statistique asymptotiquement
normale — comme la moyenne standardisée ou la moyenne studentisée — il est courant en
statistique inférentielle d’utiliser la distribution normale comme approximation pour la
vraie distribution de cette statistique. Afin d’étudier I'erreur de cette approximation, en
premier lieu l'erreur sur la fdi de la statistique, on cherche 'expansion d’Edgeworth, qui
est une expansion asymptotique en puissances de n~'/2 de la vraie fdi autour de la fdi de
la loi normale. Cette expansion permet de détecter les éléments de population qui sont la
source dominante de I’erreur inhérente a ’approximation.

Ce chapitre présente d’abord la notion de cumulants d’une va. Les cumulants seront utiles
pour obtenir I'expansion d’Edgeworth de la moyenne standardisée. La méthode peut se
généraliser pour une statistique générale qui est asymptotiquement normale. Finalement
nous l'appliquons pour la moyenne studentisée de Hall.

4.1 Cumulants et Moments

Cette section présente la définition des cumulants d’une va et la relation avec les moments
de la va.

Les cumulants et les moments jouent un réle comparable. Tous deux sont des mesures
résumant certains aspects de la distribution; les uns s’expriment comme polynoémes des
autres. Dépendant du contexte il est parfois plus simple d’utiliser les cumulants ou les
moments.
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Fonction génératrice des moments et fonction caractéristique
Pour une va X & fdi F'(z) et fde f(2) nous notons les moments oy, = E(X*) = [7°_a* dF(x)

= ffooo x* f(x) dx, et les moments centrés y, = E(X — EX)* &k =1,2,.... Alors a; = p

est la moyenne de X, js = as — a? = o2 est la variance, et u; = 0. Nous connaissons la

fonction génératrice des moments (fgm)

M(t) = B(e!X) = / T e () da

—00

et la propriété, obtenu a 'aide de la série en puissances e* = 1 + Z;’il 27 /5!,

=1 7

Parce que la fgm n’existe pas toujours, on préfére parfois d’utiliser la fonction caracté-
ristique (fca) qui existe toujours,

w0 =) = | T f(2) da (4.2)

—00

et la propriété, obtenue de la méme facon,

it)?
<j') . (4.3)

X)) =1+> a
j=1

On peut donc définir le moment d’ordre j d’une va X comme le coefficient de (it)’/j! dans
I’expansion en puissances de sa fca.

Pour les distributions en pratique la fca x(¢) est souvent une fonction exponentielle, de
sorte que sa logarithme, la logfca, parfois appelée sa deuxiéme fca, log x(t), a une
expression plus simple, ce qui pourrait suggérer de considérer ’expansion en puissances de
cette dernieére.

Définition 4.1.1. Le cumulant d’ordre j d'une va X est le coefficient x; de (it)’/j! dans
I’expansion en puissances de sa logfca,

log x(t) = Z K; (th')] : (4.4)

Propriété 4.1.2. Relation entre les cumulants et les moments ou les moments
centrés. Le cumulant d’ordre j s’exprime comme un polynoéme de degré j en les moments
de l'ordre 1 & j. Réciproquement le moment d’ordre j s’exprime comme un polynoéme en les
cumulants. Les cumulants s’expriment aussi comme un polynéme en les moments centrés.
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En particulier, nous donnons les cumulants de 'ordre 1 & 5 :

Kl=Q1 = (4.5)
Ko = Qiy — O (4.6)
= lig = o (4.7)
Ky = Q3 — 3ap0 + 208 (4.8)
= H3 (4.9)
Ky = 0y — dagoy — 303 + 120907 — 60} (4.10)
= fia — 3t} (4.11)
K5 = a5 — 10aas — Sagay + 30a1a; + 2005 as — 60y + 2403 (4.12)
= s — 10psp2 . (4.13)

Nous savons que si «; existe alors tout moment «;, d’ordre k& < j existe. En plus nous
savons que chaque moment centré d’ordre j s’exprime comme un polynéme de degré j en
les moments d’ordre £ < j, et réciproquement. Alors la propriété illustre que x; existe ssi
«; existe, ou équivalemment ssi y1; existe.

Preuve. La pointe de la démonstration est I'identification de deux expansions en puissances
pour la logfca log x(¢). D’un c6té on a I'expression (4.4]) avec la définition des cumulants. De
lautre coté on peut calculer la logfca a partir de 'expansion (4.3|) en utilisant ’expansion

en puissances
2

x ok
log(1+x)—x—?+—— —; ?

Alors

log x(t) = log <1+Z ) (4.14)
= (-~ [Z a; (i’?)j] . (4.15)

|
k>1 j>1 J:

On calcule & droite successivement le coefficient de (it)? /!, pour obtenir £;, 7 = 1,2,3,4,5.

A ce but nous posons r = A+ B et y = C avec

A= B(X)(it) + 21'E(X2)(zt)
1 3
B = (X% (it)
C = %E(X‘*)(zt) + %E(X%(itf

et I := Z(—l)k“(a: + )k

k>1
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Calculons successivement [, avec 1 < k < 5 en considérant seulement les termes en (z't)j
avec 1 <7 < 5.
e Pourk=1,ona:

I =x+vy
_ B(X)(it) + ;'E(X (i) + %E(XS)(#)?’ + %E(X‘*)(z‘t)‘* + %E(X5)(z’t)5 |
e Pour k=2,ona:
I, = —%(x +y)?
= _%AQ — AB — xy
_ _%<E(X)>2(it)2 _ %E(X)E(XQ)(#)3 _ é(E(XQ))Z(itf - éE(X)E(X?))(it)4
SERBOC) )P — o B(X)E(X) i)
e Pour k=3,0ona:
I = ;(x +y)?
1 3
=22 3
= (m0) ( X)) B (i) + B0 (ECX)) (00}
+ é(E X))QE
=~ (B00) ()° + ( (X >) BOX)(i0)* + 1B (B(X) (i1)°
+ é(E >2E X3)(it)?
e Pour k=4,ona:
Iy = —%(37 +y)*
- _i{ (E(X)>4(zt)4 - %(E(X))3E(X2)( ’}
_ _%(E(X)>4(zt)4 —~ %(E(X ))3E(X2)(zt)

e Enfin pour K =5o0n a :
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Alors on obtient :

[:[1+Ig+1'3+[4+l5

— E(X)(it) + — { ( X))Q} { E(X?) —%E(X)E(XQ)
) e ot
1 9 1 1 3 1 4
+§<E(X)> E(X )}( t)! +{1—20E(X ) — GECEX?) - ZE(XOE(XY)
+ B0 (BO) + ¢ (B00O) BOG) - 2 (B00O) BEC) + ¢ (B0) i)

Nous obtenons finalement

k= E(X) |
s
ks = B(X?) — 3 E(X})E(X) + (E(X))3 - E(X - E(X)>3
ke = B(XY) — 4 E(X*)E(X) — 3 (]3()(2))2 412 E(Xz)(E(X)>2 6 (E(X)>4
~E(x - ) —3 (V(x )2 (4.16)
ks = E(X?) — 10E(X?)E(X?) — 5E(X)E(X?) + 30E(X) <E(X2)>2 +20 (E(X))QE(X?’)

— 60 (E(X)> B(X?) + 24<E(X)>5
_ {E(X5) _SE(X)E(X) + 1OE(X3)<E(X)>2 - 10E(X2)(E(X)>3 + 4<E(X)>5}

. 10{E(X3)E(X2) — 3B(X) (E()@))2 . <E(X)>2E(X3) + 5B(X?) (E(X))3

- 2<E(X))5}

—B(x - EX)5

|
—_
(@)
—
=
S
|
N
=
>
N——
——
—
=
<
N4
w
=
<
=
>
_|_
DO
N
=
s
N———
——

et ainsi de suite.
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4.2 Expansion d’Edgeworth pour la moyenne standar-
disée

Cette section présente l'expansion d’Edgeworth pour la fonction de distribution de la
moyenne standardisée. Nous suivons le travail de Hall, qui donne '’expansion d’ordre 2,
et nous obtenons I'extension pour 1'ordre 3.

Théoréme 4.2.1. Expansion d’Edgeworth pour la fonction de distribution de la
moyenne standardisée. Soit une population X a moyenne p = E(X) et variance finie
0? = V(X), et considérons un échantillon iid X, ..., X, de taille n. Alors la fonction de
distribution Fg, (z) = P(S, < z) de la moyenne standardisée S, = n'/2(X — u)/o a une

expansion d’Edgeworth

Fs,(z) = @(x) + n 2 pi(x) () + 0" pa(a) ¢(x) + 02 py(a) p(a) + o(n™*%)  (4.17)

ou
1 2
p(z) = —57 (x*—1) (4.18)
1 2 L a4 2
— —o{ 57k (2° = 3) + 7" (a* — 102 +15)} 1.1
pa(x) 33{24/<; (x*—3) + =7 (x 0z + 15) (4.19)
1 1
ps(z) = —{EO/% (z* — 62° +3) + Vi (z° — 152" 4 452 — 15)
1
+ o7 (@ — 282° + 2102 — 4200° + 105)} (4.20)

et v =E[(X — u)/o]? est 'asymétrie, k = E[(X — p)/o]* — 3 est le kurtosis,

ks = B[(X — ) /0]’ — 107 est le cinquéme cumulant de la variable standardisée (X — u)/o.
L’expansion est valable comme une série asymptotique si k5 existe, ou équivalemment si
s existe, c.-a-d. si E(|X°) < oo

Preuve. On veut écrire

Fs (z) = ®(x) + Ri(z) n™ 2 + Ry(z) n™! + Ry(x)n 3% + ... (4.21)
= d(z) + ZRj(x) n I/ (4.22)
Rj(z) = pj(x)o(x),  j=12,.... (4.23)

Le coeur de la dérivation sera d’identifier deux expansions en puissances pour la fonction
caractéristique de la statistique .S,,,

Yn(t) = E(e5) . (4.24)
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D’un coté le projet de I'équation (4.22)) donne une expression

Xn(t) = /OO e dFs, (x) (4.25)

= / ¢ db(z) + Y nI? / e dR;(x) (4.26)
—o0 7j>1
ey nIh / e dR;(x) . (4.27)
j>1
De l'autre coté on a I
S, =nl/? 2R _ a2y (4.28)
o
onY; = (X;—pu)/o, i=1,...,n, est un échantillon iid de la variable standardisée

Y = (X — p)/o qui a moyenne 0 et variance 1.
Montrons maintenant que

Xn(t) = [x (t/n" 2)]n (4.29)

o x(t) est la fca de la variable standardisée Y.
En effet,

(o) el e[
l;l ] e )] = [

De x(t) = exp [log X(t)} et la définition 1) des cumulants, on obtient

Xa(t) = [exp(sz] o ‘”2)-” (4.30)

7>1

= exp [Zm] (=22 (4.31)

j>1

oll kj = Ky est le cumulant d’ordre j de Y. Comme Y = (X — u)/o est standardisée, et
en utilisant les relations cumulants/moments de la propriété on a

kK1 =ky =0 (4.32)
Ko = Koy = 1 (4.33)
K3 = K3y = Qgy =7 (4.34)
Ky =Kyy = qy =K+ 3 (4.35)
Ks = Ksy = a5y — 10k3y = u5/05/2 — 10~ (4.36)
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oll 02, 7, K, ji5 sont respectivement la variance, 'asymétrie, le kurtosis, le moment centré
d’ordre 5 de la population X, k5 est le cinquiéme cumulant de la variable standardisée

V=(X-u)fo.
Par conséquence

X(t)—exp[——JerJ i JQW]

7>3

Z’%J —(- 2)/2] )

7>3

=e /% exp

En utilisant Pexpansion en puissances exp(z) = 1 + z + x?/2! + 2% /3! + ... on peut écrire

.t 3 .t 4 .t 5
Xn(t) = etQ/z{l + (/@3—(1 ) n~1?% 4 54—@4') n H5—<Z5') n=3% 4 )

2
. 4 . 5
n—1/2 H4(Zt) 1y (it) n_3/2+...>

n

1
t3 4! > 5

1 e 0 @ Y
3—( / an +R5Tn /+...>
(

o —t2)2 Zt) nl2 4 (@)t 1 (@)
= e /{ / </§4T—|—§/{3(3!)2>n —|—}

En continuant le groupement des termes a droites en puissances de n~'/2 on obtient

Xu(t) = e 2 4 (it)n 2 e 2 L py(it)yn e 24 L (4.37)
—e 24 Z n =% r;(it) et/ (4.38)
Jj=1

ott 7;(u) est un polynéme en u. Nous calculons facilement les premiers trois polynomes

1

ri(u) = émgu?’ (4.39)
1 1

MW=ﬂmu+m@w (4.40)

ry(u) = — L K5 —l—L/@gmu + = ! ryu . (4.41)
120 144 1296
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Hall offre une propriété générale du polynome r;(u) : r; est de degré 3j et est pair pour j
pair, impair pour j impair.

En identifiant les expansions en puissances (4.27)) et (4.38) on conclut que

/ e dR;(x) = r;(it) e 2, (4.42)

[e.e]

Comme e~ %*/2 est la fca de la loi normal standard, et par multiple application de I'intégra-

tion partielle, on peut écrire

e_t2/2:/ e () d:U:/ " D®(x) dx

o0 o

= (it)~! /_00 D®(z)d(e™)
— (i) /_Oo ¢ (— D20 (2)) da

e}

= (it)™7 /OO (1) D' ®(z) do

—0o0

= (it)™ /OO e d[(-D) ®(z)] . (4.43)

—0o0

k

Puisque le polynome 7; est de la forme 7;(u) = 3227 az ju* on obtient

ri(it) e t/2 — Z%j (it)* o t2/2
= ;Ooak’j /_Oo emd[(—D)kCI)(x)}
= /OO e d| 3" ari(~D) ()]
= [ emannew). (0.44)

—00

Alors de (4.42)) et (4.44)), par le théoréeme de l'inverse de la transformation de Fourier, on
obtient la fonction recherchée

Ri(z) =r;(—D)®(z). (4.45)
Nous connaissons I'expression pour les dérivés de la fdi normale,

(—=D)*®(x) = —Hp1 (z) 6(2), (4.46)
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ou Hj sont des polyndémes d’Hermite. Ils sont orthogonaux par rapport a la fonction de
poids ¢ et normalisés de maniére a ce que le coefficient de puissance maximale en z soit
égal a 'unité. Notez que H; est de degré précis j et est pair pour j pair, impair pour j
impair.

En utilisant la formule explicite suivante ([16] )

/2] |
_ k n. n—2k
Hy@) =) (-1) %kl (n— 2k)°

k=0

ou [n/2] est la partie entiére de n/2, on déduit que :

Ho(x) =1
Hi(x)==x
Hy(z) =2* -1
Hs(z) = x(2* — 3)
Hy(z) = 2* — 62° + 3 (4.47)
Hs(z) = x(2* — 102* + 15)
Hg(x) = 2% — 152" 4 452% — 15
Hy(z) = z(2® — 212" 4+ 1052% — 105)
Hg(z) = 2® — 282° + 2102" — 4202% + 105..
Nous pouvons maintenant déduire par exemple
1 3 1 1 9
Ra(w) = 1(=D)2(x) = crs(=D)°2(2) = —phsi(2)¢(x) = —5hs (27 — 1) o(z) .

Les premiers trois fonctions recherchées sont alors

Ri(e) = —Lry (2 — 1)o(a)

6
1 1
Ry(x) = —${ﬂ/€4 (% —3) + Emg (z* —102* + 15)}¢(m)
_ 1 4 2 1 6 4 2
R3(x) = {12()/{5 (x* — 62"+ 3) + EE (x° — 1ba” + 45x* — 15)
+ oot (@ — 282 + 2100 — 4202”4 105)}¢(x) .

Alors de (4.23)) on obtient les trois polynomes pi(x), pa(z), ps(z), ce qui finit la démons-
tration.
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4.3 Expansion d’Edgeworth pour une statistique asymp-
totiquement normale

Nous traitons ici les expansions d’Edgeworth pour des statistiques plus générales que la
moyenne standardisée de ’échantillon, toujours en suivant le développement de Hall.

Théoréme 4.3.1. Expansion d’Edgeworth pour une statistique asymptotique-
ment normale. Soit S,, une statistique avec une distribution asymptotiquement normale
standard, telle que S, = n!/ 2(@ —0)/6 , ou 6 est un estimateur consistent et asymptoti-
quement normale AN(6, 02 /n) pour le paramétre 6, et 62 est un estimateur consistent du

paramétre o2 dans la variance asymptotique, donc S, By N N(0,1). Alors 'expansion
d’Edgeworth pour la fdi de .S, & l'ordre 3 est

Fs,(z) = @(2) +n 12 pi(2)é(x) + 07! pa(2)d(z) + 102 py()(a) + o(n™?)  (4.48)

ol
1 2
pl(ZL’) = —{I{LQ + 6/13’1(1’ — 1)} (449)
1 1 1
pa(z) = —x{§ </<:2,2 + /@%72> + ﬁ(m,l + 4k 9k31) (22 —3) + EKJ%J (z* — 1022 + 15)}
(4.50)
1 3 9 1
p3(x) = —{51,3 + 5 (/‘63,2 + 3K12K2,2 + H1,2> (x®—=1)+ 120 (5/11,254,1 + 10K22K3,1
1
+ 10/{%72/{371 + 11571) (z* — 622 +3) + Tad (/{371/@171 + 2/{1,2@71) (2% — 152" + 4522
1
— 15) + ok (" — 282° + 202" — 4200 + 105)} (4.51)

et les x;; sont les coefficients dans les expansions des cumulants x; := x;, de S, que I'on
suppose d’ordre n=0=2/2 et de la forme

Rj = n*(j*2)/2 (Hj}l + Tlillijg + n*2/<;j73 + .. ) j Z 1. (452)
Alors k11 =0 et kg1 = 1, de sorte que

K1 = n_1/2li1’2 + n_3/2111’3 + ...

Ro = 1 + nillig’g —+ 77,72%273 =+ ...

R3 = n*1/2/£3,1 + TL73/2/€372 + n*5/2/$373 + ... (453)
Kg = n_1/<a471 + n_2/<4,2 + n_3m473 +...

—3/2 —5/2 —7/2
Ks =N //‘325714-71 //i572+n /5573—%....

L’expansion est valable dés que le cumulant d’ordre 5 de S, existe, i.e. dés que le moment
d’ordre 5 existe.
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Hall a noté qu’en pratique I'expansion (4.52)) se fait souvent, et le résultat général que p;
est un polynoéme de degré ne dépassant pas 3j — 1, impair pour j pair et pair pour j impair.
Il a donné explicitement les deux polyndémes p; et ps. Le théoréme ajoute le polynéme ps.

Preuve. Prouvons d’abord la convergence de S,, pour n — oo :

g _ppl—0_ p0-0
" 19 o

(4.54)

SHESE

ou nl/? % g~ N(0,1), 6 %5 o, donc 6/0 -2 1. Alors par le théoréme de Slutsky
[[Blonas, - 27:1=2.

Par le théoréme de Scheffé pour des va continues [15], il en suivra la convergence des den-
sités fs, (r) — fz(x) = ¢(z) et puis la convergence des moments E(S¥) — E(Z*), en
particulier E(S,,) — 0 et V(S,,) — 1.

Pour obtenir I'expansion de la fdi Fg, , comme dans le cas de la section précédente, on
identifiera deux expansions en puissances de la fca x,(t) de S,. D'un cdté on veut écrire
I'expansion pour F;, en la forme (4.22)) avec (4.23]), d’ott une expression pour la fca donnée
en (4.27)).

De l'autre coté, la définition des cumulants x; = K;,, j = 1,2,..., de S, donne la fca

xn(t) = explog x,(t)

1 1 1 |
= exp {/ﬁ(it) + gt + i+ g (it) } (4.55)

ot on suppose les expansions (4.52). Alors k17 = 0 et ko1 = 1, dt au fait que S, est
centré et mis a 1'échelle de sorte que k; = E(S,)) = 0 et ke = V(S,) — 1. Alors on a les
expressions (4.53]) pour les cumulants, et la fca devient

1 1 1
Xn(t) = e/ exp {n_1/2 (M,Q(it) + g'f&l(it)?)) +nt (?@,2(“)2 + ﬂ/f4,1(it)4>

. 1 . 1 .
+ n73/2 (Hl,g(Zt) + 6,13’2(,“5)3 + m/‘i&l(ﬂf)!ﬁ) + ... } .

Utilisons encore exp(z) = 1 = z?/2! + 23/3! + ... et regroupons les termes jusqu’a l'ordre
3, et on obtient

Xn(t = e’t2/2{1 + 1 (it) 2 4 rg(it) nt A rs(it) n Y2 e (it) I }
(4.56)
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ol les premiers 7; sont les polyndmes suivants

. . 1 .
r1(it) = Kk1o(it) + 6K3’1<2t)3

2 UV B Lo 1 e
ro(it) = (5@72@)2 + —54,1(%)4) +5 (m@t) + émg,l(zt)B)

1 1 1
=3 ('fzz + Hig) (it)* + o (Bt + Arin ki) (it)* + 5%3,1(%)6

. , 1 ) 1 , 2 , 1 .
T3(Zt) = (Klyg(lt) + 6/13’2(”)3 + mlial(ltf) + 5 (IiLQ(Zt) + 6%3,1<Zt)3>

1 _ 1 _ 1 . 1 32
<§/€272(Zt)2 + ﬁ/‘ﬂ471(2t)4> + 6 (/€172(Zt) + 6/‘%3,1(275)3)

: 1 .
= I€173(Zt) + 6 (:‘ig,g + 3/'{1’2/432,2 + R?Q) (’Lt)g

1 .
ﬁ <5/€172/€4’1 -+ 10:‘412’2/4,3,1 + 10%%’25371 + /15’1) (Zt)5

1 . 1 .
+ m <H371/i471 + 2%12%%71) ('Lt)7 + T%l{g’l (Zt)g .

+

Hall note la propriété générale que r; est un polynome de degré ne dépassant pas 37, pair
pour j pair et impair pour j impair.
Le développement est formellement identique a celui de la section précédente, a partir de

(4.37). On obtient

Xa(t) = e /2 4 Z n_j/er (@'zf)e_tQ/2 (4.57)
= P24 Zn’jﬂ /_OO e dlr;(—D)®(z)]. (4.58)

Donc
pi(z) ¢(x) = Rj(z) =rj(=D)®(z), j>1, (4.59)

ou les dérivés de ®(x) s’expriment avec des polynomes d’Hermite, (4.46)) et (4.47]). Le calcul
des cas j = 1,2, 3 offre les polynémes p; & ps du théoréme.
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4.4 Expansion d’Edgeworth pour la moyenne studenti-
sée de Hall

Dans cette section nous appliquons les résultats de la section précédente pour présenter
I’'expansion d’Edgeworth pour la fonction de distribution de la moyenne studentisée de
Hall. Nous suivons Hall pour obtenir ’expansion jusqu’a 'ordre 2. En plus, nous présen-
tons 'extension avec l’expansion jusqu’a ’ordre 3.

Théoréme 4.4.1. Expansion d’Edgeworth pour la fonction de distribution de la
moyenne studentisée de type Hall. Reprenons les notations pour une population X
du théoréme [4.2.1] maintenant le cas de variance non-connue et estimée par l’estimateur
5% = S (X; — X)?/n, et soit S, = n'/2(X — u)/S la moyenne studentisée de Hall. Alors
I'expansion d’Edgeworth pour la fonction de distribution de S,,, Fs, () = P (S, < x), peut
s’écrire

Fs,(z) = @(2) +n ' qu(@)(@) + n " @a(2)d(x) + 02 g5(2)¢(x) +o(n %) (4.60)

ol
1 2
a(z) = £7(227 +1) (4.61)
q (:16):i (x3—333)—7—2 (375—1—23:3—3;1:)—1 (2% + 3x) (4.62)
2 12 18 4 '
3
_ _hs(y 4 2 ) Ky ( 6 4 2 ) Y ( 8
= v 1) — ——(322° - 1629022 — 862 —_
gs () 4O(a: 4827 + (320 — 30750 + 162900 — 8625 ) + L (8a
+ 282°% — 2102* — 35252% — 105) - 1?5 <16x6 +10172* — 53342” + 2883) (4.63)

avee 7 = B((X = u)/a)®), 5 = B((X — p)/0)") = 3 et 55 = B((X — p)/r)® — 107 res-
pectivement 1’asymeétrie, le kurtosis et le cinquiéme cumulant de la variable standardisée
YV =(X-u)fo.

L’extension a l'ordre 3 est valable comme une série asymptotique a 3 termes si E(|X]°) <
00 .

Hall donne la forme générale de I'expansion, avec les expressions explicites pour les poly-
nomes q; et go. Le théoréme ci-dessus ajoute 1’expression explicite pour le polynéme gs.

Interprétation. L’erreur de 'approximation normale & pour la fdi Fs, de la moyenne
studentisée de Hall dépend de n, z, et les cumulants de population. Hors z et n le facteur
dominant est 'asymétrie, qui est responsable pour l'effet a 'ordre 1. A l'ordre 2 s’ajoute le
kurtosis. A I'ordre 3 intervient en plus le cumulant d’ordre 5, ou essentiellement le moment
standard d’ordre 5.
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Preuve. S,, a la structure de la statistique du théoréme de la section précédente.
L’application de ce théoréme demande les coefficients dans I'expansion des premiers 5
cumulants de 5, a I'ordre 3. Comme les cumulants s’expriment comme polynoémes en les
moments, nous utiliserons les expressions pour ces moments obtenues en les chapitres[2] et [3]

De la relation (4.16|) et (2.11)),(2.14)),(2.17)),(2.20) et(3.4]), on a :

Kl,n = E(Sn)
1 1 15
= —én_1/27 + gn_3/2 <3a5 — 357 — 7!@7) +0(n™?)

o = 1(52) — (E(S,))

1 1 15 2
=1+nY29y*+3) - { — §n_1/27 + gn_3/2 <3a5 — 357 — ?m)} +0(n™?)

1
=1+ Z—ln’l(?”y2 +12) + O(n™?)

o = B(S?) — 3 B(S,)E(S2) + 2 (E(sn>)3

7 1 105
e G B <33a5 — oK = 1057° - 4777)

1 1 15
- 3{ — in_lﬂv + gn_?’/Q <3a5 5 kY= 357) } (1 +n N2y + 3)>
1 1 15 3
+ 2{ — in’mfy + gn’?’/Q <3a5 - R 357)} +O0(n?)
1
— oy V2 g gn_3/2<24a5 30k — 837° — 3367) +O(n?)
4

an = E(SY) — 3 (E(sg))Q _AE(S,)E(SH) + 12 (E(Sn))2E(sg) 6 (1(s,)
1

2 1
=3+ 01287 — 2 + 24) — 3(1 T2y 3)) - 4{ — 5y

15 7 1 105
<3a5 -5 357) }{ - En_lﬂ’y + gn_3/2 (33045 Ty R 105y° — 4777)}

1 1 15 2
+12 { e I e (3a5 — 3R 357) + O(H’z)}

2 8
1 1 15 4
(1 +nH (292 + 3))) — 6{ - §n_1/27 + gn_?’/? <3a5 — R 357)} +0(n™?)

=n"1(127* — 2k +6) + O(n?)



Ko = B(S3) — 10 E(S2)E(S?) — 5 E(S,)E(S2) + 30 E(S,) (E(sg))2 +20 (E(Sn)>2E(sg)

60 (E(S,J)gE(SZ) +24 (E(Sn))5

- 525 12y ;n 3/2 <333a5 2575y — 245077 — 105307)
- 10{1 +n7 2y + 3)}{ - ;n_l/Qv + én—3/2 (33a5 - %/{7 — 10573 — 4777)}
— 5{ ; 12y 4 ;n?’/Q (3a5 — 1?5/-4;7 — 357) }{3 +n (287 — 2K + 24)}
—|—30{ 12~y + ;n_3/2<3a5— %ny—35v>}{1+n_1(272+3)}2
—1—20{ 12y 4 ;n3/2(3a5 — ?/@7—357)}2
{ ; _1/27 + ;n 3/2 <33a5 — %/ﬂ — 10592 — 4777)}
— 60{ ; 12y 4 ;n_3/2 <3a5 - %/{7 — 357)} {1 +n 2y + 3)}
+ 24{ — ; “2y 4 ;n_g/Q <3a5 — ?/@’y — 357) }5 +0(n™?)

4405

1
= gn_3/2{48a5 — Ky — 8407% — 56857} +0(n7?).

On déduit de la relation (4.52) que

1 1

15
/1172 = —5’}/, /{173 = §(30é5 — ?/{’7 — 35’7),

1
Koo = 1(772 +12),
1
K31 = —27, K32 = §(24a5 — 30Ky — 837y% — 3367),
ka1 = 129% — 2k + 6,

1 4405

Alors de (4.49) a (4.51)) et les relations ci-dessus, on calcule directement les premiers trois
polynomes de I'expansion d’Edgeworth :

Rs1 =

1

1 1 1
a(2) = —{ma+ Zraaa® =1} = J7+ 29" = 1) = 29207 + 1)

et pareillement les plus complexes g2() et ¢3(x). On obtient le résultat du théoréme.



Conclusion

Ce mémoire se cadre dans ’analyse de I'erreur de 'approximation normale pour une statis-
tique & test qui est présentée dans tout premier cours en statistique inférentielle, notamment
la moyenne studentisée pour analyser une moyenne de population a ’aide d’un échantillon
de taille n. Un pas cruciale et inspirant pour cette étude est le travail de Hall, qui analyse
I’erreur de I'approximation normale pour une statistique équivalente a 1’aide d’expansions
d’Edgeworth, c’est-a-dire des expansions asymptotiques en puissances de n~'/2.

L’objectif du mémoire a été atteint. Le mémoire obtient pour la fonction de distribution
de la moyenne studentisée de Hall, ou la moyenne studentisée MM, a partir de 1’approxi-
mation normale, I’expansion d’Edgeworth jusqu’a l'ordre 3. Le résultat est en accord avec
I’expansion a l'ordre 2 de Hall, et en donne une extension par le terme de I'ordre suivant.
Cette extension offre une approximation plus précise que la normale pour la vraie fonction
de distribution de la moyenne studentisée de Hall, et une identification hiérarchique des
parameétres de population qui sont a 'origine de ’erreur de I'approximation normale.

En plus en cours de I’étude nous avons obtenu pour un échantillon indépendant et identique-
ment distribué de taille n d’une population X, & moyenne 0 et variance 1, des expressions
complétes pour 24 moments mixtes d’échantillon Ay, = E{(3° X;)" [>°(X? — 1)}, comme
polynoémes en n et les moments de population. Une propriété générale pour ces moments
mixtes en est filtrée et prouvée.

Au cours de ce travail de recherche, nous avons appris et utilisé plusieurs méthodes et
notions : les expansions d’Edgeworth et leur potentiel pour la statistique, I'application
concréte du binomium et du multinomium, et du calcul par récurrence, les notions d’ordre
et d’ordre en probabilité, la fonction caractéristique et les cumulants.

Plusieurs problémes se présentent pour une future recherche : élargir I’étude vers la moyenne
studentisée classique, et vers d’autres approximations que la normale, comme initié dans
le travail de Nkurunziza et Vermeire; écrire un algorithme en un logiciel mathématique,
comme Mathematica ou Maple, pour calculer les moments mixtes d’échantillon; la ques-
tion ouverte du degré de I’expression polynomiale d’'un moment mixte d’échantillon en les
moments de population.
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