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Résumé

Soit (M, F}) un espace berwaldien. Dans ce mémoire, les équations d’évolution hyperbo-
lique de la courbure de Ricci et de la courbure scalaire de (M, F}) sont données localement.
De plus, le long du flux géométrique hyperbolique, ces équations sur les espaces berwaldiens,

sont des dérivés.

Mots-clés : Espace de Berwald, flux géométrique hyperbolique, équations d’évolution de cour-

bure.
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Abstract

Let (M, F;) be a berwaldian manifold. In this memory, the hyperbolic evolution equations
of Ricci curvature and scalar curvature of (M, F}) are given locally. Furthermore, along the hy-

perbolic geometric flow, those equations on berwaldian spaces, are derivatives.

Keywords : berwaldian manifold, hyperbolic geometric flow, curvature evolution equations.
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Avant-propos

Ce mémoire rentre dans le cadre de 1’obtention du diplome de Master en Didactique des
Sciences Mathématiques et s’oriente dans le domaine de la Géométrie de Finsler.
Il étudiera les équations d’évolution hyperbolique sur les espaces berwaldiens et 1’idée de ce
mémoire de recherche est venue du constat que les équations d’évolution sur les espaces ber-
waldiens ont été établies en 2020 sous le flux de Ricci.
En effet, a base des notions sur les espaces berwaldiens et les courbures berwaldiennes, on a pu
établir les équations d’évolution hyperbolique des fonctions courbures berwaldiennes le long
du flux géométrique.
Cette recherche se veut étre une contribution devant permettre de bien comprendre les propriétés

ondulatoires des courbures berwaldiennes.
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Introduction générale

Les équations d’évolution hyperbolique sont d’intérét significatif dans de nombreux do-
maines de Mathématiques et de la Physique. Ces équations permettent de modéliser des phéno-
menes physiques complexes tenant compte des propriétés géométriques de 1’espace dans lequel
ils se produisent.

Un flux géométrique est une évolution d’une structure géométrique sous une équation différen-

tielle liée a une fonctionnelle sur un espace, généralement associée a une certaine courbure.

Le sujet du flux de Ricci Hamilton ([10] : g g(t) = —2Ricy) ol g(t) est une métrique rieman-
nienne dépendant d’un parametre t) réside, le plus généralement, dans 1’analyse des champs
des flux géométriques, qui a son tour se situe dans le domaine de 1’analyse des champs des flux
géométriques. Dans le flux de Ricci, nous voyons 1’unicité de la géométrie et de 1’analyse. En-
tant que le systeme entierement non linéaire d’équations aux dérivées partielles paraboliques du
second ordre [8]], le flux de Ricci semble a bien des égards €tre une équation tres naturelle. De

méme, puisque 1’équation ou le systeme hyperbolique est I’un des modeles les plus naturels dans
2

la nature nous ressentons que le flux géométrique hyperbolique 72 g(t) = —2Ricy(), introduit
par KONG et Liu [11] en 2007, est également un outil trés naturel et utile pour comprendre le
caractere ondulatoire des métriques, le phénomene ondulatoire des courbures, 1’évolution des

variétés et leur structure (voir [[1L1], [6],[13]).

Dans ce travail, I’objectif est d’établir les équations d’évolution hyperbolique des fonctions
courbures d’un espace berwaldien sous le flux géométrique hyperbolique. Plus précisement,
nous nous sommes concentrés sur 1’obtention des formules locales des évolutions en utilisant
les techniques de S. Brendle ([3]], [4]]), voire [15]].

Nous supposons que {M, g(t),t € (0,T)} est une famille de variétés berwaldiennes completes
2

évoluant sous le flux géométrique hyperbolique - g(t) = —2Ricp(). De plus Ric et Scal dé-
signent la courbure de Ricci et Scalaire de (M, ¢(t)) respectivement.

Le reste de ce mémoire est repartie comme suit :

Dans le premier chapitre, nous donnons quelques notions de bases sur les espaces berwaldiens.
Le second chapitre est consacré a 1’étude des courbures berwaldiennes tres utile dans le troi-
sieme chapitre. Dans le troisieme chapitre, nous dérivons les équations d’évolution des cour-

bures berwaldiennes le long du flux géométrique hyperbolique.
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EQUATIONS D’EVOLUTION HYPERBOLIQUE SUR LES ESPACES BERWALDIENS

IEEannmmmmmm Chapitre 1 I

Notions de base sur les espaces berwaldiens

Soit M une variété différentiable de classe C'*° et de dimension n, on désigne par :
1. x :un point de M

.... ., - les coordonnées locales de x

U : un ouvert de M

T'M : le fibré tangent de M
T, M :I’espace tangent en z a M
(x,y) : un point de T'M

(2%, 9") : les coordonnés locales dans T'M.

) . oot A i
{ ot }z’=1 _ « sections de base induite par {z"}

,,,,,

A A

{i o } , : section de base pour 7'M
07 Oy* Ji=1,.n

.....

_
e

w:TM — M;(x,y) — x : une projection naturelle
. YU) : un ouvert de T M

—
N =

. TM\{0} : Fibré tangent privée de section nulle.

1.1 Définitions et propriétés

1.1.1 Définition d’une métrique finslérienne
Définition 1.1. Une métrique finslérienne sur une variété différentiable M est une application
F : TM — RY satisfaisant aux trois propriétés suivantes :

1. Régularité : F' € C.

2. Homogénéité : Pour tout X € R, F (x, \y)=\F (z,y).

3. Connexité forte : En chaque point (z,y) € TM\0, la hessienne (g;; (x,y)) de 3 F? (z,y)

dont les éléments

g (@,y) = 2 LE (@:9) (1.1)
IATIST 9 Qyioyd '
est définie positive.
Nelson NDIKUMUKIZA ©E.N.S-I.P.A 2024 2 Boulevard Mwezi Gisabo, BP 6983 Bujumura-Burundi
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Remarque 1.1. 1. Siy =0, alors ' (z,y) =0.
2. Siy#0,alors F (z,y) #0.
3. 1l arrive des fois on F (z,\y) =| A | F (x,y) VA € R, dans ce cas on dit que F est

réversible. Dans la suite, nous supposons que F' est non réversible.

4. La hessienne (g;; (x,y)) dont les composantes sont définies en (1.1)) détermine un tenseur

tenseur-métrique riemannien dépendant de x et/ou de y.

1.1.2 Propriétés

Lemme 1.1 (Euler). [/|Soient V un espace vectoriel réel et f : V — R une application C*

sur V\ {0} . Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) fey) =" f(y), [ est une fonction homogéne de degré r

(it) y' 2 = rf(y).

1.1.3 Quelques particularités d’une métrique finslérienne

1. Métrique riemannienne : Une métrique riemannienne g sur une variété M est une fa-

mille de produits scalaires { g, }.en sur chaque espace tangent T, M :ona g = (g;; (x)) =

0
(gg; (a,, 6J>) Ainsi le tenseur finslérien (g;; (z,y)) sera riemannien si la relation
Tt 0T

suivante est satisfaite

gij (x,y) = gij (x) ,Yr € M et Yy € T, M. (1.2)

2. Métrique minkowskienne : Une métrique finslérienne F' sur M est dite localement Min-

kowskienne s’il existe un atlas sur M dans lequel le tenseur g est tel que :
955 (%,y) = 95 (y) - (1.3)

De plus, F' sera minkowskienne si M est un espace vectoriel.

3. Métriques berwaldiennes : Le tenseur de composantes données en (I.1)), induite par F,
est en réalité une métrique riemannienne dépendant d’un point x et d’une direction y.
Par conséquent, les symboles de Christoffel relatifs a cette métrique, g(x, y) = (g:;(z,y)),
dépendent de x et/ou de y. Désignons ces symboles par Ffj(x, Y).

Ainsi, une métrique berwaldienne est une métrique finslérienne satisfaisant a la relation

Iy (z,y) = Iy (2) Va,y € TM. (1.4)

Nelson NDIKUMUKIZA ©E.N.S-I.P.A 2024 3 Boulevard Mwezi Gisabo, BP 6983 Bujumura-Burundi
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1.2 Construction du fibré vectoriel 77" M

Définition 1.2. Soient M une variété différentiable de dimension n et TM\O le « Slit tangent
bundle » de M. La projection naturelle w : TM\O — M « pull-back » 'espace 7T M au dessus
de T M\0.

7*T M est le fibré vectoriel dont le fibré de base est le fibré tangent T M\ 0.

7 TM = {(z,y,v) : (z,y) € TM\O et v € Tr(z,y)M}.
Les fibres de 7T'M sont des copies de I'espace T, M. On a 7T M|, = T, M.
Définition 1.3. Le « pull-back » du fibré cotangent w*T* M est un fibré vectoriel dual du fibré

7 T'M et dont les fibres sont des copies de Iy M. Précisement, on a :
T M| () = Ty M.

1.3 Quelques objets fondamentaux du fibré 7*7 M

— Soient (z),_, ., les coordonnées sur un ouvert U C M et (2, y") ,, les coordon-

i=1,,

nées locales sur un ouvert 7' (U) C TM. Les ' produisent des sections de bases

0 ,
gy et {dz"'} respectivement pour T'M et pour T* M.
l»l

Puisque les fibres du fibré tangent pulled-back sont identiques a 7'M pendant que les

. . 0 A )
fibres de 7*1™ M sont identiques a 7 M, alors {8’ et {dz'} sont respectivement les
x
sections de bases pour les fibrés 7*T'M et 7*T™* M.
Avec ces sections de base, on peut définir quelques objets géometriques finsleriens asso-

ciés au fibré 7'M et a son dual 7*1™ M.

— Le fibré vectoriel 77" M admet une métrique riemannienne naturelle g := g;; (x,y) dz' ®
dx7. C’est un tenseur fondamental dont les éléments sont définis dans (1.1).Ce dernier est
une section symétrique du fibré 71" M & 7T M.

— Un autre objet trés important est le tenseur de Cartan A := A;jx (z,y) do’ @ da? @ da*

ol
F 0g”

2 Oyk
A est une section symétrique du fibré 7*T*M @ ©7*T*M @ 7T M.

Aiji = (1.5)

Lemme 1.2. Soit F' une métrique finslérienne sur une variété différentiable M, alors :

p
1. g“zlj = —fAZj oit g sont des composantes de I'inverse de g et A = g% g™ A,
2. Aiji = Ajir = Aigj
Lemme 1.3 (De Deicke). Une métrique finslérienne est riemannienne si le tenseur de cartan
est nul.
Nelson NDIKUMUKIZA ©E.N.S-I.P.A 2024 4 Boulevard Mwezi Gisabo, BP 6983 Bujumura-Burundi
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1.4 Connexion non linéaire sur le Slit tangent bundle 7'M\ 0

Les composantes g;; du tenseur fondamental g, sont des fonctions différentiables sur 7'M\ 0.
On peut montrer, grice au Lemme [1.1) (Euler) qu’elles sont invariantes sous la transformation
y — cy Ve € Ry. Elles sont utilisées pour définir les symboles de christoffel formels de la

seconde forme définis comme suit :

; Ly 39jl Ogui agjk
Z. = — t - — . 1.
ik 2g ((’h’k + oxJ ox! (1.6)

Les ’y;- . déterminent les coefficients d’une connexion non-linéaire sur 7'A/\0 donnée par :

3 7 1 7 r_ s <.
N} =7y = A WYY Vi G ks = 1 (1.7)

) ) )
Par conséquent, sur 7'M \0 ,les bases dont on travaille avec sont {5., F 5} et son
* Y )it om

oyt -yt
dual < dz’, 4 au lieu de i,F i et son dual | dx’, i .
F i=1,m ozt dy' =1, n F =1, n

Les facteurs F' et — sont introduits pour rendre tous les objets géométriques qui sont invariants

sous la transformation y — cy, (¢ > 0). De plus, le fibré tangent de 7'M \0 peut se décomposer

4]
en une somme directe de la partie horizontale H engendrée par {5} et la partie verti-
xt ).
=1, ,n
. 0
cale )V engendrée par < F'— .
W' )it
En d’autres termes, on a :
T (TM\0) 1 0 @ vect § F' 0 (1.8)
= wvect{ — vec — .
oxt oy
= HoV. (1.9)

Avec les coefficients d’une connexion non-linéaire /V ;f, on peut définir une forme différen-

J 1 . o
tielle 0,0 : 7*T'M — T (T M\0) par: 0 := T@)F (dyZ + N;dxj). A travers la décomposition
xl
de T (T'M\0), évoquée en (L.8) et en (1.9), 7'M \0 admet une connexion non-linéaire appelée
connexion d’Ehresmann.

1.5 Connexiond linéaire sur ’espace 7*1' M

Définition 1.4. [I6] Une connexion linéaire sur le fibré vectoriel m*TM au dessus du fibré

T M\O, est une application

Nelson NDIKUMUKIZA ©E.N.S-I.P.A 2024 5 Boulevard Mwezi Gisabo, BP 6983 Bujumura-Burundi
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V: X (TM\0) x ' (m*TM) — T (m*T M)
(X, €)= Vx¢
telle que ¥V f € C™ (T'M\0,R), satisfaisant aux propriétés suivantes :
(i) Vxiv€ = Vx€+ Vyé
(ii) Vix€ = fVxE
(iii) Vx (f§) = X (f) €+ V¢
(iv) Vx €+ T})=?xf + Vx7.
Remarque 1.2. 1. V¢ est appelée derivée covariante de & dans la direction de X .
2. En coordonnées locales (")
v 0
ot

=1, ’ndans M,ona:

Ereie FZW ou les Ffj sont des coefficients de V.
x x

1.6 Connexion de Finsler-Ehresmann

Considérons une application différentielle 7, de la submersion 7 : TM\0 — M :7(x,y) —

x. Le sous-espace vectoriel de 7' (T'M\0) est définie par V := Ker (m,) et est localement en-

3}
gendré par I’ensemble {Fa., n>i> 1} sur chaque 71 (U) C TM\0.
yl

Un sous-espace horizontal H de 7" (T'M\0) est par définition chaque complémentaire de V.
Les fibrés H et }V donnent un découpage lisse [[14]]
T(TM\0)=HoV. (1.10)

Une connexion d’Ehresmann est une selection d’un sous-espace horizontal 7 de 7" (T'M\0).

Le fibré ‘H peut €tre défini canoniquement [9]a partir de I’équation géodésique.
Définition 1.5. soit 7 la projection restreinte définie par w : TM\0 — M.
(1) une connexion de Finsler-Ehresmann de  est le sous fibré H de T (T M\0) défini par

H: Ker(0), (1.11)

oud: T (TM\O) — 7T M est le morphisme défini par

0 1 . .
_ - i i 7.3
I=--95 (dy' + Nida?) (1.12)
avec Nj(z,y) 1= oy pour
j I dg;i Igri dGij j
i R J . J i,k
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(2) La forme 0 : T (TM\O) — 7T M induit une application linéaire

pour chaque point (x,y) € TM\0 ot x = 7 (x,y).
Le relevement vertical d’une section & de w, T M est I'unique section v (§) de T (T M\0)
telle que pour tout (x,y) € TM\0,

T (V) l@y) = Otay €1 0 (v () @) = €G- (1.15)
(3) La projection différentielle . : T (T M\0) — 7*T' M induit une application linéaire
Tel@y) * Tiay) TMN\O — T, M, (1.16)
pour chaque point (x,y) € TM\0; onxz € M = 7 (x,y).

Le relevement horizontal d’une section € de 7T M est I'unique sectionh (§) de T (T M\0)
telle que pour tout (x,y) € TM\0,

T« (h(f)) |(J:,y) = g(w,y) et (h (5)) = O(m,y)' (1.17)
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I Chapitre 2 I

Courbures berwaldiennes

2.1 Champ de Tenseurs Finslerien

Définition 2.1. [I6]Un champ de tenseurs finslerien T de type (q,0,p1, p2) sur TM\O est une

section C™ du fibré vectoriel

TT*M® - @ T*M T (TM\0) ® - - @ T* (TM\0) @*7*T M. @2.1)

p1—facteurs pa— facteurs

C’est-a-dire que T : " T*"M ®- - -Qm*T*MQT* (TM\0)®- - -QIT*M — C*(TM x --- ,|R)

est une application multilinéaire.

Remarque 2.1. Dans une carte locale,
T=T M O ® @0, ®de" @ @di'n @) @ @ eI

Zl"'ipzjl"'jpg

0a<8zl®®axq®dxl®.®dx’wl ®€j1®...®gjp2)avecke{1’... ’n}q,ie{l’... ’n}pl,

j € {1,--- ,n} py est une section de base de tenseur et les Oy, := ainsi que €’¢ sont res-

ke
pectivement les sections de base pour 7T M et T* (T M\0) dual de T (T'M\0).

Exemple 2.1.  [. Le tenseur g est de type (0,0,2,0)
2. La forme de Finsler-Ehresmann est de type (1,0,0, 1).

La connexion de Chern sur 7*7'M est définie par le lemme suivant :

Lemme 2.1. Considérons (M, F') une variété finslerienne et g son tenseur fondamental. Il existe
une unique connexion N sur le fibré vectoriel 7T M tel que pour X,Y € X (TM\0) et V¢, n €
m*T'M, on a les propriétés suivantes :

1. Vxm.Y — Vym. X =7m.[X,Y]
2. X(g(&m)=9(Vx&n) +9(&Vxn) +2A(0(X),&n).

F 0 . .
On A := > ok gijdr’ @dx? @ dz* est le tenseur de Cartan et 0 est la forme d’Ehresmann
définie dans (1.12).
Les coefficients de cette connexion sont
; L (095 09 Ogjk
FZ- S il J 4 - J 22
gk 29 oxk  dxad ox! (2:2)
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N

ou

— F; . st le symbole de Christoffel de la connexion de Chern,

5 o 0

szt oxt oy 2.3)
0

= h : 2.4

(8.1'7') ) ( )

i ik
avec Nj =T y".

A T’instar de la connexion de Levi-civita en géométrie riemannienne, la connexion de Chern
est une connexion linéaire ne possédant pas de torsion, mais n’obéit qu’a des conditions de

g-compatibilités restreintes.

2.2 Opérateurs différentiels fondamentaux sur 7'M \0

2.2.1 Gradient du fibré vectoriel 71T M

Définition 2.2. [[/7] Soient F' une métrique finslérienne sur une variété différentiable M et
f € C®(TM\O). Le gradient horizontal de f est la section 7T M définie par

of 0
Vif=g¢"=— 2.5
=975 90 (2.5)
Le gradient vertical de | est la section 7*T' M définie par
S5f 0
V” - Z]Fi.i. 26
f=yg 5y O (2.6)
2.2.2 Divergence du fibré vectoriel 7*1'M
Définition 2.3. [I7] Soit £ € T'(7*T M), on définit la divergence horizontale par
div"¢ = traceg (77 — VZﬁ) ) 2.7
et la divergence verticale par
div"§ = traceg (77 — VZﬁ) . (2.8)
Ou g est le tenseur fondamental associé a F' et V est la connexionn de Chern.
0
Dans les sections de base {8} du fibré 7*T'M, on a
'
=1, m
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g 0 g
o he ] - P ¥ | s
div'€ = g'¢g Vif’amj et div'é = g“g vFi’axj (2.9)
ox’ Yy’
La divergence verticale de £ est une fonction C'* sur 7'M\ 0. on obtient
o¢i
div'¢ = F 51 (2.10)
oy?

2.2.3 Les Laplaciens des fonctions C*°sur 7'M \0

Définition 2.4. [17] Soient F' une métrique finslérienne sur une variété différentiable M et
f € C=(TM\0). Le Laplacien horizontal A"f de f est défini par

Arf = div"(V"f), (2.11)
et le Laplacien vertical A" f de f est défini par

AV = div* (V' f). (2.12)

2.3 Meétrique de Berwald

Définition 2.5. Soit F; une métrique finslérienne sur une variété M de dimension n. Soit
(x,y) € TM, on dit que F; est une métrique berwaldienne, si pour une coordonnée locale
(2%, y") i ndans TM \0, les symboles de Christoffel T'. ; de la connexion de Chern ne dépendent
pas de la direction y dans T'M.

La donnée du couple (M, F}) est un espace berwaldien du tenseur fondamental g = ( gi;(t, z, y)) )
Exemple 2.2. Toutes les métriques riemanniennes et toutes les métriques localement minkows-
kiennes sont des exemples des métriques de Berwald.

(1) Pour les métriques riemanniennes, F;k = 7;k En particulier, les fonctions I’;k sont indé-
pendantes de y

(2) Pour les métriques localement minkowskiennes, dans un voisinage de U d’un point x €

M, les fonctions Ff”j s annulent identiquement.

2.4 Courbure compléte berwaldienne

Définition 2.6. La courbure compleéte associée a la connexion de chern NV sur le fibré vectoriel
7T M au dessus de la variété T M\ est ’application
¢: X (TM\0) x X (TM\0) x ' (m*TM) — T'(7*TM)
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(X,Y, ) = o (X,)Y)E=VxVy{ - VyVx& - Vixyé

Par le relation (T.10), on obtient Vx = V¢ + Vi ot X = X + X avec X € I'(H) et
X er(V).

On peut alors définir la courbure complete de V comme suit :

Q&N X,Y) = g(o(X,Y)En) (2.13)
= g (VxVy& = VyVxt— Vixyi&n) . (2.14)

Comme X = X + X,Y -y + )v/ (2.14]) devient :

P&, X,Y)=yg {(Vx + V) (Vy + Vi) €= (Vi +Vy) (Vi + V) E = Vig k39160
Or, puisque V est linéaire, on a :

Vigexy4v]s = V(242)(747) - (747) (3+%)8
Vv sy Xy v X—v X v v 1 %7€
V[Xy]f + V[X,Y]£ + V[Xy]f + V[X,Y]£ .
Ainsi,
DN, X,Y) = g(VgVpl+ ViVl + ViVl + ViVl = ViVl = ViVl
ViV = ViVi& = Vig 98 = Vg 1€ = Vi s]€ — Vi) -

(2.15)
Comme ¢ (X,Y){ = VxVy{ - VyVx{ — Vixy)§

BEn, X,Y) = g|o(X,V)E+o(X,V)E+ o(X, V)6 + 6(X, V)€ n|
= g (X, V)Em) +9(6(X, V)€ n) + g (6(X,V)Em) + g (6(X, V)&, )
= R(EnX,Y)+P(EnX,Y)+Q(£nX,Y).

Avec

R(&m,X,Y) = g(a(X,
P(&n, X,Y) =g (6(X,
Q&n X, Y) =g (s(X,

)&, 77) : La courbure horizontale

)&, 77) +g (qﬁ()v(, ?)f, 77) : La courbure mixte
)¢, 77) : La courbure verticale.

o e =<

En particulier, si V est la connexion de Chern, la ()— courbure s’annule.
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Dans un repere local, les composantes de la courbure de Chern sont :

D(;,0;,0% + O, 0, + ) = R(0;,8;,0k + O, O + 1) + P(8s, 05, O + O, O + )

5Fzsl 5ka s T ER ald 8Flsk
<5xk = 5 ) 95s + (UaL7e = T ) gir — F 3y (2.16)

o s : )
avecai:%EHTM, ak:WE'H et ak:FWev

Si F} est une métrique berwaldienne, alors d’apres la Définition la courbure associée a

la connexion de Chern est :

oxk ox!

aI"LS arf S T S 'S
Qi = ( : k) Jjs + (517 — Filrks)gﬁ“ ) (2.17)

avec (I)ijkl = <I>(8Z-, ajv 8} + 5]% 3[ + 51)

Lemme 2.2. L’identité de Berwaldienne de Bianchi définie par~¥&,n € ' (n*T M) et X, Y, 7 €
& (TM\0) alors

(VZ(I)> (57777X7 Y) + (vX(I)) (57777)/7 Z) + (VY(I)) (57777 Z7X) =0 . (218)

Démonstration. Ce lemme est prouvé a partir de la symétrie de V et de 1’identité de Jacobi. En
posant que (*) = (VZqD) (57 n, X, Y) + (VXCI)> (ga n,Y, Z) + (VYqD) (57 n, 2, X)’ on aura

(x) = ZO(&n, X, Y) = (V0 X, Y) = &1, VzE, X, V) = ©(€,n, VX, Y)
—®(&n, X, V2Y) + XO(En,Y, 2) = ®(Vx&n, Y, Z) = (&, Vxn, Y, Z)
—0(&,n, VxY, Z) = ®(&n, Y, Vx Z) + Y (&1, 2, X) = ®(Vy&,n, Z, X)
—O(E,VyE, 2, X) — ®(&,n, Vv Z,X) — ®(E,1,Z,Vy X) . (2.19)

Par la symétrie de V,

(I)<£7777 VXY; Z) = _(I)<§7777 Zu VXY> (220)
= —®(,n,Z,-VyX) (2.21)
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Par substitution de (2.22)) dans (2.19)), on a

(x) = ZPEn X,Y) = (V2L n, X, Y) = @(§, V2, X, Y) + (¢,n,Y,V2X)
T80, X, VyZ) + XO(§,n, X, Z) = ®(Vx§,n, X, Z) — ©(§, Vxn, Y, Z)
+0(&,n, Z,VxY)+D(&,n, Y,V X)+YP(xi,n, Z,X) —P(Vyén, Z,X)
—O(E,Vyn, Z, X))+ D(&,n, X, Vv Z)+ P(E,n, Z,VxY). (2.23)

Du fait que ®(¢, 7, X,Y) = g(qb(X, Y)E, n), alors (2.23) prend la forme suivante

(5) = Zg(6(X.Y)E,n) — g(6(X,Y)V2E,m) — g(6(X,Y)E, Vi) + g(6(Y, V2X)E, )
+9(¢(X, Vy 2)6,m) + Xg(6(Y, 2)6,m) — g(¢(Y, 2)Vat,n) — g(¢(Y, 2)8, Vxn)
+9(¢(Z, VxY)En) + (oY, V2 X)En) + Y (6(2, X)¢n) — g(6(Z, X)Vyé,n)
~9(6(Z. X)&, Vyn) + g(¢(X, Vv 2)€,n) + 9(6(Z. X)&, Vyn).
() = 2[9(6(2,VxY)En) + 9(8(X, Vy 2)6,m) + g(6(Y, V2X)E )| +Zg(6(X, Y)E,n)
(+%)
—g(¢(X,Y)V2€,m) = g(8(X,Y)E, Von) + Xg(8(Y, 2)€,n) — 9(8(Y, 2)Vx&,n)
—g(¢(Y, 2)Vx&,n) — g(8(Y, 2)€,Vx€) +Yg(6(2, X)&,n) — g(6(Z, X)VyE,n)
—9(6(2,X)&, Vyn).

D’apres I’identité de Jacobi (xx) = 0 etla définitionde (Vxg)(X,Y) = Xg(Y, Z2)—g(VxY, Z)—

g9(Y,VxZ) =0, avec V une connexion sans torsion

(x) = (Vz9)(¢(X,Y)E,n) + (Vxg) (8(Y: 2)€,n) + (Vyg) (6(Z, X)E,n)

= 0.
O
En contractant deux fois I’équation (2.18)) écrite en coordonnées locales , on a :
1 R
iijcal = V'Ric(0;, 0;). (2.24)
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2.5 Tenseurs de courbures berwaldiens

D’apres la connexion de Chern, on obtient les définitions du tenseur de Ricci berwaldien et

de la courbure scalaire berwaldienne suivantes :

Définition 2.7. [/6]
(1) Le tenseur de Ricci berwaldien Ric de (M, F) est défini par

Ric(¢, X) := trace, [77 > R(X, h(n) + V(ﬂ))f}. (2.25)
Locallement, on a
. 2} aril arik s T s 1
= Plou. (2.27)

(2) La courbure scalaire berwaldien Scal de (M, F') est définie par

Scal := tracey(Ric),g == 1"g. (2.28)

Localement, on a
Scal(9;, 0, + 0p) = Riciyg™ (2.29)
(f’;;i; - %Sff + 3L, — Fi%) gt . (230

Dans ce chapitre, nous avons évoqué les notions de la courbure associée a la connexion de
Chern, ainsi que les notions du tenseur de Ricci berwaldien et de la courbure scalaire berwal-
dienne sur (M, F,) trés utiles dans le chapitre suivant.

Ce sont ces notions qui vont nous aider a trouver les équations d’évolution hyperbolique sur les

espaces berwaldiens.
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I Chapitre 3 I

Les équations d’évolution hyperbolique

Dans ce chapitre, nous dérivons les équations d’évolution des courbures dans les espaces

berwaldiens le long du flux géométrique hyperbolique.

3.1 Le flux géométrique hyperbolique

Dans les espaces rimanniens, le flux géométrique hyperbolique est un systeme d’équations
hyperbolique sur les métriques qui a été introduit par Kong et Liu [11]].

Condidérons une variété M, une famille a un parametre {Ft}te[o, » de la métrique finslé-
rienne sur M et {g:},( 5 la famille des tenseurs fondamentaux associée a la famille { £} } (voir
[21).

Définition 3.1. On appelle flux géométrique hyperbolique une déformation de la courbure de

Ricci berwaldienne, I’évolution

62

@g(t) := —2Ricpy). (3.1)

On dit que ¢(t) est la solution du flux géométrique si elle satisfait (3.1)). cette derniere existe

dans des cas particuliers notamment dans les espaces riemanniens ([[LL,[6/],[7,[12],[S]).

Le flux géométrique hyperbolique est une équation d’évolution sur la métrique g;;(t, =, y)
qui implique une équation d’onde non linéaire pour le tenseur de courbure de Ricci et la cour-

bure scalaire.

3.2 Equations d’évolution hyperbolique de la courbure totale

berwaldienne

Lemme 3.1. Soit (M, F}) un espace berwaldien de tenseur fondamental g = (gij(t,:z:, y))
Alors sous un paramétre t de la courbure scalaire définie sur (M, Fy), I’élément g* vérifie
I’équation d’évolution suivante :

Jr [sagrs

o .
Jl_
579 99 o (3.2)
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Démonstration. Soit ¢7"g,.s = &7
En dérivant, on a
g (g”grs) =0
8t (gjr) Irs T 5 (gr‘s> ¢ =0
8t (gjr> Grs = % (grs) §°"
2(g") grs = —2 (g,5) g avec r =1
Eg]l gyrgls Bgrs ) o

Lemme 3.2. Soit (M, F}) un espace berwaldien de tenseur fondamental g = (gij(t,x, y))
Alors sous un paramétre t de la courbure scalaire définie sur (M, Fy), I’élément g% vérifie

I’équation d’évolution hyperbolique suivante :

a2gjl r s S _Jp T ag agTS r ls
5 = (07gg + gy ) SO+ 27 g Ry (3.3)
Démonstration.
82gﬂ B o i lsagrs
o~ o\ 7Y o
0 dg , 0%g
_ gr ls rs o gr s rs
—a(gg)8t+(gg)at2
= — gjraiglS + gls 99"\ Ogrs — gﬁ“glsanrs
ot ot ot o2
0 dg 0 . 0Gpq
D’ es le L —gls — _glpsq2P4 tijT:_]prq LAl
apres le emme on a (9tg g’Pg o e 8tg g’Pg o ors
T AR AR B vl el A vl '
En substituant (3.1)) dans (3.4) , on a
aQQﬂ r S s _Jp . rq 89 agT‘S r ls
S = (079 + gRgTgT) TS+ 207 g R,
[

3.2.1 Evolution hyperbolique des symboles de Christoffel

Lemme 3.3. Soit (M, F,) un espace berwaldien de tenseur fondamental g = (gij(t,x, y))
Alors sous un parametre t de Ricci d’un espace berwaldien (M, F), les symboles de Christoffel

I}, vérifient I’équation d’évolution suivante :
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s — : ,
ot 29 ox! ort  O0xJ

(3.5)

d L (0 0gji 0 ,0g;i 0 0ga 1 o i4O9pq (05  Ogi  Oga
s sj | = J Jby 8P 04 Pq J L
(ékvl( o) T oo ) T e o )> 2979 ot * '

Démonstration. En dérivant les symbols de Christoffel par rapport au parametrs ¢, on obtient :

B 0|1 . (dg:i 0Ogy Oga
s = Y| L0 J it _
ot = o [29 (&rl " o aw)]
_ 1 a 09]@ + agjl i agil ag]z ag]l i agil
27 ot \ 9zt ' Oz Oxi xt Ol
1 (0 0Oy 09 0gj 0 8gzl lé sy (0950 Ogu  Oga
-2 (a o) T o o) 8mj(8t) 2N ol o o )
.
Avec ag = _gspgjpagiq’ ona
9 s 9 ,0g;i 9 Ogj 9 0gu L iq99q (095 | Ogu  Oga
at 29 (al<at) o o) "o ar)) T2 o \ ol T o aw )
[

Proposition 3.1. Soit (M, F}) un espace berwaldien de tenseur fondamental g = (gl-j(t, x, y))
Alors sous un paramétre t de la courbure de Ricci définie sur (M, F}), les symboles de Chris-

toffel 1'}, vérifient I’équation d’évolution hyperbolique suivante :

0T, 1 - OYpg Ogri - 0gji , 0951 _ g
= sp . Jr ,qk jq sr pk\ ZIpg ZIT 20°P 71 Ri Jt gt ¢
or2 2 l(‘q R AN R A I E e i v

_QSpgjq% (8 agﬁ) 0 (agjl 0 391’1))

ot axl( ot ozt Ot ) ol (ﬁxlﬁ'
—g%¥ <5’ ;(Ricji) + pe —— (Ricy) — 5 (RZCi[)) .
3.6)

Démonstration. En dérivant I’équation d’évolution des symboles de Christoffel par rapport au
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parametre ¢, on obtient

Ty 0 (ar;l>

otz ot \ ot
. lagsj i 8gji 0 agjl B 0 agil
T 2o <6xl(8t)+8:pi(8t) 527 ot )

1 sj 0 82gjl- 0 (829]‘1)_ 0 (82911)
ot? Oxl > Ot?

397 00 e )t o
10%Y (0gs . g _ Ogu) 109 (O (8gﬁ) 0 (3gﬂ) 9 (agil)
2 ot2 \ ozt Oxt  Oad 2 Ot \oxl" ot oxt Ot oxi " Ot
10%¢% (dg;  Ogu  Oga g% (0 ,Dg; d ,0gj 0 0gy
- 2o <8xl+8:c"_8:cj T i TR i TR i T

1 . (0 0% 0 0%gjy 9 ,0%g
oo N ji Ly i
o9 <8xl< o) awt o) T aw o))

Avec

g™ 009y °g” . 4 sr pk\ 9 2 D
o = —g°Pgl1 p‘l et 553 — (gspgj qu‘ + ¢lig° gpk) %% + 29 g1 Ricy,,
(d’apres le Lemme 3.1 et Lemme [3.2)) et avec la Définition 3.1 on obtient

Gy OGr — dgji  Ogj  Oga
st pk\ ZIPq ZITR sp 34 J gt
) + 29%¢g chpq] <3xl + Y

T I .
099 (O 095, O 0gj 9 0gu
P P el ' I =Y Ly
T ot (axl( TR A T i
o o o
—g¥ (axl(chﬁ) + %(chﬂ) — 8xj<RZCiZ)> :

3.2.2 Evolution hyperbolique de la courbure totale

L’ évolution de la courbure associée a la connexion de Chern définie dans (2.17)) est la dérivée

de ®,;;,; par rapport au parametre ¢. Dans ce cas, on obtient :

ot ot \ ok oxt )T T\ ok 0al ) ot
0 r s r s ag T
+§(karzs — i) gir + (U310 — TATE) 8; :
(3.7)
18 Boulevard Mwezi Gisabo, BP 6983 Bujumura-Burundi
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Et I’évolution hyperbolique de la courbure totale est donnée par I’expression suivante :

82<I>ijkl - g aq)ijkl
o2 ot\ ot
O (Orn ory\ 0 (9Ty  ory) ds
= 5 \or o )% o \ar ot ) o
Q ors, B oI5\ 09;s n ors, B T\ 9%g;s
ot \oxk  Oxt ) Ot oxk  oxt | Ot?
82 s r CRnls a S r S 17T agr
atg = (5L — Fizrks)gjr + &(Fikrls - Filrks)Tz
a s 17" Chnld ag r s 17 Chnld 629’7“
at (szF lest> a; (Fikrls - Filrks) at;
82 8F arzsk 82 s 17T s 17T
T oo (axk - 8xl> o iklls = Tl )i
0?g, o (o' 0I5\ 0g;s
s Fr s J 2~ i ik J
L = Talh) 5™ + 25 <axk oz ) ot
a s 17" sT7r 89]‘7« 8Ffl arfk 829j5
+2 ot (Fikrls - Filrks) ot + <8:c’f - Ol Ot2 .

(3.8)

En substituant (3.1]) dans (3.8) , on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.2. Soit (M, F}) un espace berwaldien de tenseur fondamental g = (gij(t, x, y))
Alors sous un parametre t de la courbure de Ricci définie sur (M, F}), la courbure associée a

la connexion de Chern vérifie I’équation d’évolution hyperbolique suivante :

82(I)i'kl . 8Fj ar‘: ) R -
3t2J —2Ric;s <8x’“l Ga:f) — 2Ricj, (FikI‘ls — Filrks>
O (05 TN L0 e pep
+@ <8x’f ozl ) o2 (szF Is — Files)gjr
o (ory  OTs.\ Og;s P 99
2— o 2 27 FS Fr FS Fr i .
-+ (915 <axk axl > 8t at( il ks) Bt

(3.9)

3.3 Equations d’évolution hyperbolique de la courbure de
Ricci berwaldienne

Avec le rendement des calculs directs des équations d’évolution et des équations d’évolution

hyperbolique de la courbure complete @;;;,; et par le fait que Ricy, = gjl(IJijkl , S1 Dy est
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constant par rapport a z, i.e Q;;(z, y) = ®;;x(¢), alors

0 g’ L0
— Ricy, = ——&;; NPy 3.10
g [tk = 5 ikl T 9 o ik (3.10)
0% Ricy, _ 5. 0%t N OGOy Og7 0Py i D*D 1
ot e T Tor ot ot ot 7 o
02D, 9% gt 0g7t 0P,
_ 5l igkl & g 9 g igkl
T or TV T T
(3.11)
En substituant (3.8), (3.7) et (2.17) dans (3.11), on obtient :
0% Ricyy, , , ors, oI , R -
e = g/ l — 2Ricjg <8x’€l - (%lk) — 2Ricj, (FikFlS — FileS)
82 arfl 8Fzsk 82 s 17 s 17T
+@ <8xk ~ or! gjs + o2 (szl“ Is — Purks)gjr
8 arsl arsk agjs a ag]r
2— vt 2— (517, — T3
o (axk dal ) o 815( Wl — i) 5 ot
28gﬂ 9 (ory Oy, oy OT%\ 9gjs
ot |ot \ oxk oz! oxk oz! ot
8 s 17 s 17 s Chpls agﬂ'
T (F [ Filrks>gj1” + (FikF lerks) ot ]
829]l arf arf S 'S S T
+ o2 8ku - (9xlk Gjs + (Fikrls - Filrks)gﬂ" :
(3.12)
D’apres les Lemmes 3.1 et [3.2] I’expression (3.12) devient
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62Rz'cik ; . arf arf . s 17 ER nls

82 arfl 8ka 82 s T sTT
+@ (axk ~ opt )9 + @(Fikrls - Filrks)gjr

o (org OIS\ Ogjs 0 09g;r
2 ( = ) Je 42 (D57 — Tl gf]

o\t " ox | ot o ot

_2gjrgls% Q ory oy , 8Ffl_8ka 9gjs
ot |ot 7 ot

ork  Ox! oxk ox!
a.gj'r‘|

ot

N
ot

| oo\ 000 00rs o i
+<(93’"glpgsq+g”g”’g’“q) T +2g”g’stcm>

(karys - Fle23>gj7’ + (ka]‘_\}ns - Ffll_wl;s)

ot ot

al—‘f arf s 1T s 17"
<<8w’j B 8;L'lk> Yjs + (FikFlS - Pilrks)gjr> .

02 Ric; , or;  or; ;
Sk = —2¢"Ricy, (a P ol ) — 29" Ricy (3T}, — TiT%,)
X T

ot?
j 82 arf anS j 82 s 17 Chald
+9ﬂ9js@ (axkl o @J) + gﬂgjr@(rikrzs —Ial)
(9ng

9 gl = i ik js 9 g1 Y s — e )\ 2Jir
T (axk axl> or 129 5 (Uil = Tal') =5,

gr s 3grs§ <8Ffl . 8ka> _9gmgs 99y <3Ffz arfk) 99;s

—2 ) _
T 995701 ot \ ozk ~ 0a! ot \ozk ~ ozt ) ot
ir ls agrs a s 17 Chnls i sagrs ag jr s 17T Chnls
—2¢7" ¢’ 9jr ot a(rikrls —Ial,) —2¢ g ot 81]5 (T3l — Tal)
| o Ogn D9 N ors T
jr Ip sq ls jp rq Pq s 207" lsR il ik )

i S s _Jp T 8g agTS ir ls s 1T7r s T
+ ((91 979" + g g’Pyg q) 87;9‘1 ot +2¢7"¢' RZCm) (T3l — Tl k) gir
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0? Ricyy, — ors  or; - s T 8 T
o2 = —QQJZRZC]'S <8x’“l — &Blk) - QQJIRZer(Fiszs - I

L0 fory ary) , o
ot ot

Oxk ol (FS ]_"1” FleZS)

& (Or5 AT\ dg,; dg;r O
2 gt = i ik JS 2 JL=agr rs Fr rsrr
2y (axk axl> o T2 o i\l ils)

_2g1339rsﬁ <8Pfl . arfk) _9g 15 09rs 09js <3Ffz arfk)

ot ot \ 9xF O ot ot \ozk  Oxt
dg (9 89 0g;
-9 ls 2 Jrs Fs 1—\7’ rsrr ) — 2 gr s IS Jr
. 09y, 0g - . org  ars
o Jr o sq Jjp ,rq\ ~IPq rs o gr s il ik
+<(gjsg 9%9* + 9559 9" ) o of 29979 chm> (axk %l)

. 0G0 O .
r Ip s ls T TS r lsp,; s 17" s 17"
+ ((gjrgj 979" + 9;r9" 97" ot o 29979 chrs> (157, = T3, )

82Rici ; . 6Ff 8Ff j . s 17 s
ot © = 24 Ric;, <6xkl N éhj) — 29" Ricj, (T3 T, — TiT,)

82 an 8F7,k 82 s T Chnls
+@ (axk - 89&'1 ) + o5 8t2 (szrls Filrks)

9g.. 0 (Or% T 9g, O
9 jl=93s = il ik G1YYgr
AR 6t< > AN TaET

oxk  Oxt
_QQZsagmg <8Ffl . arfk) 94" 1s09rs 09;s <3Ffl arfk)

(kal"Ts - FleZ‘s)

ot ot \ Oz* ox! ot ot \ oxk ox!

0G5 O 0G,s 0g;
s TS s 17T s 17T r ls TS Jr

., —r;r —2¢’ rer,. —Isry
91; 9t( il ks) g g Gt Gt ( ik™ Is il ks)

0Gpq 09 , ors  ors
lp . sq ls rq\ ZJIpPq ¥ ITs 9 ls il ik
+ ((g gty ) ot ot T2 RZCTS) (81:’“ Ox! )

—2ng

S s._7 ag agTS s s 17T s T
+ ((nglpg 1+ g q) 8?1 5 + 2ng' chrs> (I‘ikFlS = Filrks)‘
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Ty ory oy,

o (0% o (0T, 0?

- K2 (2 FS FT’ _ 1"8 FT‘
(o () o () + g i

2095 (0 (0% o (J0I% dg;, O

) gl J il ik 2 gl J | R A A A
MY (mk(&s) 8xl<8t>>+g ot or Ll i = Tal'ks)
—9g's Igrs (O (O15 9 (0% _9gigls 9grs 9gjs (O _ %,
ot \ozk\ ot | ozt \ ot ot ot \oxzF  Ox!

dg 8 89 dg;
ls s s 17 s T r ls s Jr s 17T s T
e, —Ialh,) —2 J r;r, -1

0Gpq 0, . ors  or:
lp . sq ls rq\ 2 JpPq 2 ITs ls il ik
+ ((g g +97g ) ot ot 29 RZCTS) (&T’f Ox! )

s s T 89 897‘5 s . s 17" Chnld
+ (( 979" + g q) 87?1 5 T 2ng' chrs> (Fikfls — Files).

82R7;Cik
ot?

) 2¢’' Ric;, (T5,Iy, — T5T%.)

—2ng

(3.13)

. . 0
En mettant en évidence les coefficients des termes (I'7, I}, — Ffll“};s),g(l“fkl“{s —I50%)s

s s I'; I
(8 <8 Zl> 0 (8 Z’“)) et (8 i_ 0 ’k>, I’expression (3.13) devient :

oxk \ Ot ort \ ot oxk ox!

O*Riciy, b sa 1 s rq\ Opg 09 . 0grs 0g; ,
v s s T rs 2d"* R - Jr s 2 JTs 5 9 le~ .
o2 [gg“’ ) o or 29" Ricr =297 g 5 5 = 29/ Riey
ory _ory\ (0 (Ti) _ 0 (0T,
Oxk 8xl oxk \ Ot? ozt \ 0t?
+(2g jlagjs —2g 1s09rs 9 (o _i G,
ot dxk \ Ot ozt \ Ot
0Gpq 09 , - 1.00rs 09; T
Ip sq ls rq Pq TS ls o gr ls TS Jjr gl )
+[(ng g'+g°g ) ot o + 2ng°Ric.s — 2¢°"g ETRRET, 2¢’ Ricj, | .
62
(kal—\?s - Fle23> Ot2 (kaprs - FZSIF71;5>
0g; dg 0
gl=Ir ls 7 Jrs s 7T sr
+ (29 5 2, ) 9 (szrls Filrks)'
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82Ricik
ot?

OGpq 09;s . Grs 0G;s .
_ [(glpgSq +glsgrq) gpqi + QQZSRZCTS o g]rgls g g] QQJZRZC]‘S‘| )

ot 0Ot ot 0ot
or; oy,
oxk ox!
agpq OGrs

. 1 a TS a i i .
+ [(nglpgsq + glsgrq) Frare + 2ng" Ric,s — Qg”gls—g i _ 2gﬂchj,ﬁ] .

ot ot

1 ag'r sagrs a s T S T
+ (293’82 — 2ng' at> at(r Iy, —T5T%,) +

NEREAN NG
ork \ otz | oxl \ o2
O Do) (@ [OT5\ 9 [or,
gl=93s ls il
+<29 o &f)(@:ck(at) ag;l(a))‘

D’apres le Lemme [3.3] et 1a Proposition 3.1} on a

82

ot YD) (Fskrys Ffll—‘23>

(3.14)

2 @(at) axi(at)_axj(at 2 ot \ ozt " oxt  Oxd

ot 2
(3.15)

0Ty, 10%g% (Ogj  Ogjx  Ogn g (9 ,dgji Q0 09k 0 Ogir
o2 302 \oer Tow ow ) T ot \aeCar ) T e or ) " aw ot )

0 0%g 0 0%, o0 0%g;
— (a k( S Jky k)

29 o2 ) T oeCar ) T o an

- < (97" 9™ + 99" ¢"") O 00k v ”prq> (8% o - 89¢@>

ot ot oxk Ozt oxJ
agr (0 (agji) 0 (89jk)_ 9 (8gik)
ot \ozk" Ot ozt Ot ozl Ot
1 sj( 8 829]'7; 0 829jk 8 82%)>

59" (0 or ) T o ar )~ a0 o

_ 5P 404
g
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82]‘_‘: 1 s ir iq ST
0t2k = 3 ((g PgiT gtk 4 gilg gpk)
Ogh1 (9 Dg
__ 5P 74 J?
T o (axk( ot

oxt

ag agrkz sp g .
- + 29797 Ricyg oxk Ozt oxJ

ot ot
0 (agjk)_ 0 (89ik)
oxi Ot oxi " Ot

(0, . a . a .
—g¥ ((RZCji) + —(Ricjk) — M(chik>> :

oxk

Alors I’expression (3.14) , devient :

agji +39jk agi@)
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82Ricik
ot?

agrs agjs
ot ot

S s T ag 897”5 s . r s

= [(glpg T gtgt) o 20" Ric, — 277
ors,  ors,
oxk ox!

s s T ag 897“8 S s ir sagrs agT il
+ [(nglpg Tt gy aiq - T 2ng" Ric,s — 2¢"" ¢’ 0 —ai — 2¢”' Ric;,

—2¢’ ZRicjsl

2 0qi, 0g,s\ O 0?
+ (293’ i _ 2ng“g> U537 — TTh,) +

ot YD) (karrs - Ffll_wl;s>

ot ot 825(
0 (1 0Gpq 0y
8 k{ <(98pgj7’qu + qugwgpk) agiq gtk + 2g°P Jquc q>
agji I 8ng _ gl
ozt Ox*  Oxd

0O%q (O Ogjiy O 0gj 9 9Ogu
_ P9 2Pe J VAN
9 ot (8xl(8t) o or) " a0 o)

g% (;l(chﬂ) aii (Ricy) — aij(RiCil)> }
0
O

(39j¢ N gk agik)
ozk Ozt oxJ

_ spgjqagpq< 9 agji 9 agjk — 0 8glk)>

1 dg 3gk
sp Jr gk jq ,sr pk\ ~IPq r sp Jq
l{ <(g g 9" +9"9 g ) % o + 29 Ricy,

979" o \ 5 o) T o o) T oo
G 9 o, .. o
7 (a (FRicsi) + 57 (Ricje) = W(RZ%)>}

1095 0Grs 0 (1 .0 0gj 0 ,0gji
2 gl J —9 ls R -y N J ]
+<g o Y &e){axk(zg (3ot )+ 2ot )
0 gy L o iq99q (050  Ogu  Oga
~55 o)~ 39" o ot e
0 (1 (0 Ogs. 0 Ogu. O  Ogu
9 [ Losi( 9 (99 kN
axl< (axk( o) oo ) o o )>

1 2 00pq (0gji  0gjr  Ogik
8P ,Jq Pq J JE
299 o1 <8xk T ow T awi ) ) [
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82Ricik
ot?

0Gpq 09 , .00, 09, .
— lp . sq ls rq Pq TS 2 ZSR — 947" ls TS Js -9 jZR )
[(g g +gy )7(% Top T A9 s —2gT g m e T AgT e
oy ory
oxk  Ox!

0Gpg OGrs . ;
+ [(nglpgsq + glsgrq) giq agt + anlsRZCTS . 2937’915

agrs agjr il
ZIrs 290 943l Rics
ot ot MY
(T5T7, — T3l

2 0g; 0grs\ O 0?

l Jr s TS s 17r sT7r s 17 s 7
+ (293 o 2ng ot ) a(riszs = I5l) + @(Fikrls - Filrks)

8 1 T 1 r ag 891”]6 1 .

9gji i dgu - dga
ozt Ox'  Oad

2 at ot
0 <8gﬂ+agﬂ agi;)

1 . ‘ 0y O, .
‘l‘* ((gspgjrqu +g]qgsrgpk) gpq g k _|_ 2gspgquZCpq>

dzt ~ Ox'  Ox

a0 e a2~ )
oot (B o o)~ )
g (fxl(agf) o) - aiJ‘(ag;l))

oxk B

og¥ (0 , . o . 0 ..
— 5% (W(R@cﬁ) + %(chﬂ) - W(RZQ[))

~ g . a . a .
975 (M(iji) + @(chﬂ) - M(Rwu)>

S92l |2 ot ot
<agji i agjk _ 39¢1§>

0 |1 : : 09y, 09y .
[ ((gspg]rqu+gqusrgpk) gpq g k —}—298pg]qRZCpq>‘|

oxk oxt oxJ

2 ot ot

i 8gji I agjk . agik
oxt \ oxk = Ozt Oxd

1 - , 0Gpq 09, N
_Z ((gspgjrqu + g]qgsrgpk> 9pq 99rk X Qgspgquwpq>

0 . 39 0 ag~i 0 89}; 0 39%
_ sp 474 Pq J J o
o (079) (axk< o) o Car) T aw o ))
0% 0 ,0gi; 0 0gin 0 Ogik
sp giq ~_IPd ji ik i
T Stor <8xk( TR A TR A T
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0% O (O 0gji 9 0gjk 0, 0gix
spJq”IPe _~ [ T J Jky
T o <axk( o) oo ) " oo

dg [ O a )
+ o (8 - (Ricj;) + axi<Rlcjk> 5 ](chlk)>
L0 (D . o
+g Ja ; <a k<RZCJZ) i (RZC]k) — W(RZCHJ)
0gjs dgrs\ O ( O ,0gji 0 ,0gji d gy
Ul ls A e J JvN
2 (29 o o ) R <3xl( TR A R
1 10055 09rs\ PGpq (090  Ogji  Oga
sp jq JjL~J3s8 ls Pq J Jb
29 (29 o 0 o ) AR
1 1095 Ogrs \ Ogpg O [0gji  Ogj  Oga
sp ,jq jlL~J3s ls pq J gt
2979 <29 o Y 8t> ot ozk <8xl T ou T Bud
IR 9grs\ O [ O 0gj d 0g;p 0 0gir
= 8] 3l Js ls N J J .
—2Y (29 o~ o ) o <8xk( o) o Car) " aw o )>

1 10955 Ogrs\ PGpq (0950 . Ogi Ok

e P ) jl~J93s 9 ls pq J J' o '
2979 ( A TR T ) 9210t \orF  Dat  Qud
1 09, 09rs \ 0Gps O (0gii  O0gir O

sp jq 9 Jjl=J3s 9 ls pg Y J J‘ o . )
3979 ( "o 9 o ) at ox <8xk T 0w T Qud

En mettant en évidence les termes semblables, on obtient

82Ricik
ot?

a a rs 8 rsa iS ; .
— [(QZPQSq +glsgrq) gpq g + QQZSRZCTS g]rglsiﬁ o QQJZRZC]'S]

ot Ot ot Ot
ar; oy
oxk ox!

+ [(nglpgsq + glsgrq

gr ls agTS agj'r

09pq 09y s
) “ZPL IS 4 9ng' Ricys — 297" g % ot

—2¢'Ri .
ot ot g “J]
(P57, = T3l,)

2

or?

0Gi, dg,s\ O
+<2g” Jir _ opgs?d ) — (T30, — T ,) +

o 5 o (T3 Ty, = T3l

0
5 Ak
(agji I g1 _ agil)

1 s r qk sr _pk ag agT‘k sp 7 .
l <(g pgj g +gqu gp> aiq o + 29 ¢ Ricy,

ox! oxrt  O0xJ

0 |1 0Gpq 0,
3 — [ ((gspgjrqu +gqusrgpk) g;)q gtk +2g5pg]quc )]
T

agji ag]k aglk 1 D jr qk jiq pk agpq 8.97"1@ i .
ko s r sr 2¢°P 1R
<axk+axz oo ) T (9797 0" ) SRS 207 iy

9 [ 0Ogji X dg;i _ dgi _ i 9g;i I Agjk _ Agin
Ozk \ Oxt ~ Ox'  Oxd Ozt \ OzF ~ Oxt  Oxd
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- 0%g 0 0gi 0 0g; 0 0Ogy
_ P de 2 Ipa [ Y YTji A i
T dakor <8azl( o) oo ) "o ar
oxtot \ 0zk* Ot oxt" Ot Oxi~ Ot

0 0\ 99pq [ O ,0gji 0 ,0g; 0 0g
——— (g%Pgie) 2PL | (2D gy
5t (979) (85(8t)+8xi(8t) 507 ot )

+95pgjq

g™ (0 o o
— Ok <al’l (RZCjz> Ol (RZle) - W(RZQD)

0 . ag 0 895 0 0g~k 0 3gik
9 (gop i) YIpa i ik
o (079) (a o) T o Cor ) T o o )>
og¥ (0 . o . o .
T o (W(iji) + 5 (Bic) = WW”M))
o, 0 0 0
oS | —_ PP - ) — — )
T Bk <5$l (Ricsi) + 893"(Rw]l) OxJ (RZCZZ)>
0

+ <gsj (gjl 3ng _ gzsagrs> _ gspgjqagp‘l>

ot ot ot
aik (86351(809?) " aii(agzl) B aij(aag:)>
LS S b Gl i)
o (o =5 ) ot (o - )
i (o =5 )t (i 5 )
(0 a9”) oo (5 + 52 - 50
wle)]
Oxt 03:’“
(3.16)

Travaillant dans un espace de dimension 3, I’expression (3.16) devient :

O Ricy, . Dgpq 09 D¢y Og; ,
v D sq_|_ ls rq Pq s 492 lsRiCrs — 94T ls rs Js 2 JlRiC's
o2 l(gg 9°0") o o T2 T9 o ot MY
ors  or;,
oxk  Ox!
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S s T ag 891“8 s r sagrs ag ir 1 .
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0 0 _
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_g 8xk (a I(R’LC]Z) 7(R20ﬂ) — M(RZQ[))
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D’apres la Proposition [3.1] 1’expression (3.18) prend la forme suivante
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Et par la mise en évidence des termes semblables, on aura
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Finalement, on obtient
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ot? o

(3.19)
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Par ailleurs I’expression (3.17) devient
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(3.20)
Avec i = V,, on obtient I’expression suivante :
i
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(3.21)
D’ou la proposition suivante :

Proposition 3.3. Soit (M, F}) un espace berwaldien de tenseur fondamental g = (gij(t, x, y))
Alors sous le flux géométrique hyperbolique d’un espace berwaldien, le tenseur de Ricci satis-

fait a I’équation d’évolution suivante :

aQR/chk . 1 s Ils r ag agrs . ir s agrs ag T il . -
oF . = ARici, + (g Pg* 4+ g”g q) (97;)(1 ot Ricy, — 2 ¢”"g W&izjf + ¢’'Ricj, | Ricy,
+2¢% Ric,sRicy, + Nig (3.22)
ou
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- 200 s‘saT’S sa 0g; d9;
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ViVi( ) ViV )> +2< ot ot ot ot

(3.23)
avec A = ¢/'V,V,.

Corollaire 3.1. Si M est un espace d’Einstein, i.e Ric;; = cg;;, avec c étant une constante,

alors

Nelson NDIKUMUKIZA ©E.N.S-I.P.A 2024 48 Boulevard Mwezi Gisabo, BP 6983 Bujumura-Burundi
Tél : (00257) 22 23 87 40—Email: info@ens.bi



EQUATIONS D’EVOLUTION HYPERBOLIQUE SUR LES ESPACES BERWALDIENS
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BAVA VA g;’“)Jrvlvj(

(3.24)

3.4 Equations d’évolution hyperbolique de la courbure sca-

laire berwaldienne

En respectant a la courbure scalaire berwaldienne , Scal = ¢*Ric;,, on a les équations

d’évolution suivantes

0Scal  0g™* _. L ORici

= Ric; ! 3.25
ot or MGk I gy (3.25)
9%Scal _ 0g"* ORicy,  0%g* Rica + 0g* ORicy, ;. 0*Ricy, (3.26)

ot ot ot oz VT o o 9 T o '
0g"* ORicy,  0*g™* . L 02 Ricy,

= 2 5 ¢ 3.27
or ot o Hew 9T (3.27)
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Sachant que I’élément ¢** du tenseur fondamental satisfait 4 I’évolution suivante :

] ik ] o
gt -~ —g”’gkq% (3.28)

et d’apres le Lemme alors

82 gz’k
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_ Q (_gipgkq> OYpq _ip kan-qu
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— ip kr gs kq ir ps
ggg+ggg>8t(3t 99 o2

Par la Définition3.1} on obtient

82 gik ) o g 5 g
— ip kr qs kq i TS yZ
o2 (9 9 9°+g g "g? ) ot ot

En faisant le remplacement de (3.28)) et (3.29) dans (3.27) on obtient
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(3.30)
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d*Scal OGpq OGrs

el AScal + 2|Ric|* + (glpgsq + glsgrq> 5% o Scal + 2¢" Ric,;Scal
—9 (erglsagzsagf + gleicjr> Scal — 29ipgkqag?16’gitc“€
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D’ou la proposition suivante :

Proposition 3.4. Soit (M, F}) un espace berwaldien de tenseur fondamental g = (gij(t, x, y))
Alors sous le flux géométrique hyperbolique d’un espace berwaldien, le tenseur de la courbure

scalaire Scal satisfait a I’équation d’évolution suivante :

0*Scal ) . gpy Og
R — ; D ,5q ls rq\ 2 IPq9 rs 1s 1> -
5 = AScal + 2|Ric|” + (g 9T+ g”g ) 5 o Scal + 2¢"° Ric,,Scal
0 0Grs 09 , 1 OGp, ORICy,
—9 gr ls s Jr le' . Scal — 24 kq >~ IPq 7
(g T TR L e A TR
+ (gipgkrgqs + gkqgirgps) agTs 8gpq RZCk + gszk )
ot ot " ’
(3.31)
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Ou

0\ 99 9gji 991 9gi
L — P 74 Pq j (995 o
N Vi (979") <vl( 50+ Vi) = Vi ))

—Vk<gsj> (VlRiCji + viRile — ijiCli)

91 (a70) (W 90+ V() - v 9’“))

ot ot ot ot
+Vi(g¥) (kaiCji + V,Ricj, — VjRic,-k)

oo (09 9g;i 9g;i 9gu
_ 8P Jq Prq J . J _ .

ot ot ot ot
+g" (Vi V;Ricji — ViV Ricy + Vi,V Ricy)

0g;s - 1500rs o 0 dg; dg;
. <gsjg]l agg _QSJQISL — g*Pgi gpq) (vkvi(gﬂ> — ViVj( gl)

. 0 09.; 0g; d9;
+grginy,(2m) (w 9ity 4 v,y _ g 9"’>)

ot ot ot ot
8gik)> o <8ka ory, oy, ar;;s>

g,
—VIVi(5) + ViV ot ot ot ot ot

ot

avec |Ric|> = g g Ric,, Rici.

Corollaire 3.2. Si M est un espace d’Einstein Scal = f(t), alors

GQScal _ - 12 lp . sq ls rq agpq ag"‘s ls
e = AS(0) +2|Ricl + £() (g g +g"g") oo T2/ (09" Ricy,
Ggrs 0Gir _— , 0gpq ORicCy,
o jT ls Ygr gl ) . ip kg~ IPg

095 OYpq

ot ot Rica +

4 <gipgkrgqs 4 gkqurgps)
(3.32)

L’évolution de la courbure scalaire par la Proposition 3.4| fournit une illustration du fait que
le flux géométrique hyperbolique préfere la courbure positive.
Dans ce cas, les deux composantes AScal et 2| Ric|? peuvent étre interpretées de la maniere

suivante :

Le terme dissipatif AScal reflete le fait qu’un point dans M avec une courbure moyenne
élevée que ses voisins aura tendance a inverser a la moyenne.
Le terme non linéaire 2| Ric|? reflete le fait que si I’on est dans une région de courbure positive
(par exemple dans une région se comportant comme une sphere), alors la métrique se contrac-

tera, augmentant ainsi la courbure pour étre encore plus positive.
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Inversement, si I’on se trouve dans une région a courbure négative (comme une région se com-
portant comme une selle), alors la métrique va se développer, affaiblissant ainsi la négativité de
courbure.

Dans les deux cas, la courbure tend vers le haut ce qui est cohérent avec la non-négativité de
2| Ric|?.

Les équations d’évolution hyperbolique établies sont d’une facon générale résumées dans la

proposition suivante

Proposition 3.5. Soit (M, F}) un espace berwaldien de tenseur fondamental g = (gij(t, x, y))
Alors sous le flux géométrique hyperbolique, les tenseurs de courbures satisfont les équations

d’évolution

0? Ric;
% = ARicy, + (termes inférieurs) (3.33)
0?Scal

atga = AScal + (termes in férieurs) (3.34)

ou A est le Laplacien par rapport a 1I’évolution de la métrique, les termes d’ordre inférieurs
contiennent uniquement des termes d’ordre inférieur des dérivées des courbures.
Les équations (3.33)) et (3.34])) montrent que les courbures possedent une propriété ondulatoire

intéressante.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a établi les équations d’évolution hyperbolique des tenseurs des cour-

bures berwaldiennes le long du flux géométrique hyperbolique :

2

ot?
Ces équations d’évolution hyperbolique établies sont celles trouvées dans la Proposition
B.3 et dans la Proposition[3.4].

g(t) = —QRiCF(t) .

Ce travail pourra constituer un outil de base efficace au lecteur qui voudrait traiter la non-
négativité des courbures berwaldiennes et la solution satisfaisant le flux géométrique hyperbo-

lique dans les espaces berwaldiens.

Maintenant que nous avons les formes locales des équations d’évolution hyperbolique le
long du flux géométrique hyperbolique, donc a I’avenir nous nous intéressons aux problemes

fondamentaux suivants :

1. L’existence a long terme, la formation de singularités, ainsi que les applications physiques
et géométriques.
2. Si nous voulons étudier les propriétés locales du flux géométrique hyperbolique, alors

c’est tres important de trouver les conditions préservées sous 1’évolution. Comment dé-

velopper de telles techniques ?
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