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Résumé

Dans ce travail, nous discutons des types spéciaux de la méthode de factorisation pour
I’équation hypergéométrique dite aux [-différences, puis nous les illustrons en résolvant
ou en transformant des équations hypergéométriques aux différences et aux g-différences,

y compris ’équation aux ¢-différences de second ordre d’Askey-Wilson.

Mots clés. B-Dérivée et intégrale, S-différence, équations hypergéométriques aux différences
et aux g-différences, Séries hypergéométriques et g-hypergéométriques, polynomes orthog-

onaux hypergéométriques aux différences et aux g-différences, méthodes de factorisation.

Abstract

In this work, we discuss special types of factorization method for the so-called g-difference
hypergeometric equation, and then illustrate them by solving or transforming difference
and ¢-difference hypergeometric equations, including the Askey-Wilson second order ¢-

difference equation.

Key words. [-Derivative and integral, S-difference, difference and ¢-difference hypergeo-
metric equations, hypergeometric and ¢-hypergeometric series, difference and ¢-difference

orthogonal polynomials, factorization methods.
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Avant-propos

Ce mémoire rentre dans le cadre de 'obtention du diplome de master en mathématiques
fondamentales et appliquées. Il étudie la S-méthode de factorisation pour les polynomes

hypergéométriques discrets.

La méthode qui était applicable est celle de l'utilisation des séries hypergéométriques
nécessitant aussi des calculs énormes. La méthode utilisée dans ce travail résout le

probleme de complexité temporel de cette derniere.

Ce mémoire est d’importance car il met en place une théorie unifiant deux méthode de
factorisation a savoir la méthode de factorisation pour les équations hypergéométriques

aux différences et les équations hypergéométriques aux ¢-différences.

vil



Introduction

Comme dans le cas des équations différentielles, la principale méthode de résolution ou
de transformation des équations linéaires aux différences et aux g¢-différences du second
ordre sont des versions de la célebre méthode de factorisation connue sous le nom de
< Transformation de Darboux> [g].

Dans ce travail, nous considérons une méthode de factorisation due a G.Bangerezako [4].

L’objectif de ce travail est de présenter une théorie unifiant deux méthodes de factorisation
a savoir: la méthode de factorisation des équations hypergéométriques aux différences [2]

et la méthode de factorisation des équations hypergéométriques aux g¢-différences|7].
Hormis I'introduction et la conclusion, notre travail est composé de trois chapitres:

le premier chapitre parle du schéma d’Askey pour les polynomes orthogonaux hypergéométriques;
le second chapitre parle de la méthode de factorisation pour I’équation hypergéométrique

aux [-différences.

En fin, nous allons donner des applications pour I’équation hypergéométrique aux différences,
I’équation hypergéométrique aux g¢-différences et I’équation aux g-différences du second

ordre d’Askey-Wilson.



Chapitre 1

Schéma d’Askey pour les polynomes

orthogonaux hypergéométriques

Dans ce chapitre, nous mettons en évidence quelques polynomes orthogonaux qui peuvent

étre définis en termes d’une série hypergéométrique ou d’une série ¢-hypergéométrique.

1.1 Les polynémes orthogonaux hypergéométriques

aux différences

La référence principale de cette section est [11].

Séries hypergéométriques

La série hypergéométrique ,. F, est définie par:

ai, ... Qp, 00 ( ) k
A1,y Qp ) 2
bl bs k=0 1y---5Us .

ou (ag,...,a.)k = (a1)g...(ar)x, (@)oo =1, (a)r = ala+1)(a+2)...(a+k—1),k=1,2,....

Bien entendu, les parametres doivent étre tels que les facteurs du dénominateur dans les
termes de la série ne soient jamais nuls. Lorsqu’'un des parametres du numérateur a; vaut
—n ou n est un entier non négatif cette série hypergéométrique est un polynome en z.

Sinon le rayon de convergence p de la série hypergéométrique est donné par:



oo sir<s+1
p= 1 sir=s+1
0 sir>s+1
Une série hypergéométrique de la forme (|1.1]) est dite équilibrée (ou saalschutzien) si
r=s+1l,z=1leta;+ay+...+ass1+1=0+by+ ...+ bs.

Polynomes de Wilson

Définition.
wy (2?5 a,b, ¢, d) I 2 n+a+b+c+d—1, a+izx, a—ix .
(a+bnla+ulatd), *° a+b, at+c, a+d '

(1.2)

Orthogonalité. Si Re(a,b,c,d) > 0 et les parametres non réels apparaissent dans des

paires conjuguées, alors

2

1 “WPm+mwﬂb+mﬂﬂﬂ%@FM+ﬁw Wo(22;a,b, e, )W, (2% a, b, ¢, d)dx

21 Jy T(2iz)
F'n+a+b)..I'(n+c+d)
— b d—1),n!6,m, 1.
T@ntatbtcrd (n+a+b+c+ Jnm (1.3)
ol

I'n+a+bd)...T'(n+c+d)
=Tn+a+bdln+a+c)l'(n+a+dT(n+b+c)l(n+b+d)T'(n+c+d).

Sia < 0eta+b,a+c,a+dsont positifs ou si une paire de conjugués complexes apparait

avec des parties réelles positives, alors

Wi (22;a,b, ¢, )W, (2?; a, b, c,d)dx

1~ ‘F(a+im)F(b+im)F(c+z’x)F(d+im) 2
27 J, [(2ix)

Fla+bIl(a+c)'(a+d)T'(b—a)l(c—a)l(d—a)
i T(—2a)




% Z (a(Qa)k(a—l—l)k(a+b)k(a—|—c)k(a—l—d)k

k=0,1,2,... Jel@—=b+1)i(a—c+1)p(a —d+ 1)ik!

X Wm((_a_'_ k)2;a7 ba Cy d)Wn(_(a + k)2;aab7 & d)
_T(n+a+b)..T(n+c+d)
- TI'(2n+a+b+c+d)

(n+a+b+c+d—1),nl6m,.

Relation de récurrence.

—(a® + W, (2?) = AWoia(22) — (An + C)Wi(a?) + CWi_y (22),

ou )
~ ~ wy (2% a,b, ¢, d)

Wula) = Wehabed) = oo o oa+

et
A = (n+a+b+c+d—1)(n+a+b)(n+a+c)(n+a+d)
n (2n+a+b+c+d—1)(2n+a+b+c+d)

C = n(n+b+c—1)(n+b+d—1)(n+c+d—1)
n 7 (2n4a+b+ct+d—2)(2n+a+btctd—1) "

Relation de récurrence normalisée.
xpn(x) - pn—&—l('r) + (An + On - a2)An—10npn—1(x)u
ou
Wo(z%a,b,¢,d) = (=1)"(n+a+b+c+d—1),p.().
Equation aux différences.

nn+a+b+c+d—1)y(x)
= B(a)y(z + i) — [B(z) + D(@)]y(z) + D(2)y(x — i),

ou
y(x) = Wn(xQS a,b,c, d)
et

_ (amia)(bie) c—in) (i)
An = e

_ (a+iz) (b+ix) (c+ix) (d+iz)
On o 2iz(21z+1) )

Opérateur de transfert.
1.5 1.,
Wn((x + §Z) ;a,b,c, d) - Wn((:c - §Z> ;a,b,c, d)
1 1

1 1
:—2inx(n+a—|—c—|—d—1)Wn_1(a:2;a+§,b+ §,c+§,d—|— 5)

(1.4)

(1.5)

(1.7)



cela équivaut a
oW, (z% a,b,c,d)

da?
, 1.1 1 1
=-nn+at+c+d—1)W,1(x ;a+§,b+§,c+ §,d+§). (1.8)

Opérateur en arriere.

1 . 1 . 1 . 1 L5
(a — 5 ix)(b— 5 ix)(c— 3~ ir)(d — 5 i)W ((z + 52) ;a,b,c,d) (1.9)
o 1 1 o 1.
(a — 3 +ix)(b — 3 +ix)(c — 3 +ix)(d — 3 +ix) W, ((x — 52) ;a,b,c,d)
1 1 1 1
¥ L P
= 2iaW,1(x%a 2,b 5 C 2,d 2)

ou de maniere équivalente

Slw(z;a,b,c,d)Wy, (2% a,b,c,d)]

e (1.10)
1,01 1 1. ., 1. 1 1 1
_w(xaa_ﬁab_§ac_§7d_§)w($ 7a_§7b_§7c_§7d_§)7
ol )
w(wa.b, c.d) = 1 | T(a+ix)I'(b 4 i2)L(c +ix)'(d + ix)
P 94 ['(2iz) '
Formule de Rodriques.
w(z;a,b,c,d)W, (2%, a,b,c,d)
5\’ 1 1 1 1
== X — — - —-n)|. 1.11
(5x) [w(x;a + 2n,b—|— 2n,c—|— 2n,d—|— 2n)] (1.11)
Polynomes de Hahn
Définition.
Oulwa BN) = 5By [ T TOTA ST 01e N (1.12)
a—+1, —N

P’orthogonalité. Pour a > —let > —1loupoura < —Net < —N ona



N
(1) (115 Yoz

~(=D"n+a+ B+ 1nua(B+1)un!
= Gntat Bt Do+ 1) (—NJ,N o (1.13)

Relation de récurrence.

—IEQn(:E) = AnQn—H(‘T) - (An + Cn)Qn(x) + CnQn—1<x)7 (1'14)

ou
Qn<x> = Qn(xa «, B7 N)

et

A = (nta+B8+1)(n+a+1)(N—n)
T (2nda+-B+1)(2nta+542)

C — n(n+o+p+N+1)(n+pB)
n T (2ntat+B8)(2nta+p+1) "

Relation de récurrence normalisée.

xpn(x) = pn—l—l(x) + (An + Cn)pn(w) + An—lcnpn—l(x)v (1'15)

ou
(n+a+pf+1),

Qn(z;0, 8, N) = (a0 + 1)n(=N)y

pn(x>

Equation aux différences.
nn -+ o+ B+ y(x) = By(e +1) = [B(x) + D@)y() + D()y(e = 1), (116
ou
y(x) = Qulz;0, 8, N)
et
B(zx)=(r+a+1)(z — N)
D(z)=x(x—— N —1).
Opérateur de transfert.
Qn(z+1;0,8,N) = Qu(z;0, 3, N)

_ nn+ta+pf+1)
B (a+1)N

Qn-1(z;a+1,5+1,N—1) (1.17)



ou équivalemment

nn+a+pg+1)
(a+1)N

AQn(I',Oé7B7N):— Qn—l(x;a+176+17N_]-)

Opérateur en arriere.

(x+a)(N+1—2)Qu(x;a,5,N) —z(f+N+1—2)Q,(xr — 1;a,5,N)
=a(N+1)Qnui(z;a—1,6—1,N+1)

ou équivalemment

V[W(ZL’,O(,B,N)QH(J}, O-/757N)] - %Qn%—l(l’;a - 176 - ]-7N + 1)7

_ [ atw B+ N —=x
w(x,oz,ﬂ,N)-( N )( N, )

Formule de Rodrigues.

ou

wlai 8. N)Qufaian 5, 8) = S (i N = )
Polynémes de Meixner
Définition.
-n, —x
Mn<x767c):2F1 1_%
p

Orthogonalité.

> @ " o ‘ B ¢ "nl

; I c M, (x; 8;¢c) M, (x; 5, ¢) = —(ﬁ)n(l — C),Bém”’ﬁ >0et0<c<l1.

Relation de récurrence.

(¢ = DaMy(; 8, ¢) = c(n+ B)Mpia(z; 8, ¢)
—[n+ (n+ B)]M,(z; 5, ¢) + nM,,_1(x; 8, ¢).

Relation de récurrence normalisée.

n+ (n+ pP)c n(n+p—1)c

TP () = Ppar(x) + 1—_¢c pa(z) + Wﬁn—l(m)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)



ou

Equation aux différences.

n(c—=1y(r) = c(z+B)y(z+1) —[z+ (z+B)dy(z) +zy(zr —1),y(z) = My (x; 8,¢). (1.26)

Opérateur de transfert.

M,(x 4+ 1;8,¢) — M, (x; 5,¢) = (C — 1) M, _1(z; 3, c) (1.27)

™| 3

nous pouvoins encore écire

—1
AM,(z; B, ¢) = % (C : ) My 1(z;8+1,6). (1.28)
Opérateur en arriere.
c(B+ax—1)M,(z;5,¢) —xM,(x —1;5,¢) =c(f — 1) Mpy1(z; 5 — 1,¢) (1.29)
ou de maniere équivalente
7 1),
\Y %Mn(x;ﬁ,c)} = %Mnﬂ(x;ﬁ —1,¢). (1.30)
Formule de Rodrigues.
(/8)?6 M, (x;5,¢c) = V" {(ﬂ + ?)mc ] (1.31)
x! x!
Polynomes de Charlier
Définition.
-n, —x
Cn(z,a) = 2F, -11. (1.32)
Orthogonalité.
Z a—‘C’m(x, a)Cp(x,a) = a "e*nyn,a > 0. (1.33)

8

=0

Relation de récurrence.



—2Cy(z,a) = aCphiq(z,a) — (n+ a)Cy(z,a) + nCyi(z, a).

Relation de récurrence normalisée.

TP () = Pnia(z) + (0 + a)pu(r) + nap,—1(z),

ou

Cotaia) = (1) ).

a

Equation aux différences.

— ny(z) = ay(z + 1) — (¢ + a)y(z) + wy(e — 1), y(x) = Cy(w;a).

Opérateur de transfert.
n
Co(z+1;a) — Cp(z;a) = ——Ch_q (75 a)
a

ou équivalemment

AC,(x;a) = —g n—1(x; a).

Opérateur en arriere.
x
Cu(z;a) — =Ch(z — Lia) = Cpia(;a)
a

ou de maniere équivalente

a”® a”®
v | SC0)] = G i)
Formule de Rodrigues
v a

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)
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Schéma d’Askey pour les polynomes orthogonaux aux

différences
1F3(4) ’ Wilson ‘ ’ Racah ‘
- 0 -
JFy(3) Continuous dua Continuous ’Hahn ‘ ’Dual Hahn‘
Hahn Hahn
2 F1(2) Meixner- | Jacobi | [Meixner | |Krawtchouk |
Pollaczek

1F1(1)/2Fy(1) Laguerre Charlier
2Fo(0)

1.2 Les polynémes orthogonaux hypergéométriques

aux ¢-différences

Dans cette section, apres avoir défini les g-hypergéométriques, nous décrivons quelques

polynomes orthogonaux hypergéométriques aux g-différence.

La référence principale de cette section est [11].

Séries ¢g-hypergéométriques

Lorsqu’il s’agit d’équations aux g-différences [10], apparaissent naturellement des solutions

en série de type

y(x) = ch:c”. (1.42)
0
Parmi elles, sont particulierement intéressantes celles pour lesquelles

Cn+1

1.43
- (1.43)
est une fonction rationnelle dans ¢™. Si par exemple

¢ 1L Bi—a™)(@—q™)
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de telles séries sont considérées comme ayant la forme
Ay, Qg, ..., Qfp .
r®s 4%
617 527 ceey ﬁs

(o1 Qrl2; Q. - - - (s Qi e
Z 617 527 ) '(ﬁsQQ)k [(_1> 1 :| (q; Q)k (1'45)

ol (a1, as, ..., ag; @k = (a1;@Q)x(az; Ok - - - (ap; O, (@, ¢)o = 1, (a; @) = a(1—a)(1—aq)(1—

ag®) ... (1 —ag® 1),k =1,2,.... Ces séries sont appelées séries g-hypergéométriques ou
séries hypergéométriques de base. Puisque lim,_,; El ’Z%’Ij = (a), on a
. Q?a qg7 LR qg 14+r—s
lim ,. ¢ ¢ (qg—1) z (1.46)
qi)l ( qf? QQﬁ? R qg

ou

z) (1.47)

Aussi bien que pour les séries hypergéométriques généralisées que pour les séries hy-

pergéométriques de base, le rayon de convergence est donné par

00, r < s+1
plx) = Lr=s+1 (1.48)
0,7 > s+ 1.

Prenons par exemple ’équation aux g-différences

Dyy(z) = y(z). (1.49)

Sa solution est donnée par

i 1_q *1¢0<0; - 4 (1—Q)$>>

n=0

une ¢-version de la fonction exponentielle, e” [12].
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Polynémes d’Askey-Wilson

Définition.

a"p,(z;a,b,c, d|q) q ", abcdg" ', ae?, ae™®
= 4¢3

q; q) ,x = cosf. (1.50)

ab, ac, ad

Les polynomes d’Askey-Wilson sont les g-analogues des polynomes de Wilson ({1.1]).
Orthogonalité. Si a,b, c,d sont réels, ou apparaissent dans des paires conjuguées com-

plexes si complexes, et max(|al, |b],]|c|, |d|) < 1, on a la relation d’orthogonalité suivante

(z)
———pn(z;0,b,c,d|q)p,(x;a,b,b,c,dlq)dr = h,dm,, 1.51
I 9l 0 (151
ol
(e 219’ Qo 2
b,c,d . .
U)(.I') (.CL' a,0, ¢, ’q) (aew, bew, Cew, dew)oo
o h(l‘, 1)h($,—1) (l‘ qz)h(x’q*%)
= h(, a)h(w, (e, Ih(w d)
avec
h(z,a) = H[l — 2azq" + a*¢*) = (ae?, ae™; q) s, v = cos b
k=0
et

(abedg™t; q)p(abedg®™; q) oo

h, = .
(q™*t, abg", acq™, adg™, beg™, bdq™, cdq™; q)

Sia > 1etb,c,dsont réels ou I'un est réel et les deux autres sont des complexes conjugués,
max(|b|, |c|,|d|) < 1 et les produits par paires de a, b, c et d ont une valeur absolue inférieure

a un, alors on a une autre relation d’orthogonalité donnée par:

L/lﬂ (z;a,b, ¢, d|q)pn(z; a,b,b, ¢, d|q)dx (1.52)
o | T gzt G O G APl 40,0, ¢, Al '

+ Z U)k(l‘)pm(l'k,a, b7 C7d|Q)pn(xk;a)b7 b7 C)d|Q) = hn(smn7

k
1<agb<a

ou w(x) et h, sont comme avant,

aq® + (ag")™!
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et

(072 @) (1 —a?¢*")(a®, ab, ac, ad; q)s, q

(q,ab,ac,ad,a='b,a"'c,a"'d; q)s (1 — a?)(q,ab~'q, ac™1q,ad=1q; q)i " abed’

Wi =

Relation de récurrence.

2Pn () = Anprr1(2) + [a +a™! — (A + Copn(x) + Crfnr (x), (1.53)

ou

i . a"pn(;a,b, ¢, dlq)

n ‘= PnlT; 7b7 7d =

Pn() = pu(w; 0,6, ¢, d|q) (ab, ac.ad: ),
et

A = (1—abq™)(1—acq™)(1—adq™)(1—abedg™ ™t
n a(l—abedg?™—1)(1—abcdg?™)

O = a(1—q™)(1—beg™ 1) (1—bdq™ 1) (1—cdq™ !
n (1—abedg?™—2)(1—abcdg?™—1) ’

Relation de récurrence normalisée.
1 » 1
2pn () = prri(z) + E[a +a - — (A, + C)lpn(x) + ZAn_lCnpn_l(x), (1.54)
ou

po(x50,b,¢,d|q) = 2™ (abedg™ ™" @)npn ().

Equation aux ¢-différences.

(1 — q)2Dy[(x; aq?, bg?, cq?, dq?|q) Dyy(z)] (1.55)
+A\ (x5 a,b, ¢, d|q)y(z) = 0,y(z) = pu(z;a,b, c,d|q),

ou
w(z;a,b,c,dlq)

V1—a?

w(x;a,b,c, dlg) =

et
Ap = 4q7 "1 — ¢")(1 — abedg™ ™).

Si on définit

n—1 —1

(ab, ac,ad; q), abedg™™, az, az

Po(2) = ——u03 ( A

an

4, Q>

ab, ac, ad
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alors I’équation aux g¢-différences peut également étre écrite sous la forme

¢ "(1—¢")(1 — abcdq™ ') P,(2) (1.56)
= A(2)Pa(g2) — [A(2) + Az Pa(2) + A(z71) Palg™2),

ofl ~ (1—az)(1—b2)(1—c2)(1 — dz)
A(z) = (1—22)(1 — ¢22) '

Opérateur de transfert.

dqpn(z5a,b,¢,d|q) = —q_%"(l — ¢")(1 — abedg™ ) (e — ™) (1.57)

ou de maniere équivalente

) (1 —¢")(1 — abedg™ ™)

1 1 1 1 1
Dypn(7;a,b,¢,d|q) = 2¢7 2" Pn-1(z;aq7,bg?, cq?, dq?|q).

1—¢q
(1.58)
Opérateur en arriere.
dq[w (3 a,b, ¢, d|q)pn(; a,b, ¢, d|q)] (1.59)
= g 2D (e — e )in(w; aq?, be?, cq?, dg? |q)
X Pn—1(; aq_%, bq_%, cq_%, dq_%|q), x = cost
cela équivaut a
Dy liv(; a,b, ¢, d|q)pa(; a, b; cd|q)] (1.60)
2720 B T B S T B
14 W(r;q 2,bq 2,cq 2,dq 2|q)pnsi (g 2,bg 2, cq 2, dg 2 |q).
Formule de Rodrigues.
w(zx;a,b,c,d|q)p,(z; a, b; cd|q) (1.61)

q—1, 1,0 i~ 101 1 1
= (T )" (D) [ (3 47, ba?, cg2, da? )]
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Polynémes de ¢-Hahn

Définition.

. g ", aBg"tt, ¢"
Qn(q ;04757N|Q)=3¢2< o |q;q>,n=0,1,2,...,]\7.

aq,

Orthogonalité. Pour 0 <a <q¢glet0< S <qgloupoura>qgVNetp>qg?V

N N.
> AU (i) Qx5 M) Qa0 5 N0

=0
_ (0P a)n (4,084, Bga)n (1 — aBg)(—0a)" (1)-nngs

(Bg; )n(ag)N (ag,aBq, ¢ N;q)n (1 — afg® !

xT

Relation de récurrence.

_(1 - q7m>Qn<qix> = AnQn—i—l(qil«) - (An + Cn)Qﬂ(Q%B) + CnQn—1<q7m>>

ou

Qn(q™) = Qnl¢ ", 8, Nlq)

(I—aBg*" T ((1—aBg®"+2)
_ _oq" N(—g")(A-aBgV T T)(1-Bg")

An _ (1_qn7N)(l_aqn+l)(1_aﬁqn+l)
Cn

(1-aBg?™)(1—-aBg?m+l) :

Relation de récurrence normalisée.

xpn(x) = pn+1(x) + [1 - (An + Cn)]pn(x) + An—lonpn—l(x)v

ol .
(aBq™ ™ q)y

Onla ™50 B, Nlg) = (ag, ¢ N;q)n

pn(qu)_

Equation aux ¢-différences.

¢ "1 —q")(1 = aBq" T )ya(x)
= B(z)y(z + 1) — [B(z) + D(2)]y(z) + D(z)y(z — 1),

ou
y(z) = Qulqg " a, B, Nlq)

(1.62)

on a

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)
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et
{ B(z) = (1—¢"™)(1 — ag™*)
D(z) = aq(l —¢*)(B— ¢~ V1)

Opérateur de transfert.

Qn(qixil; «, ﬂa NlQ) - Qn(qixv Q, B? N’q)

Tl — ™) (1 — n+1
= (1(_ 043)25 — qié)q )an(q*x;aq’ Bq, N —1|q)

ou équivalemment

AQn(g~" B, Nlg _ q~"'(1—¢")(1 — aBq"™!
Ag (1-g)(1—ag)(l—gN)

Opérateur en arriere.

Qn—l(q_x; aq, ﬁ(L N — 1|Q)

(1.67)

(1.68)

(1—aq”) (1= ¢V Qu(g " 0,8, N|g) — (1 = ¢")(B — ¢" ¥ NQulq "5, 8, N|q)

=¢"(1-a)(1— ¢V "Qulg " aq ", Bg " N + 1]g)

ou équivalemment

Viw(z; o, B8,N|q)Qulq"; a, B, N|q)]
Vq==

1 o o
Z—l_qw(af;aq LB N+ 1g)Quia (g 5 aq7 ", B N + 1]g),
ou
(aq,q7V;q) .
w([L’,Oé,ﬁ,Nk]) - (q /B_lq_N ) (O(B)

Formule de Rodrigues.

w(z; o, B, N|q)Qn(q "5, B, Nlg) = (1 — q)" (V)" [w(x; aq", Bq", Nalq)]

ou

\%

Vg, = Vo

(1.69)

(1.70)

(1.71)

(1.72)
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Polynémes de ¢g-Meixner

Définition.

M, (g% b,¢;q) = 21 (

n+1
q; 4 ) : (1.73)

Orthogonalité.

- b’ z x (7 —T —T
Z%c a0 My (g7 b, 0) M (6775 b, ¢50) (1.74)
o0 45 yq)z

. 1.
_ (—¢;q)00 (q,—cC q’q>nq_"(5mn,0<b<q_1 et ¢>0.

(=bcq; @)oo (045 Q)

Relation de récurrence.

1= g ") Mu(q") = e(1 = bg" ) My (¢77) (1.75)
—[e(1 = bg"™) + q(1 — ¢")(c + ") Mn(q™") + q(1 — ¢")(c + ¢") M1 (q7"),

ou
M,(q7%) = M,(q %;b,¢;q).

Relation de récurrence normalisée.

2pn(2) = ppar () + 1+ ¢ {e(1 = bg" ) + q(1 — ¢")(c+ ¢") Hpa(2) (1.76)
+ g " (1= ¢") (1= bg")(c+ q")pu-1(),

My(q~":b,¢5q) = ((b_q 15;32 pulq™)
Equation aux ¢-différences.
—(1 = ¢")y(z) = B(x)y(x + 1) — [B(x) + D(x)]y(z) + D(z)y(z — 1), (1.77)
y(x) = Mu(q";b,¢:q)
et

{ B(z) = cq®(1 — bg™*")
D(x) = (1 —¢*)(1 + beq®).
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Opérateur de transfert.

o _ —r(] — qn) B B
Mo(qbeiq) — Malg b eiq) = =T pp (o eibg e 1.78
(q 10,6 Q) (q 30, G Q) C(l _ bq) l(q 304,¢q q) ( )
ou de maniere équivalente
AM,(q*;b,¢;q) q(1—q") _ 1
= — M,_1(q¢"";bq,cq”"; q). 1.79
Ag* (1 —q)(1 - bq) ! ) 79)

Opérateur en arriere.

cq”(1 — bq")M,(q~%;b,¢;q) — (1 — ¢)(1 + beg®) My (g~ 5 b, ¢5q)
= cq"(1 — b)M11(q7";0g7 ", cq; q) (1.80)

ou de maniere équivalente

V]w(z;b,c; q) Mn(q™"; b, ¢; q 1 _ e
[( V)q_x( ) N _qw(x;bq Leq; ) Mg bg eq; q) (1.81)

ou (bg: )
L GDe o (4
w(x;b,c;q) = —————c"q\ 2 /.

Formule de Rodrigues.

w(z; b, ¢;q)Mn(q "0, ¢;9) = (1 — q)"(Vy)"[w(z;bq", cq™"; )], (1.82)
ou v
V, = )
q Vq_x

Polynémes de ¢-Charlier

Définition.
Cnl(q™";a5q) = 21 ( q_n(’)q_r g; —qn;) (1.83)
= (—a"'¢;qQ)n101 ( _i__nlq q; _Q"J:_x> ;
Orthogonalité.

T

> @ C (a7 0:0)Cula " 43 q) = 47 (0 oo ~0710, 43 @)n0una > 0. (1.84)

a
—~ (¢:9)z
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Relation de récurrence.

"= )C(¢") = aCrsr(q") — la+ q(1 — ¢")(a+ ¢")]Culq™")
+q(1—q")(a+¢")Cna(q), (1.85)

ou

Relation de récurrence normalisée.

2pn(2) = por(z) + 1+ ¢ Ha+q(1 = ¢")(a+ ¢")Hpn(z) + ag " (1 = ¢")(a + ¢")pn-1(),
(1.86)

ou

Equation aux ¢-différences.

q"y(r) = aq"y(x +1) — ¢"(a — Dy(x) + (1 — ¢")y(z — 1),y(x) = Cn(q "5 a5q). (1.87)

Opérateur de transfert.

Colg" N a59) — Culg " a59) = —a "¢ (1 — ¢")Cri(g™ "5 a5q) (1.88)

ou équivalemment

AC, (¢ % a;q9)  q(1—4q")

= — Co1(¢%aq " q). 1.89
Ag g (g% a9 ) (1.89)
Opérateur en arriere.
Cu(q™"a59) —a™'q " Co(q™" Y a;9) = Colq™"; ag; q) (1.90)
ou équivalemment
a5 q)Cnlg™; 4 1 -
v[w(x’a’qv)q_;q ol _ TV (®a0) = Crnla™; ag;9) (1.91)
ou »
axq(z2 )
w(w;a;q) =
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Formule de Rodrigues.

w(z;a;q)Cn(q "5 a;9) = (1= q)" (V)" [w(x;aqg™"; q)], (1.92)
ou v
V= Vo

Polynémes de Grand ¢-Jacobi

Définition.
n+1

q ", abg"x
Po(x;a,b,¢;q) = 302 ( q;q> : (1.93)
aq, cq

Orthogonalité. Pour 0 <a < q¢gletc<0on a

aq —1 —1,..
/ (a ¢ T q)OOPm([E, a, b7 C; q>Pn(x7 a, b7 G Q)dqx (194)

¢ (@,bc7175q) 00
q(abg®,a™"e,ac™q; q) oo
~(ag, bg, cq, abe1g; ) oo
(1 —abq) (q,bq,abc™";q),
(1 — abg®"*') (ag,abq, cg; q)n

n

(_acq2)nq(2)5mn-

Relation de récurrence.

(z = 1)Pu(z;0,b, ¢ q) (1.95)
= AnPoia(x;a,b,¢;q9) — (Ay + C)Po(z;0,0,¢,9) + CoPyq (x50, b, ¢ q),
ou

A — (1—ag" 1) (1—abg™ 1) (1—cq™*1)
n (1+abq2n+1)(1+abq2n+2)

n+1(1—¢")(1—abc™q™)(1—bg™)
(1+abq2”)(1+abq2"+2)

C, = —acq

Relation de récurrence normalisée.

ZL’pn(ZE) = pn+1(x) + [1 - (An + Bn)]pn(l‘) + An—lonpn—l(x)a (196)

01\1 +1
(abg"*; q)y

P.(x;a,b,¢;q) = (0d.2:9)

pn(‘T)
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Equation aux ¢-différences.

g (1 —¢")(1 —abg"* ") aPy(x)
= B(x)y(qz) — [B(z) + D(2)]y(z) + D(x)y(q~ ),

y(x) = Po(w;0,b,¢:9)
et
{ B(z) = aq(x — 1)(bx — ¢)
D(z) = (z — aq)(z — cq).

Opérateur de transfert.

P,(z;a,b,¢;q) — P,(qz;a,b,¢; q)

q—n—i-l 1 — qn 1— abqn-H
= ((1 — aq))((l m— >atPn71(qx; aq, bq, cq; q)

nous pouvoins encore écrire

q—n+1(1 - qn>(1 . abqn-i-l)

AP, (z;a,b,¢;q) = (1—q)(1—aq)(l—cq)

Po-1(qx; aq, bg, cg; q)
Opérateur en arriere.

(x —a)(z — ¢)Py(z;a,b,¢;,q) — a(x — 1)(bx — ¢)Py(x;a,b, ¢
=1 =a)(1 = c)Puya(ziaq™" 0" cq "5 q)

on peut traduire cela par

Alw(z;a,b,c;q)Py(x;a,b, ¢; q)]
(1—-a)(1—-2¢)

B WU}@; ag',bg~" eq” " q) Pa(w;aq7" 0 cq

ou o

w(z;a,b,c;q) = @bz )

Formule de Rodrigues.

ancnqncn—H) (1 _ q)n
(aq, cg; q)n

-1,

(1.97)
(1.98)
. (1.99)
1 q)
(1.100)
(1.101)
;)

(Dg)"[w(z; aq™, bq™, cq"; q)].  (1.102)
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Polynémes de Petit ¢-Jacobi

Définition.
pn(7;0,blq) = 201 ( " abZ:Ll q; qa:) : (1.103)
Orthogonalité.
i Po(q";a,blq) Pu(q"; a,blq) (1.104)
=0
i} (<bq - <(11‘_“ab§q>§jf3) a0 <o <™ et b

Relation de récurrence.
—zP,(7;a,0lq) = AnPuia(z;a,0lq) — (A + C) Pu(x; a,blq) + Cr Py (x5 a,blg), (1.105)

ou

n (1—ag"tH)(1—abg™t!)
A _q (1 abq2n+1)(1_abq2n+2)

— ,om__ (1—q")(1—bg")
Cn - aq (1fabq2(i)(lfab%]2"+1)'

Relation de récurrence normalisée.

2P (%) = o1 (2) (An + B)pn(x) + An1 Crpna (2), (1.106)
ou ) N
P,(x;a,blq) = (=1 (aq,<Z;)fn+ D “pn().
Equation aux ¢-différences.
¢ (1= q")(1 = abg" May(x) (1.107)

= B(x)y(qz) — [B(x) + D(x)ly(x) + D(x)y(q 'z), y(z) = pn(x;a,blg),

B(x) = a(bgr — 1)
D(z)=x—1.

Opérateur de transfert.

¢ "1 —¢")(1 — abg"t)
(1—aq)

pn(x;a,blq) — pn(gz;a,blg) = z P, 1(7;aq,bqlq)  (1.108)
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cela équivaut a

g "1 —¢")(1 — abg"t)

Apn(z;a,blg) = (1—-¢)(1—aq)

Po1(x; aq, bqlq).
Opérateur en arriere.

a(bz — 1)pn(;a,blq) — (x — V)pn(z;a,blq) = (1 — a)psa (z;aq~", bg " q)
ou de maniere équivalente

D1 [w(zs o, Blq)pa(z; 4%, ¢°|q)]

(1—4q%) -1 p-1
e — . _ 1 _ 1 n 7 o , ,
qail(l _q)W(QT,Oé a@ ’q)p +1(3§ q q IQ)
" (4r:0)
qT;q4)o 4
w(zx;a, Blq) = x®.
( g (0712 4) oo

Formule de Rodrigues.

qnoc-l—(g)(l _ q)n
(gt (

w(x; o, Blq)pa(: 4%, 4% q) =

(Dg=1)"[w(x; a + n, B+ nlq)].

(1.109)

(1.110)

(1.111)

(1.112)

Schéma d’Askey pour les polynémes orthogonaux aux

g-différences

(4) Askey-
Wilson
(3) Continuous dual Continuous Big g-Jacobi
g-Hahn g-Hahn
(2) Al-Salam- g-Meixner- Continuous| |[Big ¢- Little ¢-
Chihara Pollaczek g-Jacobi Laguerre| | Jacobi
(1) Continuous big Continuous Little g-Laguerre
g-Hermite g-Laguerre g-Laguerre
(0) Continuous Stieljes-Wigert ‘

g-Hermite
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Schéma d’Askey pour les polynomes orthogonaux aux

g-différences

Big ¢-Jacobi ‘ ’q—Hahn ‘ ’Dual g-Jacobi
g-Meixner Quantum q- Affine Dual q-
q- Krawtchouk q- Krawtchouk
Krawtchouk Krawtchouk
Alternative g-Charlier Al-Salam -| |Al-Salam -
g-Charlier Carlitz [ Carlitz 11
Discrete ¢- Discrete ¢-
Hermite I Hermite 1T




Chapitre 2

La méthode de factorisation pour
I’équation hypergéométrique aux

p-différences

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord de la méthode de factorisation pour I’équation

générale hypergéométrique aux S-différences, c’est-a-dire une équation de la forme
[0(2)Dg-1Dg + 7(x) Dglyn(x) = A(n)yn(x) (2.1)

ol Dg et Dg-1 sont les S-dérivées avant et arriere données par [9]

y(gﬂ(zz; - i(x) Dyryla) = y(ﬁﬁ‘lfiz; - Z(I)’ (2.2)

pour tout point x pour lequel f(x) # x et Dgf(z) = f'(x0) pour un point fixe x = zy de

Dgy(z) =

B, chaque fois que f est dérivable en x = x( au sens usuel, et 3 est une fonction continue
strictement croissante 5 : I C R — I, tandis que o et 7 sont des fonctions arbitraires (pas

nécessairement des polynomes).

Clairement, lorsque 5(t) = qt, ou 5(t) =t + 1, les dérivées dans ((2.2)) donnent
y(gz) —y(x)

Dyy(a) = === Dywyl) = y(q;_(lx;)_—xy(w)

(2.3)

la dérivée aux g-différences avant (g-dérivée de Jackson [10]) et arriere, et la dérivée aux

différences avant et arriere

25
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Ay(z) = y(xr +1) —y(z), Vy(z) =y(z) —y(z - 1) (2.4)

respectivement.
2.2 La meéthode de factorisation pour la solvabilité de
I’équation hypergéométrique aux (-différences
Théorie générale
Considérons 1’équation générale aux valeurs propres aux S-différences du second ordre
[0(2)Dg-1 D + 7(2) Dglyn(x) = A(n)yn(z). (2.5)

Cette équation peut s’écrire sous la forme

[u(x)Es + v(z) + w(z) Eg-1]yn(z) = An)yn(z) (2.6)

ot v(z) = —(u(z) +w(z));

avec

e @ o)
I T s (e I T A e 27
tandis que Esf(z) = f(B(2)), Eg-1 f(z) = f(B7(2))
Inversement, une equation du type peut s’écrire comme avec
o(x) = w(z)[7 (x) — ],
7(x) = w(x) [~ (z) — 2]/[B(x) — 2] — u(z)[z — B(x)]. (2.8)

Notre objectif est d’étudier la solvabilité de 1'équation des types (12.6))(ou (2.5) qui sont

équivalentes). Ici la méthode suivie dans [2], 4] [7] sera utilisée.

D’abord, écrivons ([2.6)) sous la forme

Lyn(z) = la(x)Es + b(z) + c(z) Eg-1]yn(2)
= An)0(x)yn(x) (2.9)
a(x) = 0(x)u(z), b(x) =0(x)v(z), c(x) =0(z)w(x) (2.10)

pour une certaine fonction 6 # 0.
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Considérons ensuite ['opérateur

H(zn) = Eslp(L - \0)p) (2.11)
— B3+ [b(B(x) — Mn)B(B(x))] Bs + d(B(x)) (2.12)
p(B(2))/plx) = alz), d(x) = a(8~ ())c(x). (2.13)

H(z,n) =Eglp(L — A0)p]
=Eg[p(x)(a(z)Es + b(x) + c(2)E5" — A(n)0(x))p~" (z)]
=Eslp(x)(alz)p™ (B(x))Es + b(x)p~ " (x)

+e(@)p™ (B (@) B — An)o(x)p™ ()]

— By pz) a(z)Es + b(z) + T ;(f)x))c(m)Egl — A(n)8(x)]

(
=Ej + [b(B(z) — Mn)0(B(x))] Es + d(B(2)).

Donc I’équation aux valeurs propres (2.9) est ”équivalente” a 1’équation
H(z,n)y,(z) =0, (2.14)

en ce sens que si y, () est une solution de (2.9)), alors p(z)y,(z) est une solution de (2.14)
et inversement si y,(z) est une solution de (2.14)), alors p~!(z)y, () est une solution de

29)

Considérons maintenant pour H, le type de factorisation suivant

H(x,n) = p(n) = (Eg + g(z,n))(Es + f(2,1)) (2.15)
H(x,n) — p(n) = (Eg + f(x,n))(Es + g(z,n)),

pour certaines fonctions f(z,n), g(z,n) et constantes (en ) A\(n), u(n).

Considérons ensuite I'équation aux valeurs propres

Lgn(x) = [=g(x,=1)Es+b(x) — f(B7(2), =1) Eg-1]gn(2)
= An)0(z)yn(x), (2.16)
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et l'opérateur

H(zm) = Eslp(a)(L — An)8())p (x)] (2.17)

ou

p(B())/p(x) = —g(z, —1):d(z) = f(B7 (x), =1)g(F~ (x), =1). (2.18)

Ici aussi, nous avons

H(z,n) =Eg[p(x)(L — A(n)8(x))p~" ()]
=Eg[p(z)(—g(z, ~1)Es + b(z) — f(87 (2), —1)E5" — A(n)f(x))p ™" («)]
=Esp(x)(—g(z, —1)p " (B(x)) s + b(z)p ' (x)
= (B (@), ~1)p (B (@) E5" — A(n)0(x)p " (2))]
R ) )
. @)
F57 @), ) 2 s ' = Am)o)]

=L + [b(B(x) — A(n)8(5(2))|Es + d(5(x)).

On voit dans ce cas aussi que I’équation aux valeurs propres (2.16|) est ”équivalente” &

I’équation

H(z,n)g,(z) = 0. (2.19)

Considérons aussi pour H, la factorisation

H(x,n) — fi(n) = (Bs + g(z,n))(Es + f(z,n)) (2.20)
H(x,n) — fi(n) = (B + f(x,n))(Es + g(x,n)),

avec
() = () — p(~1), (221)
et certaines fonctions f(x,n), g(x,n) et les constantes (en x) A(n), u(n) comme en (2.15)).

Donnons maintenant 1’énoncé principale de cette section.

Théoreme 2.1. Supposons qu’il existe des fonctions f(x,n), g(x,n), des constantes (en
x) X(n), p(n), pour laquelle H admet la factorisation (2.15)).

Dans ce cas, les situations suivantes sont valables:
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(1) L’équation aux valeurs propres (2.16|) admet une suite de fonctions propres y,(x) =

() satisfaisant les relations aux différences

Unpa(2) = [=g(z, 1) Eg + [ (x,n)]¢n () (2.22)
_ﬂ(n)’@/}n—l = [—g(l‘, _1)E,3 + g(ZL‘,TL - 1)]%@%” =0,1,2,...
Yo(z) =1,

et les relations de récurrence a trois termes

Uni1(z) + f(n = Dy = [f(z,n) — g(z,n — 1)) (2) (2.23)
n=20,1,2,..
(2.24)

(11) Si de plus f(x,n) et g(x,n) sont telles que

f(@,n) —g(z,n) = ci(n)x(x) + c2(n), (2.25)

pour une fonction x(x), tandis que c1(n) # 0,00,n = 0,1,2,..., alors l’équation aux
valeurs propres (2.16) admet une suite de fonctions propres ployémiales G, (x) = P, (x(z))

satisfaisant les mémes relations auz différences (2.22)) et les relations de récurrence

Posi(x(@)) + pln = 1) Pasi(x(@) = [er(n)x(2) + c2(n)] P (x(2)) (2.26)

Py=1,P, = ¢;(0)x(x) + ¢2(0). (2.27)

(111) Si p(—1) = 0, les équations (2.16) et (2.9) ainsi que leurs solutions, deviennent
identiques.

Démonstration 2.1.

(i) Remarquons d’abord que des relations en (2.15)) découlent en particulier les équations

f(x,n)g(x,n) = d(B(x)) — p(n), (2.28)
f(B(x),n) + gz, n) = b(B(x)) — 6(6(x))A(n), (2.29)
f(B(x),n+1) + g(z,n+1) = f(z,n) + g(B(x),n), (2.30)

f(@,n+)g(z,n) = f(z,n)g(z,n) + p(n) — p(n + 1), (2.31)



30

ou de maniere équivalente les équations (2.28)) et (2.29) avec l’équation aux B-différences.

Ap(f(x,n) = g(z,n)) = An +1) = A(n)]0(5(x)), Ag = Ep — 1. (2.32)

Remarquons ensuite que de (2.13)), (2.17)), (2.18) et (2.28)) (avec n = —1), il s’en suit que

H = H + p(-1). (2.33)

D’ot de (2.15)) suit (2.20). De l'autre coté, de ([2.20)) découle des relations d’interconnezion

ﬁ](:x, n+1)(Es+ f(z,n)) = (Es + g(z, n))ﬁ(w, n) (2.34)

H(z,n)(Es + g(z,n)) = (Eg + f(x,n))H(z,n+ 1),
d’ou l'on déduit que toute suite de solutions de (2.19)) satisfait

¢n+1(x) = (Eﬁ + f(x,n))gbn(x), (235)
—i(n—1)p,—1(z) = (Es + g(z,n —1))p,(x),n =0,1,2, ...

De lautre coté de (2.29) (avec n = 0) et (2.31) (avec n = —1) suit que o = 1 est une
solution de (2.16) avec n = 0.

D’ou de (2.17) et (2.18]) découlent que ¢o(x) = p est une solution de (2.19) avec n = 0.
D’ot de ([2.35|) découle (2.22)) et par conséquent (2.23)).

(1) Pour obtenir les relations en (2.26) et (2.27), il suffit de considérer (2.25) (avec
n=0) et la premiére relation en (2.22)) (avec n =0).

(111) Ceci est une conséquence directe du fait que si u(—1) = 0, alors H = H (voir (2.33)) ),
et donc, par des simples considérations, \(0) =0, ji = pu, L = L a(z) = —g(z, —1), c(z) =
_f(ﬁ_l(‘r)v _1)

Notons que si les polynomes g, (x) satisfont ([2.26)), alors leur formes moniques P, =
Yn/p(n) ou

p(n+1)/p(n) = c1(n)
satisfait

Poyi+a’P,_y = (x(x) — b,) P, (2.36)
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ou

CL2: [L(n_l) = —Cqlnj)/ci\n
n cl(n)cl(n—l)’b" a(n)/c1(n). (2.37)

2.3 La méthode de factorisation pour la transfor-
mation de 1’équation hypergéométrique aux (-

différences

Théorie générale
Considérons l'opérateur général H(x) aux S-différences du second ordre
H(z) = u(z)Es + v(z) + w(z)Eg-1. (2.38)

Notre objectif est d’étudier la transformabilité d'un tel opérateur. La méthode de factori-
sation de type [0} 6] sera utilisée. Supposons que 'opérateur dans (2.38)) soit Ilbispectralgg
au sens ou il admet deux séquences de systemes distincts d’éléments propres, disons par

exemple (A, ¥n) €t (Yn, 2n) :

Hyn(m) = )‘nyn(x> (239)
Hzp () = ypzn(x),n=0,1,2,....

Dans ce cas, on peut utiliser I'un des deux éléments propres, disons par exemple (Vy, 2z,) ,
pour transformer H en un autre opérateur résoluble H de la maniere suivante. Factoriser

H et définir H comme suit,

H — Yy = Ly Ron (2.40)

H—-~,=RpLy,m=0,1,2,...,
ou

R, =1+ f(z,m)Ez— L, = u(x)Ez + g(x,m) (2.41)

f(x7m) == Zm(x)

m g(z,m) = —w(x)
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11 résulte de (2.39)) que les fonctions g, (x,m), m,n = 0,1, ... défini par

[u(z)Eps + g(x, m)|go(z,m) =0 (2.42)
Un(x,m) = [14 f(z,m)Eg-1|yp—1(x), m=0,1,2,...,

sont des fonctions propres de H (x,m) correspondant aux valeurs propres Y, A, , pour
m=0,1,....,n = 0,1, ... respectivement. Nous désignerons ici H et y, comme opérateur
et fonctions transformables respectivement, z, comme fonctions de transformation et
finalement H et §j, comme opérateur et fonctions transformés respectivement. Le point

ici est que si

Yn () Zn(2)
”: , 2.43
(B @) 7 (@) 249
alors, pour un m fixe, les fonctions transformées ¢,(z,m),n = 0,1,... ne sont pas des

solutions triviales de 'opérateur transformé H. De plus, sous certaines conditions addi-
tionnelles, les fonctions transformées admettent la plupart des propriétés mathématiques
des transformables y,, telles que la fermeture et 'orthogonalité, satisfaire les équations

aux valeurs propres aux différences et les relations aux différences ou de récurrence.

Equation aux différences

Clairement, les fonctions y, (x, m) satisfont ’équation aux valeurs propres

H (x, m)jio(x,m) = Ymio(2, m) (2.44)
H(x,m)ijn(z,m) = My_1in(z,m),n=1,2,...,

pour
H(z,m) = u(x)Eg + 0(x,m) + @(x,m)Es1, (2.45)
O(z,m) = g(z,m) + fz,m)u(B(2)) + m (2.46)
= 0(z) + £ (5, m)u(B1(z)) — u(@) f(B(x), m)
9(B(x), m)

w(z,m) = f(z,m)g(6(x), m) = wlz) ===
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Orthogonalité, fermeture

Définissons d’abord 'inverse de la S-dérivée suivante, la [-intégrale comme suit [9]

b Na—1
/ F@)dsiy = 3 (85(b) — B (D) F(5°(0), (2.47)

k=0

donnée sur le B-réseau (pour cela on suppose que 0 < 3 (z) < 1)

a = B"(b),..., B (b), BF(D), ..., B(b), B°(b) = b,n, € ZT, (2.48)

To < a<b,ou g est le point fixe de 3.
Notons que puisque la condition de convergence des itérations xy 1 = [(xy) est satisfaite,
il résulte de (2.47) que

/ F(@)day = S (B5(b) — L) F(5°(0), (2.49)
et

F@)dgmy = > (B5(b) — B (0) F(B*(1)). (2.50)

Des définitions similaires peuvent étre données dans les cas ou fy(xz) > 1. Considérons

ensuite les fonctions p(z) et p(x) définies par

pPBE) x-B) w)  x—pB) u(z) . (2.51)
pPx)  Blx) = @) w(B(x)  Bx) — B (z) f(B(x),m)g(x,m)’ '
pPB(x),m)  x—fx) wx)g(Bx),m)  x—pB(x) u(z) ,
pPz,m)  Blz) = B2 (x) w(B(x))g(x,m) — Bx) — B(x) f(B(x), m)g(x,m)’

Des relations intéressantes existent entre p(z) et p(z,m) : On a

p(z,m) = p*(x)g(x,m). (2.52)
Ensuite, comme on le voit facilement, les réductions de similarité pHp~' et sH ! envoient

H et H respectivement, dans leurs formes symétriques formelles, c¢’est-a-dire comme

pl(z)

u(x)Eg + b(x) + v B

u(B\(x))E; ", (2.53)
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ou

Bx) — B*(x)

v~ B() w(B(x))Es + b(z) + w(z)E;". (2.54)

Notons %(a, b; p?) I'espace linéaire des fonctions B-discretes définies sur le réseau (2.48)),

dans lequel est défini un produit interne pondéré [-discret

0.8 = [ vla)d()a)da. (2.59

L’espace similaire pour p? sera noté 572(&, 5; p%). De plus, en utilisant la S-sommation par
parties et les relations (2.51)), (2.52)), on vérifie facilement que pour v et ¢ satisfaisant les

conditions aux limites

(B W)u(B~ W) (B~ ()oly) — o8 (y)(y)]a = 0. (2.56)

pour o? est égal a p? et p? respectivement, on a

(H1, )2 = (1, Hp) oy (HY, 0) 2 = (4, HY) o (2.57)

Le méme raisonnement montre que, pour ¥ et ¢ satisfaisant

w(B () o(B~ (w)e()vw (B~ ()2 =0, (2.58)

on a

(9, Rm@b)ﬁ = (L, ¢)p2- (2.59)

Le théoreme suivant réfere les propriétés d’orthogonalité et de fermeture de {g,},~, dans
?(a,b; p?) & celles de {Yn},so dans £%(a,b; p?).

Théoreme 2.2. Si (2.58) est satisfait pour ¢ =y; et ¢ = 4;,4,7 =0,1,... alors
(i) De lorthogonalité de {yn},~, dans £*(a,b; p*) découle celle de {fn},~, dans ?(a,b; p?)
(ii) De la fermeture de {y,},~, dans (*(a,b; p*) découle celle de {y,},~, dans (*(a,b; p?).

Démonstration 2.2. (i) Dans prenons ¢ = Rpy, et v = y; . On obtient
(Rmyi,Rmyj),;z = (LmRmyiayj)pQ = (N — ’Ym)(yi,yj)p2 = 0. Donc yiy1 = Rpyilyj1 =
Rny;,i,j = 0,1,.... En prenant ¢ = 3o et v = y; , on a (Jo, Rny;) ;2 = (ngo,yj)i =
0,5 = 1,... (puisque Ly,go =% 0). Donc §oLy;,j = 0,1.... En somme §;Ly;,i,7 =
0,1...,7 # 7.

(ii) Supposons qu’il existe un certain y tel que y1y;,7 = 1,.... On a 0 = (y,79;)2 =
(Y, Rnyj)pz = (LY, yj)p2- A partir de la fermeture de {y;},.,, il s’ensuit que Lny = 0.
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En d’autres termes y = fo. Donc le systéme {n},>, est fermé dans 2(a,b; p?) et le

théoréeme est complétement démontré.

Relations aux différences et de récurrence

Supposons que les fonctions transformables satisfassent aux relations aux différences

ﬁnyn = H,f[ynﬂ, n = 0, 1,

ou disons, H, = a(z)Es + f(z,n) et H =b(x)Ez + g(z,n).
De l'autre coté, a partir de (2.40), on a

Ynt1 = Rnyn (2.61)
()‘n - ’Vm)yn = ngn+1,n = O, 1,

Une combinaison de (2.60)) et (2.61]) conduit a une relation aux différences du troisieme

ordre suivante pour y,,n = 1,2, ...

an()\n - ’Ym)gnJrQ = RmH;Lm?jnJrl (262)
ﬁn()\n—kl - /ym)gn-‘rl = RmH:ngn-i-Q-

En utilisant I’équation aux valeurs propres satisfaite par le g, (voir ) et les relations
précédentes, on peut naturellement atteindre des relations aux différences du second ordre
reliant ¢,,n =1,2,....

Supposons maintenant que les fonctions transformables y,, satisfont une relation de récurrence

a trois termes

Ynt1 + (bn = X(2))Yn + a7y = 0, (2.63)

alors, en utilisant la premiere relation dans (2.61)), on montre que les transformées g,,, n =

1,2,..., satisfont la relation de récurrence a cinq termes suivante

Unsa + b2 + bosr — x(2) = X(B71(2))]Gnss (2.64)
+[(bnr1 — x(2)) (bnr — x(B7(2))) + a4 o] G2
+ao21+1[bn+1 + bp — X(x) - X(ﬁil(l’»]grﬁl + ai+1aign = 0.



Chapitre 3

Applications

3.1 La méthode de factorisation pour la solvabilité

de I’équation hypergéométrique

L’équation hypergéométrique aux différences

Ici, nous utilisons la théorie générale du paragraphe ol nous posons ((z) =z + 1.

Considérons I’équation générale aux valeurs propres aux [-différences du second ordre
[0(x)Dg-1Dp + () Dglyn(x) = Mn)yn (). (3.1)
En prenant f(x) = z + 1 cette équation peut s’écrire sous la forme

[0(2)AV + 7(2)Alyn () = Ay (). (3.2)

En effet, la S-dérivée donne la A-dérivée et nous avons

yr+1) —y(@)

Dsyla) = r+1—ux
=yle+1) —y(@)
= Ay(x);

Dg-1Dgy(z) = Dg-1y(z + 1) — Dg-1y(x)
=yl@z+1) —yl@+1-1)—ylz) +ylz—1)
=y(z+1) —y(@) —y(z) + y(z — 1)
= VAy(z);
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et donne .

L’équation (3.2)) peut étre écrite sous la forme
[u(@)E +v(@) + w(@) B~ yn(2) = Aya(2),

avec

et Ef(z) = f(z+1), E7 f(x) = f(x = 1).

Inversement, une équation de type (3.3)) peut s’écrire comme (3.2)) avec

(3.4)

(3.5)

Notre objectif est d’étudier la solvabilité de (3.2]) ou (3.3)), utilisant la théorie générale du

paragraphe [2.2]

D’abord, écrivons (3.3)) sous la forme

Lyn(z) = [a(z)E +b(x) + c(x) By, (z)
= An)0(z)y.(z),

ou

(3.6)

(3.7)
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Considérons ensuite I'opérateur

H(z,n) = E[p(L — 0(x)\)p ! (3.8)

()
a(z)p” (z + 1)E +b(z)p " (z) + c(x)p (z — 1E

I
R
=
_l’_
(wpl
&
+
QU
&
=
|
>
&
=
S

ou

ol +1)/plz) = alz); (39)
d(z) = a(z — 1)e(x).

Donc I'équation aux valeurs propres (3.6)) est ”équivalente” a 1’équation
H(z,n)y,(z) =0, (3.10)

en ce sens que si y, () est une solution de (3.8)) , alors p(x)y, () est une solution de (3.10)
et inversement si y,(z) est une solution de (3.10)), alors p~!(z)y, () est une solution de

B3).

Considérons maintenant pour H, le type de factorisation suivant

H(x,n) — p(n) = (E+g(z,n))(E + f(z,n)) (3.11)
H(xz,n) — p(n) = (E+ f(z,n))(E + g(z,n)),

pour certaines fonctions f(z,n), g(x,n) et constantes (en x) A(n), u(n).

Considérons ensuite I’équation aux valeurs propres

Lijn(x) = [=g(z,~1)E + b(x) = f(z — 1, 1) E7 '] (x)
= A(n)9($)gn($)v (3'12)
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et l'opérateur

H(x,n) = E[p(L - 0(x)\)p""] (3.13)
— Blp(e)(~g(z, ~)E + b(z) — fla — 1, ~1)E~ — 6(x)A(n))5~ ()
— Elp(x)(—g(x,—1)pr(z + 1B + b{a) i (x)

—fl@z =1, -1)p" (z = NE~ = 0(x)A(n)p~" (2))]

E[—Mi(—?l)g(w, “1)E + b(x)

p(x) I -1 _ p(s\\(n
O = L -DE™ 0@\ (m)] .14

— E[E 4 b(z) + d(z)E~ — 6(z)\(n)]
= B2+ [b(z + 1) — 0(x)A(n)|E + d(z + 1),

oll Nous avons posé

ple +1)/p(x) = —g(x, =1); d(z) =g(z =1, =1)f(z = 1,-1). (3.15)

On voit que I’équation aux valeurs propres (3.12) est ”équivalente” a 1’équation

H(z,n)y,(x) =0. (3.16)
Considérons aussi pour H, la factorisation

H(w,n) — i(n) = (B + g(z,n))(E + f(x,n)) (3.17)
H(x,n) — fi(n) = (B + f(z,n))(E + g(z,n)),

fi(n) = p(n) — p(=1), (3.18)

et quelques fonctions f(z,n), g(z,n) et les constantes (en x) A(n), p(n) comme en (3.11)).

Théoréme 3.1. Supposons qu’il existe des fonctions f(x,n), g(x,n), des constantes (en
x) ANn), p(n), pour lesquelles H admet la factorisation (3.11)).

Dans ce cas, les situations suivantes sont valables:

(i) L’équation auzx valeurs propres (3.12)) admet une suite de fonctions propres ¥,(x) =
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() satisfaisant les relations aux différences

Unia(z) = [—g(z, =1)E + f(x,n)]in(z) (3.19)
_ﬂ(n - 1)¢n—1<x) - [—g(ZL’, _1)E + g(ZE, n-— 1)]10”(1’),% =0,1,2,...
Yo(z) =1,

et les relations de récurrence a trois termes

Unir(2) + i(n = D)oy = [f(z,n) — g(z,n = 1)]¢hn(z) (3.20)
n=0,1,2 ..

(11) Si de plus f(x,n) et g(x,n) sont telles que

f(@,n) —g(z,n) = ci(n)x(x) + c2(n), (3.21)

pour certaines fonctions c1(n) # 0,00,n = 0,1,2,...., et ca(n) alors l’équation aux valeurs
propres ([3.12)) admet une suite de fonctions propres ployoémiales n(z) = Po(x(z)) sat-
1sfaisant les mémes relations aux différences (3.19)) et les relations de récurrence a trois

termes

Poia (x()) + p(n = 1) By (x(@) [er (n)x (@) + e2(n)) P (x () (3.22)

P(] = ]., Pl = Cl(O)X(l’) + CQ(O) (323)

(111) Si pu(—1) = 0, les équations (3.12) et (3.7) ainsi que leurs solutions, deviennent

identiques.

Démonstration 3.1.

(1) Remarquons d’abord que des relations en (3.11)) découlent en particulier les équations

flz,n)g(x,n) =d(x+1) — p(n), (3.24)
flx+1,n)+g(z,n) =bx+1) —0(x+ 1)A\(n), (3.25)
fle+1,n+1)+g(x,n+1)= f(z,n) +g(x+ 1,n), (3.26)

f(x,n+Dg(x,n) = f(x,n)g(x,n) + p(n) — p(n + 1), (3.27)
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ou de maniere équivalente les équations et avec l'équation aux différences.
A(f(a,n) = gle,n)) = [An+ 1) = A(n)J6(8(x), A = E— 1. (3.28)
Remarquons ensuite que de , , et (avec n = —1), il s’en suit que
H = H + p(-1). (3.29)

D’ot de (3.12)) suit (3.17), de lautre coté, de (3.17)) découle des relations d’interconnezion

H(z,n+1)(E + f(z,n)) = (E + g(x,n))H(x,n) (3.30)

H(z,n)(E + g(z,n)) = (B + f(z,n)H(z,n+1)
d’ou l'on déduit que toute suite de solution de (3.16) satisfait

Pni1(x) = (B + f(2,1))¢n(2), (3.31)
—i(n—1)pp—1(x) = (E+ g(z,n —1))p,(z),n=0,1,2, ...

De lautre coté de (3.24) (avec n = 0) et (3.25) (avec n = —1) suit que o = 1 est une
solution de (3.12) avec n = 0.

D’ou de (3.25) et (3.15) découlent que ¢po(x) = p est une solution de (3.16|) avec n = 0.
D’ou de (3.31)) découle (3.19) et par conséquent ([3.20)).

(1) Pour obtenir les relations en (3.22) et (3.23)), il suffit de considérer (3.21) (avec
n=0) et la premiére relation en (3.19) (avec n =10).

(iii) Ceci est une conséquence directe du fait que si p(—1) = 0, alors H = H (voir (3.29) ),
et donc, par des simples considérations, \(0) = 0, i = p, L = L, a(z) = —g(x,—1),
() = [z —1,-1).

Théoreme 3.2. Sia(x), b(x) et c(x) sont ceur donnés en (3.7), O(x) =1; x(z) =x; 0 =
o0x? + o1& + 09; T = Tox + 71, alors

a) L’opérateur

H(z,n) = E*+ (b(z + 1) — AX(n))E +d(z + 1), (3.32)
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d(x) = a(z — 1)e(x), admet une factorisation du type avec
f(e.m) = ~o() — 7(x) = ZA() + ol n)
glx,n)=—o(x+1)— %)\(n) + (x4 1,n)

1(n) = p(n)((n) + $(n) + 01 + 00 — 71 — SA(n)(00 + o1

2
4205~ 6(n)) o2+ 71+ gA(M)) — S N(n),
ot p(x,n) = ¢(n)x +(n) et
b(n) = %TO - %A(n) - %)\(n +1)

d(n)(1 + 10 — 00 — ¢(n)) + (00 + 01 + §70)A(n)
2¢(n) + 200 — 79 )

¥(n) =

tandis que
A(n) = 1on + ogn(n — 1)

b) Les fonctions f et g dans (3.33)) satisfont la condition (3.21)).

(3.33)

(3.34)

(3.35)

¢) p(=1) = X0) = 0i = pu, et H = H, L = L (H et L sont obtenus comme dans

la premiére sous-section) et clairement, les polynomes correspondants sont les polynomes

hypergéométriques aux différences satisfaisant les relations (3.19) et (3.22))- (3.23).

Démonstration 3.2. La démonstration du théoréme consiste en des calculs directs et

une utilisation du théoréme[31]
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Exemple[2]

Polynomes de Charlier

H(z,n)=E—(x+p+1+Xn)E+pu(xr+1); plx)=pu" Mn)=—n;

fl(xan) = _$+na fg(l’,n) = —
g(z,n) = —p; go(x,n) =—x+n—1;
pa(n) = pn +p; p(n) = pn.

Polynomes de Meixner

H(z,n)=E?—[(p+ Do+ pu(y+ 1)+ 1+ A0)]E + px? + ply + Da + ypu;

H(z,n)

p(z) = pT(z+7); An)=—n(l— p);

flz,n) ==z +n; folz,n) = —p(z +v+n);
gi(z,n) =—p(r+vy+n—-1); g(z,n)=-r+n-1L
pa(n) = plny +n +n+p); pa(n) = pn(y +n—1).

Polynomes de Hahn

= EBP+22°+(6+8—a—2N)x+ (5+28—a—3N— 3N —\(n))|E
+rt+ A+ B—a—2N)r* + (6 + 38 —3a — 6N + N? —2NB + aN — af)r?]
(4438 —3a —6N +2N? —4NB +2Na — 2a3 + N?3+ NafB)r +

1+8—a—2N+N?*—-2NB+aN —af + N?B + Naj),

filwin) = 2= (N+atn—1)=(3+ 1N = 1) = S\@) + ()

gi(zin) = x2+<3+n+ﬁ—N)x+2+6+n—N—1A(n>—w1<n);

2

i) = Ga(m)(r () — 1= BN = ) = IA@)(B+ DN = 1) = AN +a— 1)

+n+a+B+1)(B+1)(N—-1)+ ;l)\(n)(n+2)(n+oz+ﬁ+1);
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fo@n) = x2—|—(2—|—ﬁ—N—|—n)x—(ﬁ—i—l)(N—l)—%)\(n)Jrz/Jg(n);

8

g2(zin) =

2+(2_n_N_a)x_N_a—n+1—%A(n)—¢2(n)§

pa(n) = a(ta(n) £ 0+ a— BN +5) = AN +a— 1) —n(B+ (N 1)

1 1 20 1.
—5A(B+ DI = 1) = SA(n)n — X (n);

1
4

Pi(n) =

(n+a+B+1)(B+1)(N—1)—An)(n+a)+ IAn)(a+ 5 +2)

24+ 2n+a+p

)

(n(B+1)(N=1)+ A(n)(n+ a) — sA(n)(a+ 5+ 2)

Yaln) = 2n+a+

L’équation hypergéométrique aux g-différences

Ici, nous utilisons la théorie générale du paragraphe ou nous posons [(x) = qz.

Considérons encore une fois 1’équation aux (-différences du second degré aux valeurs

propres
[0(z)Ds-1Dg + 7(2) Dglyn () = A(n)yn(z).

En prenant 3(z) = gz, on a
l0(x)Dy-1 Dy + TDgly, () = A(n)yn(x)

ou

Yn(qz) — yn(T)

Dyyn(x) = g —z

est la ¢g-dérivée ou dérivée de Jackson [5].

Cette équation peut étre écrite sous la forme
[u(2) By + v(x) +w(@) By ya(2) = Mn)yn(z)

ou v(z) = —(u(r) + w(z));

o() ()

u(z) =

[v —q 'allgr — 2] gz —a’
avec

Ef(z) = f(qz), E; ' f(z) = f(q¢ ')

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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En effet,
Yn(q7) — yu(7)
Dy, (x) =
g¥n () @ —z

-1 _ -1 Yn(qx) — yn(T)

D, Dy (a) = Dy [ =)
yn(@)=yalata) _ Yn(4%) = Yn(x)

B e—q~lz qr — x
r—qlw

_ qxyn(@) — qry(q~'x) + 2yn(q”w) — 2yn(g2) + ¢ ayn(gr) — ¢ aya (@)
[z — g7 aPlgr — 2]
_ (g — g7 2)ya(2) — (g2 — 2)ya(q”'2) + (2 — ¢ "2yn(qr)
[z — g 'alPlgr — 2]
__ Bg@)  Ely@) (g =g '@)y(a)
[z —qlallgr —a]  [p—qtaP o — g aPlgw — 2]

Alors 'équation ([3.37)) devient:

qun(x)
[z — g7 'a][gz — 7]

E; yn () o) (gz — ¢ 'z)ya(2)
[z — ¢ 'a]? [z — ¢ 2]*[gr — ]

T E(a) _ i@

() —o(@)———=—

= A(n)yn(2);

qr — T qr — T
o(z) 7() o(z)(gr —q'w)  71(x)
S Py Il s I e s R
T B ) = M)
En posant
o @ o)
ule) = Ry P R — (@) [z — g~ a)?
v(z) = —(u(z) + w())
on obtient

[w(@) Ey + v(z) + w(@) By Jya(2) = Mn)ya(@).

Inversement, I’équation ([3.38)) peut étre écrite sous la forme de 1'équation (3.37)) avec

o(r) = w(x)[z — ¢ 'z)? (3.40)
7(2) = w(z)lq" 'z — 2]/ (qw — 7) — u(z)[z — qz].

Notre objectif est d’étudier la solvabilité de (3.37) ou (3.38)), utilisant la théorie générale
du paragraphe
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Premierement, écrivons I’équation (3.38)) sous la forme

Lya(x) = [a(2)E, +b(x) + c(2) By yna(2)
= An)0(x)y,(x), (3.41)
a(x) = 0(x)u(z),b(x) = 0(x)v(x), c(x) = O(z)w(z). (3.42)

Considérons 'opérateur

H(zn) = Eylp(e)(L - An)b(z))p~ ()] (3.43)
= B2+ [blgx) — A(n)6(qn)]E, + d(ga).

En effet;

H(z,n) =Eq[p(x)(a(2) B, + b(z) + c(2) B, " = Mn)d(z))p ()]
=Eq[p(x)(a(z)p™" (g2) Eq + b(x)p™" (2)
+e(@)p™ (g ) By = Mn)o(z)p~ (z))]
=Eq[p(x)/p~ " (q2)a(z) Eq + b(x) + p(x)/p~ (¢ 2)c() B — A(n)0(z)).

En posant que

plqz)/p(z) = a(z),d(z) = a(q”')c(z), (3.44)

H(z,n) =E,[Eq + b(z) + d(z)E;" — A(n)f(x)]
=E; + b(qx) B, + d(gz) — M(n)0(qz) B,
=E; + [b(gz) — A(n)0(qw)] E, + d(qx)

Donc, I"équation aux valeurs propres (3.41)) est ”équivalente” a 1’équation
H(z,n)y,(x) =0. (3.45)

Dans ce sens que si y,(x) est une solution de (3.41)), alors p(z)y,(x) est solution de (3.45)
et inversement si y,(z) est solution de ([3.45)), alors p~!(x)y,(z) est solution de (3.41]).
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Considérons maintenant pour H, le type de factorisation suivant

H(z,n) — p(n) = (Eq + g(z,n))(Eq + f(x,n)) (3.46)
H(x,n) = p(n) = (Ey + f(z,n))(Eq + g(x,n)),

pour certaines fonctions f(z,n), g(x,n) et quelques constantes (en ) A(n), u(n).

Considérons ensuite I'équation aux valeurs propres

Lju(z) = [=gle,=1)E, +b(z) — f(q" v, =1) EyJya(x)
= An)0(z)y,(z), (3.47)
et l'opérateur
H(zn) = E[p(@)(L - An)(x))5~ (2) (3.48)

= Ej + [b(gz) — A(n)0(qx)| E, + d(gz).
En effet,

H(z,n) =E[p(x)(~g(x, —1) B, + b(x) — fl¢ e, ~1) B = A(n)8(x))p " (2)]
=Ey[p(x)(=g(z, —1)p" " (qz) E, + b(x)p " (x)
= fla e, =1)p (a0 Byt = An)f(2)p ()]
=E,[—g(z,—1)p() /5™ (q2) E,
+b(@) = flg 2, —1)p(x)/p g 2) E; — A(n)f(@)].

En posant

&2

plax)/p(z) = —g(z,—1),d(z) = g(qz, —1)f(¢ "=, 1), (3.49)

on a

H(z,n) =E,[E, + b(z) — J(x)E;l — \(n)f(z)]
=E> + b(qz)E, + d(qz) — Mn)0(qx)E,

=Ej + [b(qz) — Mn)0(q2)] B, + d(qz).

C’est visible que 1'équation aux valeurs propres ([3.47)) est ”équivalente” & I’équation

H(z,n)g,(z) = 0. (3.50)
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Considérons aussi pour H, la factorisation

H(z,n) = fi(n) = (Eq + g(z,n)) (B, + f(z,n)) (3.51)

H(x,n) — ju(n) = (Ey + f(z,n))(Eq + g(x,n)),

avec
fi(n) = p(n) — p(-1), (3.52)
et quelques fonctions f(z,n), g(z,n) et des constantes en x A(n), wu(n).

Théoreme 3.3. Supposons que les fonctions f(x,n), g(z,n) et des constantes en x
A(n), p(n) existent, pour chaque H admettant la factorisation (3.46)).

(1) L’équation aux valeurs propres (3.47) admet une suite des fonctions propres g, (x) =

Un(x) satisfaisant les relations aux différences suivantes

Unpr(2) = [=g(z, 1) Eq + f(2,1)]¢n(2)
—a(n — 1)p_1(x) = [—g(z, —1)E; + g(x,n — 1)]¢p,(x),n =0,1,2, ... (3.53)
Yo(z) =1,

et la relation de trois termes de récurrence

Unpr(x) + (= Do a(2) = [f(z,n) + g(x,n = D] (2), (3.54)
n=20,1,2 ..

(i1) Si de plus f(x,n),g(x,n) sont telles que
f(@,n) —g(z,n —1) = ci(n)x(x) + c2(n) (3.55)

pour quelque fonction x(x), tant que c1(n) # 0,00,n = 0,1,2,..., alors l’équation aux
valeurs propres (3.47) admet une suite des polynémes a fonctions propres ij,(x) = P,(x(x))

satisfaisant les mémes relations aux différences (3.53)) et celles de trois termes de récurrence

Par(x(@)) + (n = 1) Pt (x(2)) = [er(n)x(2) + c2(n)] Pa(x(x)), (3.56)

Py=1,P, = ¢;(0)x(x) + c2(0) (3.57)

(113) St u(—1) = 0, les équations (3.47)) et (3.41)) et leurs solutions deviennent identiques.

Démonstration 3.3.

(i) Notons premierement qu’a partir des relations en (3.46) nous obtenons les relations
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suivantes
f(z,n)g(x,n) = d(qx) — p(n), (3.58)
flgz,n) + g(z,n) = b(gzx) — 0(qx), A(n) (3.59)
flaz,n+1) 4+ g(z,n+1) = f(z,n) + g(qz, n), (3.60)
flz,n+Dg(z,n+1) = f(z,n)g(z,n) + p(n) — puln+ 1), (3.61)

Les équations (3.58)) et (3.59)) ensemble et l’équation auz q-différences, on a

Ag(f(z,n) = g(z,n)) = (A(n+1) = A(n))0(qz), Ag = Ey—1. (3.62)

Remarquons maintenant qu’a partir des équations (3.43),(3.48), (3.49) et (3.58) (avec

n=-1), suit que
H=H+ p(-1). (3.63)

D’ot de (3.46|) suit (3.51). De lautre cote ,de (3.51)) les relations d’interconnexion

H(w,n + 1)(E, + f(x,n)) = (By + f(x,n))H(z,n) (3.64)
H(z,n)(Ey + g(x,n)) = (Eq + g(w,n)H(z,n),

d’ot l'on déduit que toute suite de solution de (3.50)) satisfait

Pnt1(2) = (Ey + f(z,n))on(), (3.65)
fa(n—Dop_1(z) = (E;+ g(z,n —1))pp(x),n=0,1,2, ...

De lautre coté de (3.59) (avec n = 0) et (3.60) (avec n = —1) suit que gy = 1 est une
solution de (3.47) avec n = 0.

D’ou de (3.48) et (3.49) découlent que ¢po(x) = p est une solution de (3.50) avec n = 0.
D’ot de (3.65|) découle (3.52)) et par conséquent (3.53)).

(1) Pour obtenir les relations en (3.56) et (3.57)), il suffit de considérer (3.55)) (avec
n=0) et la premiére relation en (3.52)) (avec n =0).

(iii) Ceci est une conséquence directe du fait que si p(—1) = 0, alors H = H (voir
B.63)), et donc, par des simples considérations, N(0) = 0, j = pu, L =L, a(z)=
_g($7 _1)7 c(x) = _f(qil(l'% _1)
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Théoreme 3.4. Si a(x),b(z) et c(x) sont ceur donnés en (3.42), 0(x) = (1 — q)/x;
o(x) = 002® 4+ 01T + 09; 7(x) = 102 + 71, alors

a) L’opérateur
H(z,n)= Eg + (b(gx) — A(n)8(qx))E, + d(qz), (3.66)

d(z) = a(z/q)c(x), admet une factorisation du type (3.51]) avec

fe,n) = o)z — %(-n (2) — geo(n) + 1q + qo1 + ) Jg— (3.67)

(=70 + ¢*00 + qoo + Tog + A(n)g — AM(n + 1)z /(1 + q);

g(x,n) = —og/x — %(—Tl(l’) —qco(n) + 11qg + qoy + ¢*o1)/q — co(n)
+ (=(=70 + ¢*00 + qo0 + Toq + A(n)g — A(n+ L)z /(1 +q)
—An+1) 4+ A(n))z;
p(n) = 1/4(—q%0% + 211¢* — 8¢" 0900 + c5(n)q* — ¢*of
+(n)¢? + 2noy — 4ngPor — 2 — 72 4+ 2¢%0? 4 2¢3(n) ¢
+ 4G9 \(n) + 4¢°0omo + 4q% 000 + 4PN (0 + 1)og — 4¢ 09Ty
—4q oo \(n + 1) — 4¢* N (n)oy + 211 ¢° 01 + 4¢°0200) /(2 (1 + ¢)?)

ou
co(n) = 211¢*o0 + oA (n) + FoA(n + 1) (3.68)
+ 27’1(]30'0 + q2)\(n)71 =+ 27’1(]20'0 + qu2)\(n + 1)
+ 211¢°T — gA(n + 1)oy — gA\(n + 1)1 — 219\ (n) — gor1A(n)
— 411970 — 271900 + A(n + 1)1y + T A (n)
+27m1710)/(q(1 + @)(A(n + 1) — A(n))) (3.69)
et

C]200 ( qoo

Am) = —[1 - tg~) 2% - (2

+ 70)t" ", (3.70)
ou t est un parametre indépendant.

b) Les fonctions f et g dans (3.67) vérifient la condition (3.55) avec x(z) = x .

c) Semblable a l’équation ici, admet une suite de solutions polynomiales satis-
faisantes relations de type (3.53)) et (3.56))-(3.58)).

d) Pourt =1, on obtient u(—1) = X(0) = 0,p = p (et f(z/q,—1) = —c(x), g(z,—1) =
—a(z),H = H,L = L) et les polynémes en c) sont les q-polynémes de différence hy-
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pergéométriques.
e) Pourt #1, on ap(—1)#0,M0) #0,H # H,L # L ( H, L sont obtenu comme dans

la premiére sous-section), mais u(—1) = a3 = 0 (voir (3.52)), (2.37)), et les polynomes
en c) sont des polyndémes généralisant (par t en (3.70)) les polynomes de q-différence

hypergéométriques.

Démonstration 3.4. La démonstration du théoréme consiste en des calculs directs et
une utilisation du théoreme

Exemple[7]

Polynomes de ¢-Hahn

Pour ¢-Hahn, on a

a(z) = oz — 1)(zfg — ¢~ ") /@
b(z) = (2 —2qg ™ —2aq+ ¢V a)/x

et les formules pour f(x,n), g(z,n), u(n), A(n) pour la factorisation sont obtenues a partir

de celles ci-dessus en remplacant

oo=1/q; o1=—(¢V+¢)/q; o2=q Na;m9=(aBg’—1)/(qg—1)
1 =—(aB¢+q¢ " a—qg N —qa)/(¢—1)

Polynomes Grand ¢-Jacobi
Dans le cas de Grand g-Jacobi (voir par exemple [I1]), nous avons
a(x) = aq(x — 1)(bx — ¢)/z b(x) = (x — aq)(z — cq)/x (3.71)

et les formules pour f(x,n), g(z,n), u(n), A(n) pour la factorisation sont obtenues a partir

de celles ci-dessus en remplacant

oo=1/q 01 =—(a+c¢) o9 = aqc
70 = (ag’b — 1)/(¢ — 1)
n = (q(a+c) —ag’(b+c))/(qg—1)
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L’équation aux ¢-différences du second ordre
d’Askey-Wilson.

Ici aussi, nous utilisons la théorie générale du paragraphe ol nous posons () = qz.

Considérons I’équation générale aux valeurs propres aux g-différences du second ordre
[J(x)Dq_qu + 7(2) Dy|yn(z) = AM(n)yn(x). (3.72)
Comme auparavant, cette équation peut étre écrite sous la forme
[u(x)E, + v(z) + w(x)Eq_l]yn(x) = An)y,(z). (3.73)
Aussi nous pouvons réécrire I'équation (3.73)) sous la forme

Lya(2) = [a(@)E, +b(a) + (@), Tyn ()

q

= An)0(z)y,(x). (3.74)

Les polynomes d’Askey-Wilson y,, () = P, (x(z)) [1] (voir aussi ([1.50])) sont solutions de
I’équation (3.74))

avec

a_sx > +a_1x7' +ag+ a1z + axz?

= : 3.75
a(a) P , (3.75)
) —1 2
c(m) _ asx” “+a1x” 4+ ag 1|—1a,13: +a_ox 7 (3.76)
qr —

as=1;,a1=—(a+b+c+d); (3.77)
ag = ab+ ac+ ad + be + bd + cd; (3.78)
a; = (abc + abd + bed + acd); (3.79)
as = abed; b(x) = —(a(x) + c(x)). (3.80)

Cette équation peut également étre écrite comme (voir par exemple [3])

(=122 —1__ 2> -1

D,——v(q"27)| Dyyn(w) = A(n)yn (), (3.81)

Syn() = 4q  aw(r) T
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ou

est la dérivée d’Askey-Wilson [, [13](voir aussi [3]),

o) = (1 —ax)(1—bz)(1 —cx)(1 —dz)
(1 —a2)(1 - q2?) ’

(3.82)

(3.83)

(3.84)

Théoreme 3.5. Si a(x), b(x) et c(x) sont ceur donnés en (3.75)-(3.80), 6(z) = = —

v x(x) = T2 alors

a) L’opérateur
H(z,n) = Eg + (b(gz) — A(n)0(q2)) E; + d(qz),

d(x) = a(z/q)c(x), admet une factorisation du type (3.51) avec

[T+ faaT 4 fo+ fiz + for®

(3.85)

(3.86)

(3.87)

f(xin) —~
qr — T
glz:n) = (foo = B)z 4 (for — Bo)a™ +_f;0 + (fi + Bo)z + (fo + Brg)?
qr — T
ol
B )\(n)—q)\(nqu_q—l—ag‘ o _)\(n)q—/\(n+1) 2_q2—|—qa2'
Foln) = MUZPEL_ ity Az M0t D g2
_ 1—gq A(n)g—A(n+1) A(n+1) — A(n)
T TR A - A S
_od 11%;2)(@1 +qa_1) + (2a'¢* + 2aa_1q));
b= DA g
~ Bon)  ar+qa_g _qBy a1 +qa_y
foi(n) = 5 2 ’fl(n)_T_T’
fo(n) ! {q2 —¢* —ap(q+¢*) +az(qg — 1) + #(A(n) — A(n + 1))} ,

ERE
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tandis que

w(n) = ag + a1a_1¢* + agazq > + fo(n)B_1(n) (3.88)
+fo1(n)Bo(n) — 2f-a(n) fo(n) — f21(n),

et
An) = —(1—tqg ™) (1 — abedt q" ), (3.89)

ou t est un parametre libre.

b) Les fonctions f et g vérifient la condition avec la fonction x(x) = (x +x71)/2.
c¢) L’équation similaire a ici, admet une suite de solutions polynomiales satisfaisant
auz relations de types (3.53)) et (3.94))-(3.58]).

d) Pourt =1, on obtient u(—1) = X(0) = 0,s = p (et f(z/q,—1) = —c(x), g(z,—1) =
—a(z),H = H,L = L) et les polynémes en c) sont les polynomes d’Askey- Wilson.

e) Pourt # 1, on a u(—1) # 0,A0) # 0,H # H,L # L ( H,L sont obtenu comme
auparavant, mais p(—1) = a§ = 0 (voir (3.52), ([2.37))), et les polynomes en c) sont des
polynomes généralisant (part en ) les polynomes d’Askey- Wilson.

Démonstration 3.5. La démonstration du théoréme consiste en des calculs directs et
une utilisation du théoréme

3.2 La méthode de factorisation pour la transforma-
tion de I’équation hypergéométrique
L’équation hypergéométrique aux différences

Ici, nous utilisons la théorie générale du paragraphe ou nous posons §(x) =z + 1.

Les fonctions transformables et de transformation

Les fonctions transformables sont les Meixner M,,(2, ¢; x), un cas particulier des polynémes

généraux de Meixner définis par [6]

—n - 1
M, (2,¢;7) = o Ff ( "o bx - E) . (3.90)

Ils satisfont a 1’équation aux différences

[u(z)E +v(z) + w(x)E M, (2,¢;2) = (¢ — 1)nM,(2, ¢; 1), (3.91)
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u(z) =clx+2); v(r)=—[(c+1)z+2; w(zr)=u=x. (3.92)

Ils sont orthogonaux et fermés en ¢2(0, co; p?) , avec p?(z) = ¢*(z + 1).

Les fonctions de transformation sont les fonctions ¢=*M,, (z), fonctions propres du méme
opérateur que le Meixner M, (2, ¢; ) , correspondant aux valeurs propres —(c—1)(n + 2).
Précisément, M, (z) = M, (2, ¢; —x — 2).

Les fonctions transformées

Les nouvelles fonctions de type rationnel sont \ifvﬁo(x), U t1(z),n,y=0,1,2, ...

e+ 2 + g, 1) o) = 0, (3.93)
\il%n-i-l(x) = [1 + f(x,’y)E_l]Mn(Q, C; x)
Flo) =~ ) = o) — (@) f e+ 19) + (1 2)(e - 1),

cM,(z —1)

Ils satisfont aux équations aux différences aux valeurs propres du second ordre

[w(@) B + 0z, ) + iz, ) B~ o(2) = —(c = 1)(y + 2) ¥y (), (3.94)
[w(@) E +0(z,7) + (2, 7) E-a] Vo i () = =(c = 1)(y + 2) ¥y i (@),
n,vy=0,1,2, ...,
6(x77> = U(m) + f(.%', 7)”(56 - 1) - u(x)f(x + 177)7 (395)
w(z —1)

w(z,7) = f($77)m~

D’apres le théoreme et la relation (2.52)) ils sont aussi orthogonaux et fermé en
2(0, 00; p2) avec p2(x,7) = p*(z)g(x,~). Comme ils ont le méme dénominateur, ils con-
duisent clairement a de nouvelles polynomes.

L’équation hypergéométrique aux ¢-différences

Ici, nous utilisons la théorie générale du paragraphe ou nous posons [(x) = qz.
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Les fonctions transformables et de transformation

Les fonctions transformables sont les polynomes dits de Petit g-Jacobi p,(qz; ¢, qlq), un

cas particulier des polynomes généraux dits de Petit g-Jacobi définis par [11]

Pu(x;a,b]q) = 21 ( " ’alz];l g; qx> O<a<qghib<g™ (3.96)
Ils satisfont I’équation aux g-différences
[u(2) B, 4 v(x) + w () B, pa(qz; ¢, qlq) = Mpnlg; ¢, qlq), (3.97)
ou
u(@) = —c(@’x — 1) /zyw(z) = —(zq¢ - 1)/x (3.98)

v(@) = —(u(z) + w(@)); A = ¢ (1 = ¢")(cg®™ = 1).

Ils sont orthogonaux et fermés sur lintervalle [¢~!, 0o] par rapport au poids p?(z) =
A(xg® —1).
Les fonctions de transformation sont des fonctions propres de la méme équation aux

valeurs propres

[u(2) By +v(2) + w() By 2n(2,0) = Ya(q)2a(2, q), (3.99)
avec
T =q (¢ = 1)(e—q"), (3.100)
et se trouvent étre
z(1,q) = yn(@, 7" ) un(x,q) = palqr; ¢ qlg). (3.101)

Les fonctions transformées

Pour un m donné, les propriétés des fonctions transformées g, (z,m),n = 0,1, ... sont
celles décrites dans 2.3

Ils satisfont les équations aux différences de type , les relations aux différences et de
récurrence de types —. Et puisque les conditions d’orthogonalité du théoreme
sont satisfaites, ils sont orthogonaux et fermés dans I’espace euclidien gg(qfl, o0; p?)

oll p? est donné par la formule en (2.52)).



Conclusion

Dans ce travail, on a introduit une méthode de factorisation des équations hypergéométriques

aux [-différences.

L objectif était de présenter une théorie unifiant deux méthodes de factorisation, 'une
pour les équations hypergéométriques aux différences, 'autre pour les équations hy-

pergéométriques aux g¢-différences, incluant 1’équation aux ¢-différences du second ordre
d’Askey-Wilson.

Une question qui est ouverte est celle de I'utilisation de la méthode de factorisation pour

la ” Transformation” des polynoémes d’Askey-Wilson.

o7
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