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Résumé

Ce travail explore les courbes biharmoniques au sein des variétés de Walker en dimension 3, un
sujet central de la géométrie différentielle moderne. Les courbes biharmoniques représentent une
généralisation des géodésiques, apparaissant comme des courbes critiques d’une énergie d’ordre
supérieur. Leur étude est motivée par leurs applications potentielles en physique mathématique,
notamment dans des domaines tels que la relativité générale.

Le mémoire débute par une introduction aux concepts fondamentaux des variétés différentielles,
des connexions de Levi-Civita, et des propriétés de courbure. Il établit ensuite un cadre théorique
pour les variétés de Walker, en mettant en lumiére leur structure métrique et leurs connexions
caractéristiques.

L’analyse se concentre sur les courbes biharmoniques, définies par une condition d’énergie nulle
pour le champ de bitension associé. Nous dérivons les équations caractérisant ces courbes dans le
contexte des variétés de Walker, identifiant des conditions d’existence pour des trajectoires non
géodésiques.

Enfin, des exemples explicites illustrent les résultats obtenus, soulignant la richesse dynamique
permise par la structure dégénérée des variétés de Walker. Ce mémoire contribue a la compréhen-
sion des trajectoires d’énergie d’ordre supérieur, ouvrant la voie a des généralisations futures vers
des types de courbes plus complexes.

Mots clés : Courbes biharmoniques, Variétés de Walker, Energie d’ordre supérieur, Connexions
de Levi-Civita, Champ de bitension, Géodésiques, Courbure, Structure métrique.
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Abstract

This work explores biharmonic curves within three-dimensional Walker manifolds, a central
topic in modern differential geometry. Biharmonic curves represent a generalization of geodesics,
appearing as critical curves of higher-order energy. Their study is motivated by potential applica-
tions in mathematical physics, particularly in areas such as general relativity.

The thesis begins with an introduction to the fundamental concepts of differentiable manifolds,
Levi-Civita connections, and curvature properties. It then establishes a theoretical framework for
Walker manifolds, highlighting their metric structure and characteristic connections.

The analysis focuses on biharmonic curves, defined by a zero energy condition for the associa-
ted bitension field. We derive the equations characterizing these curves in the context of Walker
manifolds, identifying existence conditions for non-geodesic trajectories.

Finally, explicit examples illustrate the results obtained, underscoring the dynamic richness
allowed by the degenerate structure of Walker manifolds. This thesis contributes to the understan-
ding of higher-order energy trajectories, paving the way for future generalizations towards more
complex types of curves.

Keywords : Biharmonic curves, Walker manifolds, Higher-order energy, Levi-Civita connec-
tions, Bitension field, Geodesics, Curvature, Metric structure.
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(4]

suite a la page suivante

Université du Burundi

viil Faculté des Sciences




Sur les courbes biharmoniques dans les variétés de Walker de dimension trois

TABLE 1 — suite

Notation Signification
vy Dérivée covariante le long de la courbe v : VI, V =V, V.
dt dt
E(o) Energie associée a une application ¢.
(U, ¢) Carte locale sur M, avec U ouvert et ¢ : U — R".
TM Fibré tangent de M, union disjointe des espaces tangents T, M pour x € M.
0
{ By } Base locale naturelle du fibré tangent 7M.
./I/-’L
M Fibré cotangent de M, dual du fibré tangent T'M.
{dz"} Base locale duale du fibré cotangent 7M.
T.M Espace tangent a M en z, formé des vecteurs tangents en ce point.
0
{ Ers } Base naturelle de ’espace tangent T, M au point .
Tt
T>M Espace cotangent en x, dual de T, M, formé des formes linéaires sur T, M.
{dz"],.} Base naturelle de I'espace cotangent 77 M au point .
C>(M) Ensemble des fonctions infiniment différentiables sur M.
['(TM) ou X(M) | Ensemble des champs de vecteurs sur M.
X(x) Valeur du champ de vecteurs X au point z.
(X, Y] Crochet de Lie des champs de vecteurs X et Y.
9 = +/(t) = 4(t) | Dérivée temporelle de la courbe y(t).
C>*(M,R) ensemble de toutes les fonctions lisses définies sur la variété M a valeurs
réelles(ou fonctions indéfiniment dérivables), c’est-a-dire
C®(M,R)={f: M — R| f est de classe C*}
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Avant-propos

L’élaboration de ce mémoire s’inscrit dans le cadre de la formation de Master en Mathé-
matiques Fondamentales et Appliquées a la Faculté des Sciences de I’'Université du Burundi.
Il constitue I'aboutissement d’un parcours académique marqué par ’acquisition progressive des
outils fondamentaux de I'analyse et de la géométrie différentielle, ainsi que par le développement
d’un intérét particulier pour la géométrie pseudo-riemannienne et ses applications.

Le choix du théme de ce travail, consacré a I’étude des courbes biharmoniques dans les varié-
tés de Walker de dimension trois, est motivé par la richesse géométrique de ces espaces et par
leur importance croissante dans la géométrie différentielle moderne et la physique mathématique.
Les variétés de Walker, caractérisées par I'existence d'une distribution isotrope paralléle, offrent
un cadre naturel pour l'analyse de phénomeénes géométriques subtils, notamment en géométrie
lorentzienne et en relativité générale.

Ce mémoire vise avant tout a consolider les bases théoriques acquises au cours de la formation,
tout en initiant le lecteur a des problématiques de recherche actuelles. L’étude des courbes bihar-
moniques, en tant que généralisation des géodésiques, permet de mettre en lumiére des trajectoires
d’énergie d’ordre supérieur et de révéler des comportements géométriques qui n’apparaissent pas
dans le cadre riemannien classique.

Au-dela de I'aspect scientifique, ce travail représente également une premiére immersion dans la
démarche de recherche mathématique : formulation rigoureuse des définitions, maitrise des calculs
tensoriels, interprétation géométrique des résultats et confrontation avec la littérature existante.
Les difficultés rencontrées tout au long de ce travail ont été autant d’occasions d’approfondir la
compréhension des notions abordées et de renforcer ’autonomie intellectuelle nécessaire a toute
activité de recherche.

Nous espérons que ce mémoire pourra constituer une base utile pour de futurs travaux, no-
tamment dans I’étude des courbes f-biharmoniques et bi- f-harmoniques, et qu’il contribuera mo-
destement a l’enrichissement des recherches menées au sein du Département de Mathématiques de
I’Université du Burundi.

Université du Burundi X Faculté des Sciences
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Introduction

L’étude des courbes dans les variétés semi-riemanniennes constitue un axe central de la géomé-
trie différentielle moderne. Parmi ces courbes, les géodésiques occupent une place fondamentale,
car elles représentent les trajectoires critiques de 'énergie classique associée a la métrique. Tou-
tefois, la géométrie différentielle contemporaine s’intéresse également aux courbes biharmoniques,
qui apparaissent comme une généralisation naturelle des géodésiques : elles sont les courbes cri-
tiques d'une énergie d’ordre supérieur, appelée bienergie. Leur étude présente un double intérét, a
la fois analytique et physique, notamment en relation avec la théorie de 1’élasticité et la relativité
générale.

Pour une application différentiable ¢ : (M, g) — (N, h) entre variétés riemanniennes ou semi-
riemanniennes, 1’énergie classique est définie par :

1
B() =5 | ldelf do,
M
et le champ de tension associé par :

7(p) = Trace,(Vdyp).

Dans le cas particulier d'une courbe v : I — N paramétrée par l'arc s, on obtient :

1
BO) =5 [IW@IPds. 7=V
I
ce qui montre que les courbes critiques de E sont précisément les géodésiques, c’est-a-dire celles

dont le champ de tension s’annule.

Une extension naturelle consiste & considérer la bienergie :

1
Bxe) =5 [ (@I du,
M
dont la variation premiére conduit au champ de bitension :

7o) = —AP7(p) — Trace, (R (dp, 7(¢)) dip) .

Dans le cas d'une courbe, cette expression se réduit a :

7(y) = Vi = R(Y, Vv )Y,
et la condition 75(y) = 0 définit les trajectoires dites biharmoniques, généralisant les géodésiques

en tant que courbes d’énergie d’ordre supérieur.

Au cours des deux derniéres décennies, de nombreux travaux ont contribué & la classification des
courbes biharmoniques dans divers contextes géométriques :

Université du Burundi 1 Faculté des Sciences
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— Biiyiikkbag Cakar (2016) a étudié les géodésiques dans les variétés de Walker tridimen-
sionnelles, mettant en évidence la complexité analytique et géométrique de ces espaces
dégénérés ;

— Keltouma (2017) a analysé les courbes harmoniques et biharmoniques dans 'espace eucli-
dien et le groupe de Heisenberg, précisant les conditions d’existence et les caractéristiques
géométriques de ces courbes ;

— Korpinar et al. (2020) ont introduit de nouveaux concepts de mouvement uniforme et de
dérivée de Fermi-Walker pour les particules biharmoniques dans ’espace de Heisenberg;

— Loépez (2014) a fourni une étude compléte des courbes et surfaces dans I’espace Lorentz-
Minkowski, mettant en lumiére les différences avec le cadre euclidien et leur role en relativité ;
enfin,

— Mamadou, Ameth et Nkunzimana (2022) ont étudié les courbes biharmoniques dans les
variétés de Walker strictes en dimension trois, établissant des conditions précises d’existence
et identifiant des familles de courbes biharmoniques non géodésiques, ce qui compléte et
étend les résultats précédents dans ce cadre particulier.

Malgré ces contributions, la caractérisation compléte des courbes biharmoniques non géodésiques
dans les variétés de Walker tridimensionnelles reste une question ouverte. En effet, la dégénéres-
cence partielle de la métrique confére a ces espaces des propriétés analytiques et géométriques
singuliéres : certaines trajectoires biharmoniques n’y coincident pas avec des géodésiques, tradui-
sant une dynamique interne propre a la structure de Walker.

Le présent travail s’inscrit dans ce contexte. Son objectif principal est de déterminer les conditions
analytiques et géométriques permettant l'existence de courbes biharmoniques et en particulier
de courbes biharmoniques non géodésiques dans les variétés de Walker de dimension trois. Pour
cela, nous établissons d’abord un cadre différentiel rigoureux reposant sur la connexion de Levi-
Civita, les symboles de Christoffel et les repéres de Frenet adaptés. Nous en déduisons ensuite
les équations caractéristiques des géodésiques puis celles des courbes biharmoniques, avant d’en
dégager une classification locale selon la nature causale des trajectoires (espace, lumiére ou temps)
et la dépendance fonctionnelle de f(x,y, z).

Ainsi, ce mémoire constitue une contribution & la compréhension des trajectoires d’énergie d’ordre
supérieur dans un cadre géométrique dégénéré. Les résultats obtenus mettent en évidence la richesse
analytique et la complexité géométrique des variétés de Walker, tout en ouvrant la voie a de futures
généralisations vers les courbes f-biharmoniques et bi-f-biharmoniques, ainsi qu’a d’éventuelles
applications physiques en géométrie lorentzienne.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres principaux :

— Le Chapitre 1 est consacré au rappel des notions fondamentales de la géométrie différentielle
nécessaires a notre étude. On y introduit notamment la dérivée covariante, la connexion de
Levi-Civita, le tenseur de courbure ainsi que les repéres de Frenet adaptés aux courbes dans
une variété semi-riemannienne.

— Le Chapitre 2 présente la géométrie des variétés de Walker et en décrit les propriétés es-
sentielles, particuliérement en dimension trois. Nous y déterminons la forme explicite de la
connexion de Levi-Civita associée a la métrique de Walker et en déduisons les équations

Université du Burundi 2 Faculté des Sciences
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caractéristiques des géodésiques, avec une étude détaillée de certains cas particuliers de
courbes & composantes constantes.

— Le Chapitre 3 est dédié a I’étude des courbes biharmoniques et non géodésiques dans les
variétés de Walker tridimensionnelles. Nous y dérivons les équations de bitension correspon-
dantes, mettons en évidence les conditions analytiques d’existence et illustrons les résultats
par des exemples concrets.

Cette structure traduit la progression logique de notre démarche : partir des fondements théoriques
de la géométrie différentielle, explorer la structure spécifique des variétés de Walker, puis analyser
les courbes biharmoniques et leurs particularités dans ce cadre géométrique dégénéré.

Université du Burundi 3 Faculté des Sciences
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Chapitre 1

Notions fondamentales dela géométrie
différentielle

Ce chapitre rassemble les outils essentiels de la géométrie différentielle nécessaires a notre étude.

Nous y présentons les notions dérivation vectorielle, de variétés différentiables, de connexion de
Levi-Civita, de tenseur de courbure,les symboles de Christoffel ainsi que les bases du formalisme
de Frenet. Ces fondements serviront de cadre pour la formulation des équations biharmoniques
dans les chapitres suivants.

1.1 Dérivation vectorielle

et

Si H(t) = (z1(t),...,z,(t)) est une fonction vectorielle, alors par définition :
H'(t) = (4(t), ..., 2, (1)).
La régle de Leibniz s’étend aux fonctions bilinéaires. Par exemple :

%<H(t),K(t)> — (H'(1), K (1) + (H(1), K'(1)),
d
dt

Ces propriétés sont particulierement utiles dans les cas suivants :

(Ht) NK(t))=H'(t) NK(t)+ H(t) N K'(t).

— Si H(t) est un vecteur unitaire pour tout ¢, alors H'(t) est orthogonal a H(t), car :

(H(t), H(t)) =1 = (H(t), H'(t)) = 0.
— Si H(t) est orthogonal & S(t) pour tout ¢, alors :

(H(1t),5'(t)) = —(H'(t), S()).

En effet,

— Soit H(t) un vecteur unitaire pour tout ¢, c’est-a-dire

IH ()] = (H(t), H(t)) = 1.

(1.1)

(1.2)

Université du Burundi 4 Faculté des Sciences
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Géomeétriquement, cela signifie que H (t) reste sur la sphére unité. En dérivant cette relation
par rapport a t, on obtient :
d /
S H @), H(2)) = 2(H'(8), H(t)) = 0,
ce qui implique

(H(1), H(1)) =0, (1.3)
Ainsi, le vecteur dérivée H'(t) est toujours orthogonal & H(t) : la dérivée ne change que la

direction de H(t), pas sa norme.
— Soient H(t) et S(t) deux champs de vecteurs orthogonaux pour tout ¢, c’est-a-dire

(H(t),S(t)) = 0.

En dérivant cette relation, et en utilisant la régle de Leibniz pour le produit scalaire, on

obtient :
d

dt
Comme (H(t), S(t)) = 0 pour tout ¢, son dérivé est nul :

(H(t),S(t)) = (H'(t), S(t)) + (H(t), S(t))-

0= (H'(t),S(t)) + (H(t),S'(t)),
d’ot1 la relation fondamentale

(H(t),S'(1)) = =(H'(t), S(1))- (1.4)

1.2 Variétés différentiables

Les résultats fondamentaux sur ces types de variétés sont présentés dans [21, 26].
Soit M un espace topologique séparé.

Définition 1.1. Une carte de M est un couple (U, p), ot U est un ouvert de M et o(U) un ouvert
de R™, tel que ¢ : U — o(U) soit un homéomorphisme. Le nombre m est appelé la dimension de
la carte (U, p).

Définition 1.2. Un atlas différentiable A de dimensionm de M est une famille de cartes {(U;, ¢;) }ier
de méme dimension m telle que M = |J,.; U;, et si UyNU; # 0, alors Uapplication de changement
de cartes

QOJ'O(,O;1 . @Z(UzﬂUj) — ¢J(U1QUJ> (15)

est de classe C™.

Définition 1.3. Une variété différentiable de dimension m est un espace topologique séparé muni
d’un atlas différentiable de dimension m.

Exemple 1.1. L’espace euclidien R™ est une variété différentiable de dimension n avec l'atlas A =
{(R",Idgn)}. Tout ouvert Q@ C R™ muni de la carte (§2,1dq) est également une variété différentiable
de dimension n.

Université du Burundi 5 Faculté des Sciences
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1.3 Champs de vecteurs et 1-forme différentielle
Soit M une variété différentiable de dimension m. On définit son fibré tangent par

™ = | T.M,

zeM

c’est-a-dire 'ensemble de tous les vecteurs tangents a M. Un vecteur Y appartient a T'M si et
seulement s’il existe un point x € M tel que Y € T, M.
Le fibré tangent T'M est lui-méme une variété différentiable de dimension 2m.

Définition 1.4. Un champ de vecteurs sur M est une application différentiable X : M — T M telle
que X (x) € T, M pour tout x € M. L’ensemble des champs de vecteurs sur M est noté I'(TM).

Etant donnée une carte (U, ) avec la base associée {%b R, azim‘x} ou x € U, notons par
{dz',,...,dx™|,} la base duale de T>M. Si w, € T M, il existe alors w., ...,w™ € R telles que :

Wy = wadzt, + -+ whdz™|,. (1.6)
On appelle Ty M 'espace cotangent de M en x. On note T*M = |J,,, T M le fibré cotangent.

Définition 1.5. Une 1-forme différentielle sur M est une application différentiable w : M — T*M
telle que w(x) € T M pour tout x € M. L’ensemble des 1-formes différentielles sur M est noté
D(T*M).

Remarque 1.1. (1) On peut voir X € T'(TM) (resp. w € T'(T*M)) comme une application
X : C®°(M) — C>®(M) définie par X (f)(x) = X.(f) et w: T(TM) — C®(M) définie par
w(X)(z) = we(Xy).

(2) Si X € T(TM), il existe X',..., X™ € C®(U) telles que :

Xo =) X'(x) o
=1

(1.7)

xT

Siw e (T*M), alors :

m

we =Y _w(x)da’],. (1.8)

i=1

Définition 1.6. Soit M wune variété de dimension n. Pour deux champs de vecteurs X,Y €
D(TM), on définit le commutateur

[X,Y]:= XY - YX,

appelé crochet de Lie de X etY, qui définit en effet une dérivation. En d’autres termes, c’est un
champ de vecteurs appartenant o T'(TM).

Propriété 1.3.1. Soient X,Y,Z des champs de vecteurs de classe C*° sur M, et soient f,qg €
C>°(M,R). Alors le crochet de Lie

[,/ : T(TM) xT(TM) — T'(TM)

vérifie les propriétés suivantes :
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1. Antisymétrie : [ X,Y] = —[Y, X];
2. Bilinéarité :  [aX + pY,Z] = a[X, Z]+ B|Y, Z] ;

3. Identité de Jacobi :
(X, Y, 2|+ Y, [Z, X]| + [Z,[X, Y]] = 0;

4. Regle de Leibniz généralisée :

FX, gV = fglX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y )X, Vf,geCF(M).

1.4 Sur la géométrie pseudo-riemannienne

1.4.1 La géométrie pseudo-riemannienne [25, 16]

La géométrie pseudo-riemannienne est une extension de la géométrie riemannienne ; au méme
titre qu’en algébre bilinéaire, I’étude des formes bilinéaires symétriques généralise les considérations
sur les métriques euclidiennes. Cependant, cette géométrie présente des aspects non intuitifs des
plus surprenants.

Définition 1.7. Soit M une variété différentiable de dimensionn. Une métrique pseudo-riemannienne
sur M est un champ de formes bilinéaires

g:TM xTM - R

qui satisfait les propriétés suivantes :

1. Symétrie
g(X,)Y) =gV, X), Vee M, VX,Y € T, M.

2. Non-dégénérescence

veeM, (¢(X,Y)=0 VY e T,M) — X =0.

3. Signature constante (p,q) : 1l existe des entiers p,q > 0, avec p+ q = n, tels que pour tout
x € M, la matrice associée a g dans n’importe quelle base de T, M ait la signature (p,q).
Ceci garantit [’existence de directions positives et de directions négatives.

Si (U, ) est un systéme de coordonnées locales avec ¢ = (x!,... 2™), alors :

— {Gi} est la base locale du fibré tangent ;
IZ

— {dz'} est la base duale du fibré cotangent ;
— On définit les coefficients de la métrique g dans ce systéme de coordonnées par :

(29
95 =9\ 02" 027 )

9ij = Gji,

ou g désigne la métrique riemannienne (ou pseudo-riemannienne) sur M.

— Comme g est symétrique, on a :
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Les variétés pseudo-riemanniennes représentent une classe importante de variétés différen-
tiables, regroupant en particulier les variétés riemanniennes et les variétés lorentziennes :
— Une métrique pseudo-riemannienne est dite riemannienne lorsque la signature est (n,0) ou
(0,mn); dans ce cas, g est définie positive, c’est-a-dire

g(X,X) >0 pour tout X # 0.

— Une métrique pseudo-riemannienne est dite lorentzienne lorsque la signature est (n — 1,1)
ou parfois (1,7 — 1) avec n > 2 selon les conventions de signes.

Définition 1.8. Etant donné un produit scalaire g sur M, on définit la norme de v € M par
rapport a g de la maniere suivante :

[oll = v/ lg(v,v)[ (1.9)
Le vecteur v est dit unitaire si ||v]| = 1.

Définition 1.9. Etant donnée une carte (U, o) de (M,g) avec les champs de base {0y,...,0,}
associ€s, on appelle composantes du tenseur métrique les n X n fonctions g;; définies par

9i5 = 9(9;, 0;).
Localement, si M est muni d’un systéme de coordonnées locales (x°), alors :
qg= Z Gij dr' @ da’.
ij=1
L’indice d'une variété pseudo-riemannienne (M, g) est le plus petit des deux entiers p et ¢ :

Ind(M, g) = min(p, q),

ou p est le nombre de directions positives,
q est le nombre de directions négatives,
P+ q = dim M.

Remarque 1.2. [3] Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne, alors :
— 0 <Indy <dim M,
— siIndy, =0, (M, g) est dite variété riemannienne,
— silndy =1 et dim M > 2, (M, g) est dite variété de Lorentz ou variété lorentzienne.

Exemple 1.2. Pour j € {0,1} fizé, on désigne par R? Iespace R® muni du tenseur métrique (-, -)
défini par '
(-, = dz* + dy* + (—1) d2°. (1.10)

(i) Lorsque j = 0, Uespace R3 coincide avec l'espace euclidien de dimension 3, que ’on note
simplement R3. Dans ce cas, (1.10) devient

() = da® + dy* + d2?,

ce qui définit une métrique riemannienne.
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(ii) Lorsque j = 1, lespace R3 est l’espace de Minkowski de dimension 3. Dans ce cas, (1.10)
s’écrit
(-, ) = da* + dy* — d2?,

ce qui définit une métrique lorentzienne.

Exemple 1.3. Soit
3
9= gyde' @ da’ = (dx)* + (dy)* + (d2)*.
i,j=1

définie sur une variété différentiable M. La matrice associée a g est :

_ o O

) ol Gij = 51] = { o 7 \V/Z,j = 172a3'

10
=10 1
(9:1) 00 0 siij,

1. g est bilinéaire. Soient X1, X5, Y1,Ys € T(TM) et f,h € C®(M), alors :

g(f X1+ hX2,Y) =da(fX1 + hXs) - dx(Y) + dy(f X1 + hXs) - dy(Y)
+dz(fX1+hXs) - dz(Y)
= f dx(X1)dx(Y) + hdz(Xs)dx(Y) + f dy(X1)dy(Y)
+ hdy(Xa)dy(Y) + fdz(X1)dz(Y) + hdz(X3)dz(Y)
= f9(X1,Y) +hg(Xs,Y).

De méme,

9(X, fY1 + hYs) = da(X)dx(fYy + hYz) + dy(X)dy(fY1 + hY3)
+ dz(X)dz(fY1 + hY2)
= f9(X, Y1) + hg(X,Ya).

2. det(g;j) =1 #0, donc g est non dégénérée.
3. g12=921=0, g13 =931 =0, ga3 = gz = 0 donc g est symétrique.
4. det(g;j) > 0 car 1 >0, donc g est définie positive.

Ainsi, g est une métrique pseudo-riemannienne de signature (3,0) et Ind(M)=0. Donc g est
une métrique Riemannienne.

Exemple 1.4. Soit
g =22 de? + xdy® + d2?
une forme quadratique définie sur une variété différentiable M. Nous cherchons a déterminer la
nature de g en vérifiant successivement si elle définit :
1. une métrique riemannienne ;
2. une métrique lorentzienne.

La matrice associée a g est définie par :

(9 9
95 =9\ 0zt 02 )
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Soient (U, x1,x9, x3) un systéme de coordonnées locales, avec

o o0 0
(8_x1’ Fre 8_a:3> repere local, et (dx',dz?, dz®) le co-repére associé.

On a alors :
gi11 = 9527 g2=921=0, go=x, ¢gi3=931=0, gz=0g3=0, g33=1.

La matrice (g;;) s’écrit :
2

8

(gij ) =

_ o O

0
T
0

o O

1. Bilinéarité : Soient X1, X5, Y1,Yo € (TM) et fyh € C®(M), on a :

GF X1+ hXa,Y) = 22 de(f X0 + hXo) de(Y) + z dy(f X1 + hXa) dy(Y)
+dz(f X1+ hXs)dz(Y)
= for?dx(X1)dx(Y) + ha? dz(Xy)dz(Y)
+ [ dy(X1)dy(Y) + ha dy(Xz)dy(Y')
+ fdz(X1)dz(Y) + hdz(X2)dz(Y)
= f9(X1,Y) + hg(X2,Y).

De méme :
g(X, fY1+hYs) = fg(X, Y1) + hg(X,Y5).

2. Non-dégénérescence :

det(gi;) =2 -z -1 = 2"

Donc g est non dégénérée si et seulement si x # 0.
3. Symétrie : Comme g;; = gj; pour tous i,j, la matrice (g;;) est symétrique.
4. Définie positive : On a det(g;;) = 2* > 0 si @ > 0, donc g est définie positive lorsque x > 0.

De ceci découle :
— g est une métrique riemannienne si et seulement st x > 0. Dans ce cas, sa signature est

(3,0) et Ind(M) = 0.
— g est une métrique lorentzienne si et seulement si x < 0. Dans ce cas, sa signature est

(1,3—1) = (1,2) et Ind(M) = 1.

Exemple 1.5. Sur M = R? avec les coordonnées cartésiennes (1, xs,3), la métrique euclidienne
s’écrit :
g=dr; ®dr| + dry ® dry + drs ® drs.

Montrons que le méme tenseur, en coordonnées sphériques, s’écrit :
g=dr@dr+r? (d9®d9+sin2¢d¢®d¢).
On sait qu’en coordonnées sphériques, un point (x,y,z) s’écrit :

xr =rsin¢cosb,
y =rsin¢sinf,

Z = 1Cos ¢.
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Calculons les produits tensoriels :

dr @ dr = (sin ¢ cos 0)? dr @ dr + r* cos® ¢ cos® 0 dop @ d¢
+r?sin® ¢sin® 0 df @ df + 2 sin ¢ cos ¢ cos? 0 dr & do (1.11)
— 2rsin? ¢ cos Osin O dr @ df — 2r* cos ¢ sin ¢ cos @ sin 0 dp @ db

dr ® dy = sin? ¢ cos @sin 0 dr @ dr + r* cos® ¢ cos Osin 0 do @ d¢
+ 1?2 sin® ¢ cos O sin 6 df @ df + r sin ¢ cos ¢ cos O sin 0 (dr @ dp + do @ dr)

1.12
+ 7 sin® ¢(cos® @ — sin? @) (dr @ df + df @ dr) (1.12)
+ 72 cos ¢ sin ¢(cos? § — sin? 0) (dé ® df + df @ dp)
dr ® dz = sin ¢ cos ¢ cos 0 dr @ dr — rsin® ¢ cos 0 dr ® do
+7rcos? pcosfdp ® dr — r*cos psin ¢ cos @ do @ do (1.13)

—r%cos ¢sin ¢ sinf df ® do

dy ® dy = (sin ¢sin0)* dr ® dr + r? cos® ¢psin® 0 dp @ do + r* sin® ¢ cos 0 df) @ db
+ 2rsin ¢ cos ¢sin® @ dr ® d¢ + 2r sin® ¢ sin 6 cos 8 dr @ db (1.14)
+ 212 cos ¢ sin ¢ sin 0 cos 0 dp @ db

dy ® dz = sin ¢ cos ¢sin @ dr @ dr — rsin® ¢psin 0 dr @ do

+rcos? ¢sinfdo ® dr — r* cos psin ¢sin 0 do @ do (1.15)
+r%cos ¢sin ¢ cos @ df @ do
dz ® dz = cos® pdr ® dr — 2r cos psin ¢ dr @ do + r sin® ¢ dp @ do (1.16)

En additionnant les équations (1.11) , (1.14), (1.16) et en simplifiant (les termes miztes se
compensent ou s’annulent), on obtient finalement :

g=dr@dr+1r*df ® df + r*sin® ¢ dp @ do. (1.17)
On en déduit que :
gn=1 gn=r> gs=r"sin’g,
et toutes les autres composantes sont nulles,avec i # j.

Dans la base (dr, df, d¢), la matrice de la métrique est donc :
1 0 0
(gi) =10 0

0 0

r?sin? ¢

Cette métrique a pour signature (3,0) avec ¢ # km,k € Z.Donc g est une métrique riemannienne.
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1.4.2 Variétés lorentziennes

Selon les travaux de [12] sur les variétés pseudo-riemanniennes,on dégage ce qui suit :

Définition 1.10. Une variété lorentzienne est une variété différentiable M, munie d’une métrique
lorentzienne g (i.e. g est bilinéaire, symétrique , non dégénérée et de signature (—,+,...,+) ou
(+,—,...,—), c’est-a-dire Ind M =1).

La variété (M, g) permet de classer les vecteurs tangents en chaque point x € M en trois
catégories, que l'on appelle caractére causal des vecteurs.

Exemple 1.6. Soit R* = (R?, g = —dz? + dy* + dz?), et soit v = (z,y,2) € T,R® (avec x € R3?),
alors les vecteurs tangents de type espace, nul, et de type temps sont présentés comme suit :

gv,0) =0 —2>+y* +2°=0
==y + 2

— r=+\y?+ 22

En effet,dans la base canonique (a%, a%, %), la métrique est représentée par la matrice :
-1 0 0
0 01

Siv= aca% + ya% + z%, alors :

g(v,v) = (gi)v') = —a® + y* + 2°
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FIGURE 1.1 - Classification des vecteurs dans ’espace-temps selon leur nature

nuls.
La figure (1.1),nous renseigne ce qui suit :
Le cone de lumiére est tracé par

r = ++/y*+ 22 correspond a g(v,v) =0
1. Les vecteurs de type temps sont a I'intérieur du cone :
g(v,v) <0
2. Les vecteurs de type espace sont a 'extérieur du cone :
g(v,v) >0 ou v=0
3. Les vecteurs de type lumiere sont sur le cone :

gv,v) =0 et v#0

: temps, espace ou
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Définition 1.11. Une variété lorentzienne (M, g) est dite temps-orientable s’il existe un champ
de vecteurs X € T'(TM) de type-temps, c’est-a-dire :

9(X,, X,) <0, Vae M.

Définition 1.12. L’espace de Lorentz-Minkowski de dimension 3, noté R3, est ’espace vectoriel
R? muni de la métrique lorentzienne g définie par :

g = —do* + dy? + d2*.
Dans la base canonique (05, 0y, 0,), la métrique est représentée par la matrice :

-1
(gij) = 0
0

O = O

0
0
1

Définition 1.13. Soient u,v € R3. Le produit vectoriel lorentzien de u et v est l'unique vecteur,
noté u A v, qui satisfait :
(u ANv,w) = det(u, v, w), (1.18)

ot det(u,v,w) est le déterminant de la matrice obtenue en plagant en colonnes les coordonnées
des vecteurs u,v,w dans la base (7,7, k).

La bilinéarité de la métrique assure l’existence et ['unicité de ce vecteur u A v. Pour
u:ulf—i— U2j+ ng, (% :Ul’f—i‘ U2j+ Ugl{?,

dans la base (%, ], E), on a :
T 7 —k
UANV = up up ug|,
V1 U9 V3

1.4.3 Connexion de Levi-Civita [25]

Définition 1.14. Une connezion linéaire sur M est une application :
V:I'(TM)xT(TM) = T'(TM)

(X,Y)— VxY
telle que pour tous X,Y,Z € I'(TM) et f € C*(M), on a :
1. Vx(Y+2)=VxY +VxZ,
2. Vx(fY) = X(N)Y + fVxY,
3. VxipyZ =VxZ+ fVyZ.

Dans un systéme de coordonnées (z°) sur M, la connexion V est complétement déterminée par
les symboles de Christoffel FZ Pour deux champs de vecteurs

X =X"9,
Y =Y7 0,
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la dérivée covariante de Y dans la direction de X s’écrit :
. Yk )
VyY = X' a—. +TrEY7 ) oy,
a[lﬁ'l J
en effet, VyxY =Vx (Yjaj)
= X'Vy, (Y0;)
=X ((Va.Yj)ﬁj + Yjvaﬁj) (par la formule de Leibniz)

= X'(8,(Y"); + YITE ak)

= X"(0:(Y*)op, + YT 8k) (en renommant 'indice j en k dans le premier terme)

= X' (a(y*) + YITE ) 0y

Yk:

(a + Tk YJ) .-

ox?
Définition 1.15. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne, une connexion linéaire sur M est
dite compatible avec la métrique g, si :

VX(Q(K Z)) = g(VXY7 Z) +9<Y7 VXZ)?

pour tout X,Y,Z € I'(T'M).

Définition 1.16. Soit M une variété différentiable, V une connexion linéaire sur M, la torsion
de V est un champ de tenseur de type (1,2) défini par :

T:T(TM)xI'(TM) — T(TM).
(X,Y)— VxY —VyX — [X,Y].
La connezion V est dite sans torsion si T(X,Y) =0 pour tout X,Y € I'(T'M).
Théoréme 1.1. [12] Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. L’application :
V:I'(TM)xI'(TM) — I'(TM),

donnée par la formule de Koszul :

29(VxY, Z) = X(9(Y, 2)) + Y (9(Z, X)) = Z(9(X,Y))
+9(Z,[X,Y]) +9(Y,[Z, X]) — (X, [Y, Z])
est une connexion linéaire sur M, appelée connexion de Levi-Civita.
Démonstration. Pour tous X,Y,Z e I'(TM) et f € C*°(M), on a:

(1.19)

29(VixY, Z) :fX( (Y, 2))+Y(9(Z, fX)) — Z(g(fX,Y))
+9(Z,[fX.Y]) + 9V, [Z, X)) — 9(fX,[Y, Z])
= [X(g(Y,2))+Y(f)g(Z,X) + [Y(9(Z, X))
—Z(f)g(X.Y) = fZ(9(X,Y)) = Y(f)g9(Z, X)
+ f9(Z, [ X, Y]) + Z(f)g(Y, X) + fg(Y,[Z, X])
— f9(X,[Y. Z])
= fX(g(Y,2))+ [Y(9(Z,X)) — fZ(9(X.Y))
+ f9(Z, [ X, Y]) + f9(Y.[Z,X]) — fg(X,[Y, Z])
=2f9(VxY, Z),
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alors VyxY = fVxY.

29(VxiwY,Z) = (X+W)( Y, 2)) +Y(g(Z, X + W)) = Z(9(X + W,Y))
+9(Z, X+ WY]) +9(Y,[Z, X + W]) = g(X + W, [Y, Z])
= X(g(Y,2)) +Y(9(%, X)) - Z(9(X,Y))
+9(Z, [X,Y]) +9(Y, [Z,X]) — g(X, [Y, Z])
+W(g(Y, 2)) +Y(9(Z,W)) = Z(g(W,Y))
+9(Z, W Y]) +9(Y, [2,W]) —g(W, [Y, Z])
=29(VxY, Z) +29(VwY, Z)
=29(VxY +VyY, 2)
donc
Vx(fY)=X()Y + fVxY.
Dela méme fagon pour tous X,Y, Z, W € I'(T'M), on a :

29(Vx(Y+2),W)=X(gY + Z,W)) + (Y + 2)(9g(W, X)) = W (9(X,Y + Z))

+gW XY+ Z]) +g(Y + Z, W, X]) — g(X,[Y + Z,W])
= X (9(V; W) + X (9(2,W)) +Y (9(W, X)) + Z(g(W, X))

—W(9(X,Y)) = W(9(X,2)) + g(W,[X,Y]) + g(W, X, Z])

(Y, [W. X]) +9(Z W, X]) — (X, [Y,W]) = g(X, [Z, W)
=2g(VxY, W) +29(VxZ, W)
=29(VxY +VxZ, W).
On en déduit que
Vx(Y+2Z) = VxY + VxZ.
O

Théoréme 1.2. Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne. Alors la connexion de Levi-Civita
est ['unique connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.

Démonstration. On sait que Le tenseur de torsion associé a une connexion affine V est défini par :
T(X,Y)=VxY —-VyX — [X,Y]

et
VxY —Vy X = [X, Y]

La connexion est dite sans torsion si 7(X,Y) = 0 pour tous champs de vecteurs X,Y. En effet,
On applique la formule (1.19) pour g(VxY, Z) et g(Vy X, Z), puis on soustrait les deux :

29(VxY, 2) = X(9(Y, 2)) + Y (9(2, X)) = Z(9(X,Y))

+9(1X, 2, Y) + ¢([Y, 2], X) — g([X, Y], 2) (1.20)
29(Vy X, 2) =Y(9(X, 2)) + X(9(2,Y)) = Z(9(Y, X))

+9(lY; 2], X) + (X, 2], Y) — ([, X], 2) (1.21)

En soustrayant (1.20) et (1.21) membre & membre,on a :
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2(9(VxY,2) —g9(Vy X, Z)) = =29([X, Y], Z) = g(VxY, Z) — g(Vy X, Z) = g([X, Y], Z)

(car g est bilinéaire et symétrique par définition et [X,Y] = —[Y, X]).
Alinsi,
Q(VX}/, Z) - Q(VyX, Z) = g([X’ Y]v Z)
<— VyY —Vy X — [X,Y] =0
—=TX,Y)=0
D’ot, la connexion de Levi-Civita est sans torsion.
Par ailleurs, nous avons également :

% (X (g(Y, 2)) + X (g(Z,Y))] = X(g(Y, Z)),

et donc,
9(VxY, Z)+g(VxZ,Y) = X(g(Y, Z)).

Cela prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique g sur M. Comme
g est non dégénérée,ce qui traduit son unicité.

O]

Proposition 1.1. Soient (M, g) une variété pseudo-riemannienne de dimensionm, V la connexion

de Levi-Civita, et (U, ) une carte locale sur M, avec les champs de base associés (%, cee im)
T ox

Alors, les coefficients de Christoffel Ffj sont donnés par :

1 dgji . Oga  0gi
ko - ki j i _ 99ij
Y2 Zg <c37xZ 0w "t )

=1

ot gij sont les composantes de g dans la carte (U, p), et (g¥) = (gi;)"" désigne la matrice inverse.

Démonstration. On pose 0; = ==, comme [0;,0;] =0,4,j=1,...,m,on a:
29(V,05,0) = 229 [3,05, 1) = 2Zrmgsl,
s=1

;d’aprés la formule (1.19) de Koszul, on a :

g(Zv [Xv Y]) —|—g(Y7 [Z7X]) - g(Xv D/a Z]) = g([X7 Y],Z) - g([Xv Z]7Y) - g([}/v Z]aX)
=0

(par définition de l'identité de Koszul, c.-a-d. ¢([X, Y], Z) — g([X, Z],Y) — g([Y, Z], X) = 0.)
et en remplagant X = 0;, Y = 0;, et Z = 0y, la formule (1.19) devient :

29(V5,05,01) = 0; (9(05,01)) + 0; (9(Dh, 0:)) — 01 (9(0:, ;) -

donc :

Z U591 = 5 (Gigju + 0igu — Ougiy)
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d’ou :

m 1
> Tyigag” = §9lk (Digj + 0391 — Dgi5)
s=1

m m 1 m
Z Z 39a9™ = B Z 9% (8ig51 + 0591 — D1945)
=1

s=1 [=1

comme (g") est la matrice inverse de (g;;), on a :

> gag™ =%,
=1

oil 6% est le symbole de Kronecker, on obtient ainsi deux expressions équivalentes des symboles de
Christoffel :

1. Forme avec sommation explicite :

k 1 ke O0gje  Ogiw  0gij
T =529 (90 + 307 ~ Gat (1.22)

(=1

En dimension trois, la formule (1.22) devient :

)

1 Ogj1 , 9gn _ gy 0gj2 | 0gn gy 0gjs  Ogis  Ogij
Ik = Z | g*t J! i 9Yi k2 i 2 _ 99 k3 i B _ i
C [9 (83:1 T o) T o Taw " ae2) T e T T e
(1.23)
2. Forme compacte (convention d’Einstein) :
P Y,
I = 59 (9igje + 0jgic — Dugij) (1.24)

La formule (1.24) devient en dimension trois :
Ffj = [gkl (05gj1 + 0jgin — O1gij) + g~ (05952 + 0;i2 — 020i5) + g~ (0593 + 0;9i3 — 539ij)]

(1.25)

O]

DO | —

Exemple 1.7. Soit M = R3 muni de la métrique en coordonnées sphériques :
g=dr®dr+r*df ®df + r’sin® p do¢ ® do,

avec

La matrice de la métrique est :

1
(glj) = 0 T2 0 )
0
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et son inverse :
1 0 0
=10 % 0
0 0 sums

En appliquant la formule (1.24), calculons les symboles de Christoffel non nuls

1
F%z = 5911 (O2g21 + 02921 — 01922)

Comme go1 = 0, on a Oaga1 = 0, et gao = 12, donc O1gs = 2r. Alors

1
F;2=§-1-(0+0—2r):—7~

1
[y = 5911 (03931 + 03931 — 01G33)

g31 = 0= 03931 = 0; gs3 = r?sin® ¢ = D933 = 2rsin® ¢.

= —rsin® ¢

Donc :
. 2
F33:§-1-(0+0—2r81n ¢) =

1
= —922 (01922 + 02912 — O2012)

2, =12 =
21 1275
912=0=>82912:0;922:T2=>61922:27"
Donc : 11 )
2 _
F127§.ﬁ.27’7;

1
F§1 = Fi’:ﬂ = 5933 (01933 + 03913 — O3913)

g13 = 0= 03913 = 0; g3z = r?sin® ¢ = D1 g33 = 2rsin® ¢

Donc : | ) .
B, == ——— . 2rsin®¢p = -
B9 p26in% ¢ rsin” ¢ r

1
F§2 = ng = 5933 (02933 + 03923 — 03G23)

923 =0= 03023 =0;  Dogss = Op(r?sin® ) = 2r?sin ¢ cos ¢
Alors : .

3 _ 2 .3 _
F23 = 5 . m - 2r SlIIQbCOSQb = COtgb

1
F§3 = 5922 (03932 + 03932 — O2G33)

30 = 0= 03930 = 0; Dpg33 = 21’ sin ¢ cos ¢

Donc : _
C 2r% sin ¢ cos ¢ = — sin ¢ cos ¢

M2, =—-
33 2
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Exemple 1.8 (Coordonnées cylindriques). On a les relations de changement de coordonnées sui-
vantes :
r=rcosf, y=rsinf, z=z.

La métrique euclidienne g = da® + dy? + dz* devient alors, en coordonnées cylindriques :
g = dr* +r*do? + d2*.

De la méme facon qu’a l'exemple 1.7 ,on peut trouver tous les symboles de Christoffel.

1.5 Tenseur de courbure de Riemann

Sur une variété pseudo-riemannienne (M, g) munie de la connexion de Levi-Civita, la fonction
R:T(TM)*> — T(TM)
définie par
R(X,)Y)Z =VxVyZ —NVyVxZ —Vixy|Z (1.26)

est un champ tensoriel de type (1,3) sur M, appelé tenseur de courbure de Riemann de M. On
note parfois R(X,Y)Z sous la forme Ryy Z.
Si X,Y € T,(M), alors 'opérateur f-linéaire

R(X,Y):T,(M) — T,(M)
qui envoie Z sur R(X,Y)Z est appelé opérateur de courbure.
Le tenseur de courbure de Riemann vérifie les symétries suivantes :
Proposition 1.2 ([11]). Soient X,Y,Z, W € T,(M), alors :
1. R(X,Y)=—-R(Y,X),
2. (R(X,Y)Z,W)=—(R(X, Y)W, Z),

3. RX,)Y)Z+RY,2) X+ R(Z,X)Y =0 (premiére identité de Bianchi),
4. (R(X,Y)YZ, W) =(R(Z,W)X,Y) (symétrie par paires).
Lemme 1.1 (|25]). Sur un voisinage de coordonnées (x',...,z"), on a
R(0:,0;) 0 = Y _ Ry 0y, (1.27)
=1

ot les composantes du tenseur de courbure sont données par :

ort o n
4 ik k 4 m 4 m
Ry = i 6.:1; + E :(ijrik _Fimrjk)

m=1

(1.28)

kij jm~ ik im= jk

& Ry =05 — 0T, +> (T4, I —TLT7%)
m=1

Définition 1.17. Une variété pseudo-riemannienne (M, g) est dite plate si son tenseur de courbure
de Riemann est identiquement nul, c’est-a-dire :

R(X,Y)Z =0 VXY, Z eT(TM). (1.29)
De maniére équivalente, en coordonnées locales :

Rgijk =0 pour tout i, 7, k, L.
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Chapitre 2

Variétés de Walker de dimension 3

Dans ce chapitre, nous commencons d’abord a voir ce qui se passe dans les variétés de Walker
de dimension 2 avant de parler des variétés de Walker tridimensionnelles et introduire la classe par-
ticuliére y afférente. Aprés avoir rappelé leur structure métrique caractéristique, nous en étudions
les connexions et les courbes géodésiques, afin de préparer I'analyse biharmonique & venir.

2.1 Meétrique de Walker [5, 12]

2.1.1 Préliminaires

Définition 2.1. Un champ de vecteurs paralléle dégénéré est une distribution de dimension 1,
engendrée par un champ de vecteurs X, tel que :
(i) g(X,X)=0 (dégénéré, donc X # 0 est un vecteur lumiére),
(1)) VyX = 0  pour tout champ de vecteurs Y € I'(T'M) (X est un champ de vecteurs
paralléle).

Définition 2.2. Une variété lorentzienne (M,g) de dimension 2 est dite de Walker s’il existe
localement un champ de vecteurs isotrope K # 0 (champ dégénéré) tel que

VK =0 (champ de vecteurs paralléle).
En coordonnées locales (x,vy), la métrique d’une variété de Walker de dimension 2 s’écrit :
g=2dxdy + f(z,y)dr?

ot f(x,y) est une fonction de pondération en direction de x.
La matrice associée a cette métrique est :

flz,y) 1
(gij) = ( 1 O) .

Vérifions que (M, g¢) posséde un champ

et son wnverse est :

dégénéré et paralléle :
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(111) Symboles de Christoffel
On note
fm:aa:f7 fy:ayf-

En appliquant la formule générale (1.24), pour cette métrique, les symboles de Christoffel
non nuls sont :

Go=3fe Th=3(f=f)s  Th=TL=3if

(a) Dans la base contravariante {0, 0y} :

(2.1)

9(0,.9,) = (0 1) (f o) (1)) 0 1 =0

(b) Vérification de la parallélité :

Vo, 0, = ny&r + nyﬁy =0,
car tous les

k _
Fiy = 0.
Donc :

Vx0, =0 pour tout champ X.
(¢) Déterminons la signature de (M, gy)

On considere le déterminant de la matrice gf — A\ :

f(xay)_)‘ 1
det(gr — \) = =0.
et(gy — M) ‘ | )

On a donc :

[f(z,y) = A[(=A) =1=0
Le discriminant est :

— M- flr,y)A—-1=0.

A= f(z,y)?+4>0 Vf.
Les deux valeurs propres simples sont :

1
2

_ /214

A\ = % <0, Nl > 0.
Ainsi, la signature de (M, gyr) est (1,1).
(iv) Courbure de Riemann

En utilisant la formule générale (1.28) des composantes du tenseur de courbure de Riemann,
en dimension 2 on a :

o R*y,, = 0,7, — 0, +Tmls —ImTe

Tyt ym yyl am = 0
o RV, =0, 'Y, — @J‘Zx + F%Fgm — FZ;FZm
1 1 1
= é(ffacy - fyy) - §fmc + Zf;?

= (Vs = fu = e+ 552)

Université du Burundi
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Ainsi, la seule composante indépendante non nulle est :

RYyyp = 9,0%, — 9,0 4TIy [mpy

T ym yr— xm

1 1 1
= §(ffa:y - fyy) - §f$x + fo
1 1
= 5 (Fhos = Fow = Fou + 5 F7)
On remarque qu’en partant de la signature dela variété lorentzienne,la variété de Walker de
dimension 1 est impossible a trouver.

Définition 2.3. Une variété de Walker de dimension 3, (M, gy), est une variété lorentzienne de
dimension 3 admettant un champ de vecteurs paralléles dégénérés.Selon [20],dans un systéme des
cordonnées locales (z,y, z),la métrique de Walker est donnée par :

gy =2drdz +edy® + f(x,y,2)dz?, (2.2)

oue==letf:M— R est une fonction différentiable appelée fonction de pondération. Sous
forme matricielle cette métrigiue s’écrit

(gi;) =10 ¢ 0 , et son inverse est (g") = 0 et 0], (23
10 fl,y,2) 1 00

ou f est une fonction différentiable définie sur la variété M, jouant le rdle de pondération de la
composante dz?, et ot ¢ = £1.

2.1.2 Base contravariante.

La base contravariante correspond a la base naturelle du fibré tangent et on écrit
{0,0,,0,}.

Ici, 0y, 0y, 0, sont les vecteurs tangentiels aux azes de coordonnées x,y,z. Un vecteur V€ TM
s’écrit :
V=V*0,+ VY0, +V?0,,

ou (V= VY V?) sont les composantes contravariantes.
Ainsi, les vecteurs de la base s’expriment naturellement en composantes contravariantes :

9, = (1,0,0), 8, =(0,1,0), 8. =(0,0,1).

Ici,le champ des vecteurs paralléles dégénérés est O, et engendre le plan totalement isotrope paralléle
de dimension 1.
En effet, pour la métrique de Walker (2.3) :

gf(axyax) =011 = 0.

Donc 0, est un vecteur lumiére ou isotrope.
La dérivée covariante est donnée par :

Vo dj =Y TF 0k,
k
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ot les symboles de Christoffel s’expriment par :
1
Iy = 5 Z 9" (Digji + D90 — gyy) -
!
Pour la métrique de Walker, un calcul direct montre que :
k L g L g
Iy = 59 (Orgje + Djg10 — Degny) = 59 (0+0-0)=0

Ainsi, pour tout j,

Vo, 0, =T1;0, =0,  dou  Vyd,=0.

J

Ainsi, 0, est un champ de vecteurs paralléle.

2.1.3 Base covariante

La base covariante correspond a la base duale (1-formes) :

{dzx, dy, dz}.

v, k.

Les composantes covariantes d’un vecteur V sont obtenues par la relation :

Vi= gijvj-

Dans la base contravariante {0, 0y, 0.}, on obtient alors :

(2.4)

0 01 1 0
(0:)"=(0 ¢ 0] (0] =10 =  (0,)" =d=z
1o f) \o |
0 0 1 0 0
(0y) =10 ¢ 0 1] =1¢ = (0y)" =edy.
10 f) \o 0
0 0 1 0 1
(0.)"=1(0 ¢ 0 0]=10 = (0.)" =dz+ f(z,y,2)dz.
10 f) \1 f

Donc la base covariante associée est formée des 1-formes :

(0:)" = 97(0e) = dz, ()" =9s(9y) = edy,  (9:)" = g;(0:) = dx + f(x,y,2) dz.

Notons que la variété de Walker (M, gys) est de signature (2,1) sie = 1, et de signature (1,2) si
e = —1; elle est donc lorentzienne dans les deux cas. En effet, il suffit pour s’en convaincre de

calculer les valeurs propres de la matrice associée a gf :
— Poure =1, on a
- 0 1
det(gp) =0 1-X 0 |=0
1 0 f—=A
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si et seulement si

=0,

1-X 0 01—\
0 f-A"l1 o

c’est-a-dire
“AL=N(f=-AN)=-(1=-X)=0 <= ([1=-XN[-Af-N-1]=0.

Ainsi,
A=1 ou N —frx—1=0.

Le discriminant est

A=f*44 >0, quelle que soit la fonction de pondération f,

d’ou
_ /P14 /214
)\1:1, )\2:%<0, )\3:%>0.
Par conséquent, la signature de gy est (2,1), et (M, gs) est donc une variété de Walker de
dimension trois.

— On vérifie de la méme fagon que, pour e = —1, la signature de gy est (1,2).

Définition 2.4. Les variétés lorentziennes de dimension trois admettant un champ de vecteurs
nul paralléle engendré par O, sont appelées variétés de Walker strictes. Une variété de Walker
stricte peut étre caractérisée par une fonction f = f(y, z), c’est-a-dire que f est indépendante du
paramétre x (voir [9]). La métrique d’une variété de Walker stricte en dimension 3 s’écrit sous la
forme :

g = 2dxdz + edy? + f(y,2)d2?, (2.5)

avec € = £1 constant et f = f(y, z) une fonction lisse. Ici gog = 0 et la fonction f ne dépend pas
de x.

Pour la forme canonique stricte (2.5),
on obtient immeédiatement les composantes de la métrique

g1 =012=0, giz=1, gun=¢c, ¢g3=0, g33=f(y,2).

Le champ 0, est isotrope :

9(0y,0;) = 0.

De plus, la métrique est indépendante de x, ce qui implique
Vo, 0, = 0.

Linverse de la matrice métrique est donné par :

—fly,2) 0 1
(7) 0 et
1 0
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Cherchons a présent ’expression analytique (forme quadratique) de la métrique gy.
Soit (z!, 22, 23) = (x,v, 2). Le tenseur métrique s’écrit alors, de maniére générale, sous la forme :

3
gy = Z Gij dr' @ da’.
ij=1
A partir de la matrice symétrique (2.3) du tenseur métrique, on a :
g5 = gn detdx' + gio datda® + gis datda?®
+ g21 dl’Qd.Il + 922 dﬂ?zde + 923 dl‘2d$3

+ g dzdat + ggo dada® + ggs dadda®
=0+ 0+ dr'ds® + 0 + eda’da® + 0 + da’dx’ + 0+ f(z,vy, 2) de’da’®.

Finalement, on obtient :
g = 2drdz +edy® + f(z,y,2)d2?, (2.6)
ot l'on a posé (x!, 22 %) = (x,y, 2).

Proposition 2.1. [25/Soit (V,(-,-)) un espace vectoriel réel de dimension p+ q muni d’une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée de signature (p,q). Alors il existe une base orthonormale adap-
tée

(61,...,6p,f1,...7fq)

de V telle que tout vecteur v € V s’écrit de fagon unique

p q
v=>Y e+ Y yfi,
=1 k=1

avec © = (1,...,2,) ERP ety = (y1,...,y,) € RY, et on a alors

P q
(v, 0) = llzl® = llyll* =D 2F = > vk
i=1 k=1

Démonstration. Lemme (loi de Sylvester). Pour une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur
un espace vectoriel réel de dimension finie, il existe une base dans laquelle la matrice de la forme
est diagonale avec p coefficients égaux a +1 et ¢ coefficients égaux & —1. Les entiers p et ¢ sont
invariants par changement de base.

On choisit alors, d’aprés ce lemme, une base

B:(el,...,ep,fla"’7fq>

de V telle que
<€z‘> €j> = 51’;‘7 <fk7 fe) = —0ke, <ez’7fk> =0

pour tous 4,5 € {1,...,p}et k, 0 € {1,...,q}.
Tout vecteur v € V s’écrit alors

p q
v=>Y e+ Y yfi,
=1 k=1
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ou l'on pose x = (x1,...,x,) € RP et y = (y1,...,y,) € R% Par bilinéarité et orthogonalité,
p q p q
(v,v) = < Z Tie; + Z Yi e, Z rje; + Z y£f€>
i=1 k=1 j=1 =1
p q
=> 2l =y = l=l* = [yl
i=1 k=1

O

Proposition 2.2. Soit (M,g) une variété pseudo-riemannienne de dimension 3. Si (M,g) est
une variété de Walker, c’est-a-dire qu’elle admet une distribution totalement isotrope non nulle et
paralléle, alors cette distribution est nécessairement de dimension 1. En particulier, (M, g) est une
variété de Walker stricte.

Démonstration. Soit x € M et V = T,M 1'espace tangent en x, muni de la forme bilinéaire
pseudo-riemannienne (-, -) associée a g,. D’aprés le théoréme d’inertie de Sylvester, il existe une
base orthogonale de V' dans laquelle la matrice de (-, -) est

diag(j—l, L =1 —1),

p fois q fois

oup-+gq=3.
Soit U C V un sous-espace totalement isotrope, c¢’est-a-dire que

(u,u'y =0, Yu,u' €U.
Autrement dit, U C U+, oul
Ut ={weV:{(wu) =0VYuecU}
Puisque la forme bilinéaire (-, -) est non dégénérée, on a
dimU + dim U+ = dimV = 3.

Comme U C U+, il vient :

3
dimU < —.
im <3

La dimension étant entiére, on obtient dim U < 1.
Or, par définition méme d’une variété de Walker, il existe une distribution isotrope paralléle
non nulle, donc dim U > 1. On en déduit nécessairement :

dimU = 1.

Ainsi, la distribution isotrope paralléle de (M, g) est de dimension maximale possible. Par consé-
quent, (M, g) est une variété de Walker stricte. ]

Proposition 2.3. L’espace de Minkowski tridimensionnel est un cas particulier (plat) de variété
de Walker.
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Démonstration. Considérons I'espace de Minkowski (R?, ¢) muni de la métrique
g = —dt* + dz® + dy?,

dans les coordonnées globales affines (¢, x,y).
Nous constatons que :
(i) La matrice des composantes g;; (indices 4, j € {t,z,y}) dans la base {0}, 0,, 0} est

-1 -1

0 0 00
(g5)=10 10|, (¢)=]0 10
0 01 0 01
(ii) Les composantes g;; sont constantes dans ces coordonnées; par conséquent, toutes les dé-

rivées partielles Jig;; s’annulent. Les symboles de Christoffel de Levi-Civita sont donnés

par
0% = 59" (0igej + 9,96 — Degis),
et donc
F’% =0 pour tous i, j, k.

(iii) Le tenseur de Riemann s’écrit en composantes :
SZ] — a FT 8 FT + FTEF — FTKF
Comme tous les Flﬁj sont nuls, on a immédiatement

Rg; =0 pour tous r,s,1,j.

D’otl 'espace de Minkowski (R?, g) est une variété pseudo-riemannienne plate.
Si l'on part de la métrique plane de Minkowski en dimension 3, écrite avec la convention
(+7 ) +)a
g = dt* —dz* + dy?,

introduisons les coordonnées par changement des variables :

u:%(t—x) z%(t—i-x)
Calculons les différentielles :
du = \%(dt —dx), (2.7)
dv = Z5(dt + dx) (2.8)

(2.7) 4+ (2.8) et (2.8) - (2.7) donnent respectivement

du + dv

J5(dt — du) + J5(dt + dx) = V2dt,
dv—du:%(dt—i-dx)——(dt dr) = V2 dz,

donc

dt = —=(du + dv), dx = —=(dv — du).

L L
V2 V2
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Par substitution dans la partie dt? — dz? de la métrique :
2 2
dt* — da? = <%(du + dv)) — (\/%(dv - du))

(du + dv)* — (dv — du)?)

N |—=

N [—=

(
(du® 4+ 2 dudv + dv* — (dv® — 2 dudv + du?))
(4dudv) = 2dudv.

N |—=

Finalement, la métrique s’écrit
g = dt? —da® + dy* = 2dudv + dy>.

En adoptant la convention de signature (—, +,+), on a :

—dt? + da? = — (%(du + dv)>2 + (V%(dv - dU)>2

2(du+ dv)® + L(dv — du)?
1
2

= — (du2 —I—2dudv+dvz) + %(dvz — 2dudv+du2)
du dv.

Ainsi, dans les coordonnées (u,v,y), la métrique s’écrit
g = —dt* +dz* + dy? = —2dudv + dy*.
Cette forme correspond a la métrique générale de Walker en dimension 3 :
g = 2drdz +edy® + f(z,y,2) d2?,
avec f =0et e =1.

De plus,

00 1\ /0
9(0,,0,) =001 [0 1 0] of=0.
100/ \1

Les symboles de Christoffel s’écrivent
ngj = %gfm (0iGmj + 0jGmi — OmGij) »

et s’annulent tous :
I'“. =0 pour tous i, j, .

ij
Par définition de la dérivée covariante en coordonnées,

Comme tous les 'Y, sont nuls, on obtient
V,0, =0 pour tout 7.

Ainsi, (R3, g) est une variété de Walker.

(2.9)

(2.10)

(2.11)

]
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Remarque 2.1. Les variétés de Walker peuvent étre vues comme une généralisation courbée de
l’espace de Minkowski. En effet, dans la représentation locale standard d’une métrique de Walker
en dimension trois,

gy =2drdz +edy® + f(v,y,2)dz?,
le cas plat correspond précisément a la fonction nulle f = 0. Dans ce cas, la métrique devient
go = 2dx dz + € dy?, (2.12)
qui correspond a la métrique de 'espace de Minkowski (de signature (2,1) ou (1,2) selon la valeur
de e =+1).

La matrice associée a cette métrique go, dans la base de coordonnées (0, 0y,0,), est donnée
par :

(90) =

_ o O
O M O
O O =

En effet, posons

T
r=—(t—u),
V2
z= i(t +u)
— % )
Calculons les différentielles :
1
dr = — (dt — du), 2.13
7 ( ) (2.13)
1

En substituant (2.13) et (2.14) dans (2.12), on obtient

go = dx dz + dz dx + ¢ dy®

1 1
= 5(cht — du)(dt + du) + §(dt + du)(dt — du) + € dy?
2.15)
1 1 (
— é(dt2 — du®) + 5(dt? — du?) + e dy®

= dt* — du® + e dy*.
Ainsi,
go = dt* — du® + e dy?,

qui est la métrique associée a ’espace de Minkowski de dimension 3.

2.2 Produit vectoriel de Walker

Nous avons défini le produit vectoriel lorentzien. Nous allons maintenant définir le produit
vectoriel pour le cas particulier ou la métrique est une métrique de Walker g;.
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Soient u,v € T, M. Le produit vectoriel u Ay v est le vecteur unique satisfaisant :

w1, Wy Ws
(uhfv, w) =det(u,v,w) = |u; uy us
V1 Vg Vs

pour tout w € T, M. Soit
u = (ug,ug,uz), v=(vy,v9,v3), w=(wy,ws,ws).
On définit le produit vectoriel u Ay v comme le vecteur vérifiant, pour tout w € I'(T'M) :
gr(u Ao, w) = det(u,v,w).

Calculons les deux membres de cette égalité :
— Le déterminant des trois vecteurs :

w1, Wy W3
det(u,v,w) = [u; uy usz| = wi(ugvz — uzvy) + wa(uzvy — uyv3) + ws(U1ve — UVy).
U1 Vg Vs

— Notons u Ay v = (a,b,c). Alors :
gr(uApv, w) = cwy + ebws + (a — fe)ws.
Par identification des coefficients de wq, ws et ws dans les deux expressions, on obtient :

C = U9V3 — U3V2,
eb= Uzv1 — U1V3,

a— fc=ujvy — ugvy.

Donc :
a = uvy — Uy + f(ugvs — uzvs),

Uzl — U1U3

p= 2t
€

C = UV3 — U3V2.

Dans le cas ou € = 1 (signature (2, 1)), on simplifie et on obtient :

uNfv = (ugv2 — ugvy — (UgU3 — UgVa) f, UIV3 — U3V1, UU3 — UgVsa) . (2.16)

Dans la base (7, ] k), Iéquation (2.16) devient :
u /\f VvV = (U1U2 — UgVU1 — (UQU3 — U3U2) f) 74‘ (U1U3 — U3U1) j'f‘ (UQU3 - U3U2> E

Exemple 2.1.
Soient v = (0,—1,0) et v = (1,0,0).

On applique la formule du produit vectoriel adaptée a la métrique de Walker :
uNfo=(0-1—-(-1)-0—-[(-1)-0—-0-0]f, 0-0—-0-1, (=1)-0—0-0) =(0,0,0).

Ainsi,
u/Agv=0.
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1
Exemple 2.2. Soit u = (0,1,0) et v = (O, 0, —) On applique la formule du produit vectoriel

VIA

adaptée a la métrique de Walker :

u N v = (uvy — ugvy — (U3 — uzv2) f, UIV3 — U3V, UgU3 — UV2)

On remplace les composantes :

1
vl—O, UQ—O, Vg = —F/—
|f]
Calculons chaque composante :
(/\)0010(11 OO)f / 7]
u fo 1= . — . — - _ . —_ =
|/l £
1
(uNfv)g=0-—=—0-0=0
VIS
(WA D)g =1 e — 0.0 = —
U fv3: - - . _
£ £
Donc :
U/\fU=<— /1, 0, / )
|/
Remarque 2.2. Notons que
Jull = vl = llu Ay ol = 1.

Ici, nous supposons que f > 0, puisque le cas [ < 0 peut étre étudié de maniére analogue. On
obtient alors un repére orthonormé :

e = —\/?aﬁ%az,

€o = 8y, (217)
1
€3 = —= O0,.
i
De plus, vérifions que :
<61761> = _17 <€27€2> = _17 <€3,€3> =1L
En effet,dans la base canonique (9., 0y, 0,), la métrique de Walker s’écrit :
0 0 1
(gf) = 0 0
1 0 f
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D’ou les produits de base suivants :

£
&

(
95 (Os, 0.
(
(

A partir de (2.17) ,calculons :
i)
gr(er,er) = ( \/_8 + \/_8 + — >

_f gy 8%&7:) \/_ “gf 8&:78) }'gf(aZaaz)
1
_f.0_2_+_?.f
= 24+1=-1
ii)
glea, e2) = g7(0,,0,) = ¢
iii)
( e>—(i)2- (0.0 =% f=1
9f373—\/7 gfzaz—f =

D’aprés la formule (1.9), les vecteurs eq, e; et e3 sont unitaires, et 'on peut également vérifier que
gr(esne;) =0 pour i .

Ainsi, {ej, €3, €3} forme une base orthonormée du fibré tangent 7'(AM) pour la métrique gy, &
condition que € = +1.

2.3 Connexions de Levi-Civita et tenseur de courbure

Proposition 2.4. Nous pouvons calculer les symboles de Christoffel a l'aide de la formule sui-

vante :
n

i_l il Og agjl 59jk

=1

ot g désigne les composantes de l'inverse de la matrice métrique (g;;).

La connexion de Levi-Civita est exprimée & partir des symboles de Christoffel par la relation :

Vo,0; = ZF O, pour 1 <i,j<n. (2.19)
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et d’aprés [24], nous trouvons les symboles de Christoffel non nuls possibles d’une métrique de
Walker gf comme suit :

1
F%:a - Pél = ifra

1
F;:& = F:%a = §fya
1
1
1—%3 = §fy>
1
3, = ——f,.
33 2f

Démonstration. Nous utilisons la formule classique des symboles de Christoffel :

3
i 1 il G 393’1 agjk
ij_ZZg (8xj+8xk_ oxt )

=1

La matrice inverse de gy étant :

3 —-f 0 1
(=10 &t o0
1 0 0

3
1
1t u _
I'y = 5 z§—1 g (Orgu + 0191 — Oig11) -

Toutes les dérivées sont nulles car g;; = g12 = 0 et g13 = 1 est constante. Donc :

]_—‘%1 - 0.

3
1

Ik, =— 5 ) 15, -0 )

1375 ZZIQ (01931 + 0391 1 913)

Les seuls termes non nuls sont :
913 =1, Oigss = —fo
Donc :
I, = % 1 (—fe) = %fm Par symétrie : '3, = I']5.

3
1
1t 1 _
[y = 5 ;9 (02931 + 03921 — 0123) -

Seul g'* =1, et ags3 = — f,, donc : X
F%z’) = §fy = 1%2-

3
1
33 = 3 Zg” (203931 — D1g33) -
=1
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Seul 913 =1, 03933 = —f., 01933 = — f, donc :

Ty = 5+ /F2)

3
1
3= B Z 9" (203931 — D1g33) -

=1
Seul g% = ¢, et Oagsz = — f,,, donc :
1 1
3, = 55(—fy) = §fy-
=
s, == 320595 — D1g33) -
337 5 lz;g ( 3931 1933)

Seul ¢®' =1, et 0133 = — f», donc :

1 1
]

Théoréme 2.1. [2/] Les composantes non nulles possibles de la connexion de Levi-Civita associée
a toute métrique gy de Walker sont :

1
§fz 8zu
1
Vayaz = §fy Or,

Vo0, =

1

_fa: az

1 1
Vazaz = §(ffac + fz) aa: + §fy8y - 9

Démonstration. Nous utilisons la relation :
3
Vo, 0j = Y Thok,
k=1

et les symboles de Christoffel donnés dans la Proposition 2.4.
3
Vo, 0n = Y TH0 =T1,0, + 5,0, + T'0. = 0.
k=1

3
Vo0, = Z 5.0, = 1130, + 350, 4 I'730..
=1

D’apreés la proposition précédente, tous les termes sauf I'l, = % fz sont nuls. Donc :
1
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3
1
0 = Z F§3ak = F%sﬁx + Fg:’,ay + Fg?ﬁz = §fy On

3
Vo, 0. = Z 330k = D330, + 330, + [350..

On remplace les symboles :

1 1

1

F§3:§<ff1’+fz)a F§3:§fy7 F§3:_§fx7

donc :
1 1 1
Vazaz = §(ffa: + fz) 8:6 + Efy ay - §fx az
]

Théoréme 2.2. [10/ Comme donné en (1.26),

R(0;,0;)0 = Vo,Vo,0k — Vi, Vo,0r — Vig,0,0k, (2.20)

ot 0;, 0;, Oy sont les vecteurs de la base de coordonnées, la courbure de Riemann de la variété M
est déterminée par les composantes éventuellement non nulles suivantes :

R(0:,0.)0; = § oz O,

R(02 000 = f fuaOu = = oy 0y = $fuu 0.
(00.0:)0, = 3.fuy O,
(94, 0:)0; = 3 iy O

R(0,,0:)0, = 5y, O
(9 000 = 11 Foy O = 5 i Oy = 3o 0.

Démonstration. Soit une variété de Walker tridimensionnelle (M, gs), dont la métrique en base
(Oy, Oy, 0) est donnée en (2.3).

La version covariante du tenseur de courbure s’écrit :

R(D;,0;)0 = ZR,W

jm~ ik

3
ot Ry, = 0;(T%,) — 0;(T%) + > (T4, I — T4, T
m=1

D’apres la Proposition 2.4, les seuls symboles de Christoffel non nuls sont :

F%3_F31_ erm F%g—rggg— Qf?h Fil’)?):%(ffx"i_fz)a
Fgg = _nya F§3 = _ny-
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En utilisant la formule du tenseur de courbure :

kij kj~ mi ki~ mj

3
Ry =0Ty, — 0, % + Y (Tt —TRTh,))
m=1

nous obtenons successivement :

R(0y,0,)0, = R(0s,03)0; = R'303 01 + R?303 00 + R?393 03
R(0y,0,)0, = R'323 0, + R%303 Oy + R?330,

=0, (5£)0 = 2 Fuy

R(0y,0,)0, = R(02,05)02 = R'323 0, + R?393 0y + R?393 0.
1 1
o (- Lot
R(01,03)05 = R'3130, + R?31300 + R’31305

R(0,,0,)0, = R'3130, + R?3130, + R’3130.
= R'3130; + R%313 Oy + R’313 0,

= {&Fég — sl + Ty T35 — D3y T
+ Dol — TaplTy + Tislss — F§3F§3}ﬁx
+ {51F§3 — 0513y + T} Ty — 5,11y
+ 7,15 — T, 05 4+ T35 — F§3F?3}8y
+ {81F§3 — 0319 + I} T35 — 5T}y
+ 5,035 — T5,0'%5 + T'3,l'5; — F§3F?3}82'
En utilisant les symboles de Christoffel connus :

1

fy> FgS =35

S

1 1 1
F%SZ ifxa F;%,s:ﬁ(ffx"i_fz% F§3:_§

et tous les autres Ffj intervenant ici sont nuls.
Alors :

R(0.,0.0. = {0.(3(/ o+ 1) = 0.(812) — 12 = 12}
o (=3 fo, + {o: (- 34 Jo.

1 € 1
= éffm: aa: - éfmy ay - éf;rz az

1 € 1
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R(0y,03)03 = R'303 01 + R?393 05 + R’303 03
R(0,,0,)0, = R'3230p + R%303 Oy + R?3030,

= {82F§3 - 6’?I%:s + F§1F§3 - Félrés
+ D505 — Tapl'55 + Dol's5 — leﬁ?,rg?)}ar
+ {82F§3 - 83F%3 + Fglfég - F§1F;3
+ 15,15 — T35, + T5305 — F§3F§3}8y
+ { 8o, — A5, + T T, — Tl
+ 5505 — T3,155 + [5515; — I‘§3F§3}82.
En utilisant les symboles de Christoffel connus :
g3 = %fya I35 = %(ffm +f.), T3= —gfyyv I35 = _%fccy’

et tous les autres Ffj intervenant ici sont nuls .

Alors :
1 1 € 1
R(aya az)az = ay(éffx + §fz)ax - §fyy ay - §fxy 82
1 € 1
= éffxyaa: - §fyy ay - §f;ry az
1 € 1
R(a?ﬁ aZ)az = §ffxy 895 - §fyy ay - Ef:cy az

R(01,03)0, = R'Y1301 + R*113 00 + R?113 05
R(0y,0.)0, = R'113 05 + R*1130, + R*113 0,

— {alr}ﬂ — 01, + T T}, — T4 T
+ T, — Tipl') + DT, — F§3F§’1}0x
+ {0, — oy, + TS, — T3+ o,
+ {8IF§1 — 05T}, + T3 1%, — T3, 17, + - - }32_
En utilisant les symboles de Christoffel connus :

1
Fé1 = éfxa Fh = F%l = Fzﬁ =0,

et tous les autres I‘fj intervenant ici sont nuls .

Alors :

R(0y,0.)0, = 01T, 0,

1

1

Université du Burundi 38 Faculté des Sciences



Sur les courbes biharmoniques dans les variétés de Walker de dimension trois

[

2.4 Courbes géodésiques sur les variétés de Walker de di-
mension 3

Ici, nous étudions les courbes géodésiques tracées sur une variété de Walker tridimensionnelle,
en mettant ’accent sur les courbes ayant une composante constante ou linéaire.

Rappelons qu’une courbe v dans M est dite de type temps (respectivement de type espace, de
type lumiére) a 'instant ¢ si 7/(¢) est un vecteur de type temps (respectivement de type espace, de
type lumiére). La courbe ~ est dite de type temps (respectivement de type espace, de type lumiére)
si y/(t) est de type temps (respectivement de type espace, de type lumiére) pour tout ¢ € I [19, 11].

La géométrie euclidienne ne posséde pas de courbure, et une droite y représente le chemin
le plus court entre deux points. En revanche, en Relativité Générale, ’espace est courbé par la
masse. Une géodésique est la notion de ligne droite adaptée a un espace courbe, c’est-a-dire qu’une
géodésique est (localement) le chemin le plus court entre deux points de I’espace ou une courbe
qui minimise la longueur.

Définition 2.5. Soit v : I — (M, g) une courbe. On dit que v est une géodésique ou une courbe
harmonique si elle est solution de l’équation d’Fuler—Lagrange

T(v) = V() =0, (2.21)

ou 7(y) est la tension (ou courbure vectorielle) et 7' (t) est le vecteur tangent unitaire a 7.
La fonction énergie associée est

B0 =4 [In ol
I
1
— 5 [9tre. v d
I
Remarque 2.3. Soit v(t) une courbe définie sur un owvert U C M, avec les fonctions coordonnées

Y (t),2(t),v3(t). Alors v est une géodésique ou une courbe harmonique de M si et seulement si
ses fonctions coordonnées vy vérifient :

d27k k d’)/z dej ! /
7+ SISO =0, powr /()= O k= 1.2 (222)
En effet,On part de la définition de la dérivée covariante le long de la courbe v(¢) :

Vv’ ’7/7

ou 7/(t) est le vecteur tangent a la courbe.
En coordonnées locales {0;}, on peut écrire
_ &

"(t) = — =4, 0;.
v'(t) o i 0;
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La dérivée covariante le long de v est alors :
Vot = Vi0,(40;)-
En utilisant la linéarité et la régle de Leibniz pour la dérivée covariante :
Vx(fY) = X(f)Y + fVxY,

on obtient o _
V' =4 Va, (7, 05)

=i [(@'%‘) 0; + 7 Vaﬁj] (2.23)
= Yi Y Ok + i 5 Ty Ok -
En factorisant J, et, en utilisant la simplification ; 4% — 4%, on arrive a la forme classique des
équations géodésiques :

Vo = (% +T55(7) ;Yj)ak- (2.24)
A partir de I'équation (2.24), on a
Vo' =0 <= 4 +T5(7) 4495 = 0.
Ceci s’écrit avec la sommation par
Vi =0 < G+ Y TH() % =0.
i,

(a) Equations caractéristiques des géodésiques dans une variété de Walker 3D.
Soit (M, gs) une variété de Walker de dimension 3, munie de la métrique

g = 2dvdz +edy® + f(x,y,2)d2?,

ot € = 1 et f est une fonction lisse.
D’apres I'équation géodésique, on obtient :

H1 4 2D 15(7) 193 + 2D35(7) 4233 + Tiz(7) (3)° = 0,
2+ T35(7) (43)% = 0, (2.25)

Fs +T33(7) (43)* = 0.

En substituant les symboles de Christoffel dans (2.25), le systéme géodésique devient :

(

14 Fo (V) s + [y (1(8) Aeys + %(f(v(t)) fo(v(®) + f-(4(1))) (33)* = 0,

2 = 3 £,(1(8)) Gis)? =, (2.26)

s — 5 £,00(0) (s =0,

Ainsi, une courbe
V() = (n(t),72(t),75(t))

est une géodésique de (M, gy) si et seulement si elle satisfait le systéme (2.26). Ces équations
sont appelées les équations caractéristiques des géodésiques de la métrique de Walker gy.
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(b) Courbes avec composante constante dans (M, g¢) pour une fonction f arbitraire.
(i) Si v est constante, alors

1) = (e.9(0), 75(1)

est une géodésique si :
£y (0)) At 5 (FH0)) £l (0) + £ (2(0) ()2 = 0,
52— 34,(1(0)) Gis)? =0

Le produit métrique le long de v est :

00 1 o0
(V7Y = (31,%2,93) [ 0 € 0 Yo | = 29193 + e(52) + f(53)°
10 f(z,y.2)) \Ay

Sid=0:
(3,%) = e(%2)* + f(33)?,
et son caractére causal est :
< 0, si~estdetype temps,
(7,%) ¢ =0, si~y est de type lumiére,
> (0, si~y est de type espace.

(ii) Si 9 est constante :
V() = (n(t), e, 75(t))
est une géodésique si :

i+ £000) ks + 5 (FOELGO) + £00) ) =0,
Y3 — _fy< (1) (43)* = 0.

Le produit scalaire par la métrique ¢ le long de v est :
(3,4) = 29173 + f(33)%,
et son caractére causal :
< 0, si~yestde type temps,
(%,4) ¢ =0, si~y est de type lumiére,
> (0, si~y est de type espace.

(iii) Si 3 est constante :
n1=0, =0 =0
Alors
Y(t) = (art + ag, bit + by, c),  (,%) = at + b2,
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et le caractére causal est :
> (0, si~y estde type espace,

(¥, %) . '
=0, si~ estde type lumiére.

Ainsi, v(t) = (a1t + as, bit + by, ¢) est de type espace si a? + b? # 0, et de type lumiére
sia? + 02 =0.

Remarque 2.4. Soit M une 3-variété de Walker stricte, admettant un champ vectoriel paralléle
nul engendré par 0,.. Alors M peut étre caractérisée par une fonction f = f(y, z), indépendante de
x. Les courbes géodésiques satisfont :

£ 0(0) s + 3 £(1(8)) (s)? =0,
2 = 34,01(2)) Gio)? =,
s = 3 (1(0) Gis)? =0
St A3 = ¢1, alors toute courbe de la forme
V() = (n(t),72(t), eat + e2)
est une géodésique. Si c1 = 0, la géodésique est une droite
v(t) = (a1t + ag, bit + b, c2),
avec caractére causal dépendant de by :

— by =0 : type lumaiére,
— by # 0 : type temps.
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Chapitre 3

Courbes biharmoniques dans les variétés de
Walker de dimension 3

Ce chapitre constitue le noeud de notre travail. Nous y établissons les équations différentielles
caractérisant les courbes biharmoniques dans une variété de Walker, puis nous en déduisons les
conditions d’existence des trajectoires non géodésiques correspondantes.

Enfin, nous illustrons ces résultats a travers des exemples concrets.

3.1 Courbes paramétrées dans ’espace de Minkowski [15, 19]

Définition 3.1. On peut définir une courbe dans l’espace de Minkowski R? de deux maniéres :

1. Paramétrisation :
v :la,b] CR — R, t— () = (9(t),11(t),72(1)),

ot Yo(t) est la composante temporelle et v1(t),72(t) sont les composantes spatiales.

Le vecteur tangent
7'(8) = (1), 71 (1), 12 (t))

définit une direction tangente (droite orientée) si et seulement si
7'(t) # (0,0,0).
2. Equation implicite : Si la courbe est définie par une fonction f : R3 — R telle que
fa, 2!, %) =0,

alors le plan tangent a la courbe en un point P = (x3, z},x3) est donné par

0 0 0
OF(P) (a0 — ) + 9L (P) (o — nd) + ST (P) (o — ) = 0.

Remarque 3.1. Dans R}, le vecteur tangent 7' (t) peut étre :
— du type temps si (v',7) <0,
— du type espace si (v',7') >0,
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— du type lumiére si (7/,+) =0,
ce qui définit le caractére causal de la courbe.

Définition 3.2. Soit une courbe paramétrée
vilab) CR— R}, t—q(t) = (2°(t),2' (1)),
ou plus généralement dans R3 :
V() = (@o(t), m1(t), (1)),

ot xo(t) est la composante temporelle et x;(t) les composantes spatiales.
Un point singulier v(to) est un point ow

¥ (to) = (zo(to), T1(to), w2(to)) = (0,0,0).

Pour une courbe définie implicitement par f : R? — R ou f : R} — R, un point singulier
(20, 24, 28) est un point ou

Par un changement de paramétrisation, si y(t) définit une courbe paramétrée, et si
Qb : [Ca d] — [CL7 b]

est une fonction lisse, alors

Y(u) = v((u))
définit une nouvelle courbe paramétrée. C’est la méme courbe parcourue a une vitesse différente.
Pour les dérivées, on a :

V(u) = ¢'(w) v (6(),  7"(w) =¢"(u) 7 (6(w)) + (& () 7" (¢(w)).

Remarque 3.2. Dans R?, le vecteur tangent +'(t) peut étre temporel ((v',~') < 0), spatial
((7,~') > 0) ou lumiére ((',7') =0), ce qui définit le caractére causal de la courbe.

Définition 3.3. Soit
vila b — Ryt a(t) = (10(t), 1(1), (1),
une courbe paramétrée dans [’espace de Minkowski muni de la métrique
(z,9) = —Toyo + 1191 + T2Y2.

On dit qu’une courbe réguliére dans l’espace de Minkowski v est :
— spatiale (ou de type espace) si tous ses vecteurs tangents sont de type espace, c’est-a-dire

(Y(t),7'(t)) > 0;

— temporelle (ou de type temps) si tous ses vecteurs tangents sont de type temps, c’est-a-dire

(' (1),7'(1)) <0;
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— lumiere(ou isotrope) si tous ses vecteurs tangents sont de type lumiére, c’est-a-dire

(' (®),7'(1)) = 0.

Définition 3.4. La longueur de la courbe dépend de son caractére causal :
— Si v est du type espace, on pose :

b b
L) = [ Vo = [ i @)
— Siy est du type temps, la quantité \/— (7' (t),'(t)) est appelée longueur propre :

ww:/¢%wmwmﬁ. (3.2)

— Si vy est lumiére (nulle), alors (7' (t),7'(t)) = 0 pour tout t et la longueur propre est identi-
quement nulle. Dans ce cas, on ne peut pas paramétrer la courbe par sa longueur ; on utilise
un paramétre affine A tel que

Y(A)#0 et Vo' (A)=0. (3.3)

Définition 3.5. Une courbe paramétrée 7y : [a,b] — R? est dite réguliere en ty si v'(ty) # 0. Elle
est dite k-réguliére en ty si elle est k-fois dérivable en tg et si les vecteurs

7/<t0)a 7/,(t0)7 ) ’Y(k)(to)

sont linéairement indépendants au sens de la géométrie de Minkowsk:.

g(¥'(t),7'(t)) #0  pour tout t € [a, b].

On peut alors la reparamétriser par sa longueur d’arc .
On définit, pour tout ¢ € [a, b],

)= [ sty fdu= [ )] o (3.4)

Ou s(t) est la rectification de la courbe 7, c¢’est-a-dire sa longueur d’arc depuis le point initial
t=a.

3.1.1 Repére de Serret—Frenet dans R}

Soit
v:ICR— R}

une courbe paramétrée par la longueur d’arc (c’est-a-dire une courbe unitaire de type espace ou
temps).
On pose

+1, sila courbe est de type espace,
(T'(s),T(s)) =e1, ou &=
—1, sila courbe est de type temps.
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En appliquant la relation (1.1), on obtient

d

25 T(8): T(s) = 0. (T'(s), T(s)) + (T(s), T'(s)) = 0
)

& 2(T'(s),T(s)
& (I"(s), T(s)) =0

Ainsi, le vecteur T"(s) est orthogonal & T'(s) et donc colinéaire au vecteur normal unitaire N(s)

tel que
(N(s),N(s)) = ey ==1.

Il existe alors une fonction bien définie x(s) telle que
T'(s) = eak(s) N(s). (3.5)

Le vecteur binormal unitaire est défini par

- -

B(s) =T(s) AN N(s)

Jj k
=T T T3,
N1 Ny Nj
On peut éviter de calculer explicitement N(s) et utiliser la formule alternative du triedre de
Frenet : , "y
"t) A
B(t) = 7/( ) 7”( )
I (@) Ay @)
ou

~'(t) = vecteur vitesse, 7”(t) = vecteur accélération,
et ou A désigne le produit vectoriel lorentzien dans R3.
Enfin, on a

(B(s), B(s)) = €3 = €1 €2.

Ainsi, le triplet {T'(s), N(s), B(s)}, ot T'(s) est le vecteur tangent unitaire, N(s) le vecteur normal
principal et B(s) le vecteur binormal, forme un repére de Serret—Frenet pseudo-orthonormé direct
au point v(s) dans R3.

3.1.2 Courbure dans R?
Soit
v:I —R3

une courbe paramétrée par la longueur d’arc. Ainsi, la norme lorentzienne du vecteur tangent reste

constante :
(T'(s),T(s)) =¢e1 = =£1.

La direction de T'(s) peut varier méme si sa norme est constante. Cette variation mesure I’écart
entre la courbe et une géodésique rectiligne.

Définition 3.6. On appelle courbure de la courbe, la fonction définie par

k(s) =V I{T'(s), T'(s))] - (3.6)
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3.1.3 Torsion dans R

En appliquant la relation (1.2) sur le vecteur binormal
B(s) =T(s) N N(s),

on obtient
B'(s)=T'(s) NN(s) + T(s) AN'(s) =T(s) A N'(s). (3.7)

On écrit alors B'(s) comme combinaison linéaire des vecteurs de la base {T', N, B} :
B'(s) = e1(B'(s), T(5)) T(s) + 2{B'(s), N(s)) N(s) + e3(B'(s), B(s)) B(s).
D’aprés (3.7), B'(s) est orthogonal & T'(s) et a B(s), donc colinéaire & N(s). Ainsi,
(B(s),T(s)) =0,  (B'(s), B(s)) = 0.
Définition 3.7. Il existe donc une fonction réelle 7(s) telle que
B'(s) = ea7(s) N(s), (3.8)

et T(s) est appelée torsion de la courbe .

3.1.4 Formules de Serret—Frenet dans R?

Proposition 3.1. Soit v : I — R? une courbe paramétrée par la longueur d’arc, et {T, N, B} son
repere mobile de Serret-Frenet. Alors les équations de Frenet-Serret dans R3 s’écrivent sous forme
matricielle :

T’ 0 £9k(S) 0 T
N'| = | —e1k(s) 0 e37($) N|. (3.9)
B’ 0 —e97(5) 0 B
ol
g1 =(T,T), e =(N,N), e3=(B,B)=¢e,
et

k(s) =V (T'(s), T ()] = IT' (), 7(s) = es(N'(s), B(s)),

sont respectivement la courbure et la torsion de la courbe 7.
Les relations entre les vecteurs T, N et B sont :

TAN:€1€QB, N/\B:EflT, B/\T:€2N,
ot A est le produit vectoriel lorentzien dans R3.

Démonstration. Soit v : I — R} une courbe paramétrée par la longueur d’arc et {T, N, B} son
repére de Serret—Frenet.
Par définition, T'(s) est le vecteur tangent unitaire :

T(s)=4(s), (T,T)=¢e; ==l
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La dérivée T"(s) est orthogonale a T'(s) :

d

(T'.T) = 5 (T.T) = 0.

N —

On définit la courbure comme
K(s) = [T, T")|.

Ainsi, T'(s) est colinéaire au vecteur normal N(s) :
T'(s) = eak(s)N(s),

ou g9 = (N, N).
Le vecteur binormal étant défini par

B(s) =T(s) ANN(s), (B, B) = €3 = €1¢69.
On dérive B(s) et on a :
B'(s) =T'(s) NN(s) +T(s) At N'(s) =T(s) AN N'(s),

puisque T"(s) A N(s) est colinéaire & B A N = 0.
Ecrivons N'(s) dans la base {T, N, B} :

N'(s) =aT(s)+bN(s) + cB(s),

avec a = e (N',T), b =e9(N', N) =0, et ¢ = e3(IN', B) = 7(s) par définition de la torsion.
En utilisant B’ =T A N’ et la linéarité

B'(s)=T(s)AN'(s)=aTANT+bTAN+cTANB=cTAB.

Or TN B = —g,N, donc :
B'(s) = —eg9¢ N(s) = —ea7(s)N(s).

On obtient ainsi le systéme matriciel (3.9) .

Remarque 3.3. Soit v : I — R3 une courbe paramétrée par la longueur d’arc. Alors examinons

les cas sutvants :

— Clas d’une courbe de type espace avec un vecteur normal de type espace ou temps. Alors les

formules de Serret—Frenet s’écrivent :

T 0 &9k 0 T
N | =1 -« 0 €3T N,
B’ 0 —E&9T 0 B

avec
51:<T,T>:1, 62:<N,N>, 63:<B,B>:€152.

Sieg = (N,N) =1 (c’est-a-dire N est de type espace) et e3 = (B,B) = €169 =1-1=1

(donc B est également de type espace), alors le systéme (3.10) devient :

T’ 0 x 0 T
Nl=1|l- 0 7 N |,
B’ 0 —7 0 B

Le systéme (3.11) a pour dimension 9.
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— Clas d’une courbe de type temps avec un vecteur normal de type espace ou temps. Alors les
formules de Serret—Frenet s’écrivent matriciellement :

T 0 ek O T
N/ = R 0 E3T N s
B’ 0 —E&9T 0 B

avec
g1 = <T, T> = —1, E9 = <N, N>, £3 = <B,B> = £1&9.

3.1.5 Courbes hélices dans R?

Définition 3.8. L’ensemble des courbes dont le vecteur tangent fait un angle constant avec un
vecteur paralléle le long de la courbe est appelé 'espace des courbes hélices.

Définition 3.9. [22/ Soit v : I C R — R? une courbe réguliére, paramétrée par la longueur d’arc,
et munie d’un vecteur tangent unitaire T (i.e. ||T| =1).
On dit que v est une courbe hélice si, pour tout champ de vecteurs X paralléle le long de la courbe
(i.e. Vo X =0), on a

(T, X) =c,

ot ¢ est une constante non nulle.

Remarque 3.4. Soit v : I — R3 une courbe paramétrée réqulicre et normale, de vecteur tangent
unitaire T'. Alors v est une courbe hélice si le rapport

-
— =c¢ (constante non nulle),

ou Kk est la courbure et T la torsion.
Exemple 3.1. Soit la courbe donnée par
~(t) = (acost,asint,bt), a,b>0,

appelée hélice. On trouve sa reparamétrisation par la longueur d’arc ou sa rectification :

t
5<t>:/ V(asinu)? + (acosu)? 4 b2 du = tva? + b2.
0

Si l'on suppose que a® + b> =1, on peut se ramener ¢ s =t. Alors :
T(s) =4'(s) = (—asins,acoss,b), T'(s)=(—acoss,—asins,0),

et donc '(s)
s
k(s)=a, N(s)=-——— = (—coss,—sins,0).
(s) (s) ()] ( )
On en tire
B(s) =T(s) ANN(s) = (bsins, —bcoss,a) = —ON(s) + ...

La courbure est constante k(s) = a ainsi que la torsion 7(s) = b, donc T/K est constante non
nulle.

Université du Burundi 49 Faculté des Sciences



Sur les courbes biharmoniques dans les variétés de Walker de dimension trois

Si l'on suppose (a* + b* # 1, on obtient en général :

a b
—, 7(8) = —.
Va2 + b? Va2 + b2

On donne maintenant des formules pour calculer la courbure et la torsion dans le cas d’une
paramétrisation quelconque (mais toujours bi-réguliere).
Soit y(s) la reparamétrisation par sa longueur de la courbe y(t), i.e.

K(s) =

alors :
V() =T (s(t), +"(t) =s"(1T(s(t) + ('(t))*w(s(t)) N(s(1)),
Y (t) = s"(H)T(s(t))

On en tire donc :

~~
V)
I
—~
~+~
~—r
V)
~
—~
~+~
~—
~~
V)
~
—~
~+~
~—
~—
w
X
—~
»
—~
~+
~—
~—
~—
—~
»
—~
~+~
~—
~—
—~
V)
~
—~
~+
~—
~—
w
\]
—~
»
—~
~+
~—
~—
—~
»
—~
~+
~—
~—

det(v'(£),7"(t),7" (1)) = (s'(1))"k(s(t))*7(s(2)),

d’otu les formules classiques :

/ t /\ 1 t d t / t 1 t n t
) < IWOA O et/ (0.407"(0) 512
(@)l 17'(&) Ay ()]
Enfin, le repére de Serret-Frenet (T, N, B) dans R3 est donné par :
T" = kN,
N' = —kT + 7B, (3.13)
B'=—7N.
Le systéme (3.13)s’écrit matriciellement par :
p T 0 k(s) 0 T
P Nl =]|-r(s) 0 7(s) N |, (3.14)
B 0 —7(s) O B

ou k(s) et T(s) désignent respectivement la courbure et la torsion de la courbe paramétrée par ’arc
s.

3.2 Courbes biharmoniques dans les variétés de Walker de
dimension 3 [20, §]

3.2.1 Quelques définitions

Définition 3.10. Soient (M, gr) et (G, hy) deux variétés pseudo-riemanniennes de dimension
trois. Une application lisse
v (M,g;) — (G, hy)
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est dite harmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle d’énergie

1
B() =5 [ 1o du,, (3.15)
M
ot dvg, est l’élément de volume associé a gy.
Le champ de tension associé est
7(p) := trace Vdyp = 0, (3.16)

ou V est la connexion induite par les connexions de Levi-Civita de M et G.

Définition 3.11. Une application @ est dite biharmonique si elle est un point critique de la
fonctionnelle de biénergie

1
Bx) =5 [ Ir(e)Pdu,. .17
M
Son équation d’Fuler—Lagrange est
Ta2(ip) = trace (V¥V¥ — VE)7(p) — trace R (dip, T(¢))dyp = 0, (3.18)
ot To(p) est appelé champ de bitension.

Définition 3.12. Soit f € C*°(M,R) avec f > 0. Une application ¢ est dite f-harmonique si elle
est un point critique de

Er(p) = %/MfldsOIdegf' (3.19)

L’équation d’Euler—Lagrange correspondante est

71(p) = f7(p) + dp(grad f) = 0. (3.20)

Définition 3.13. Une application ¢ est dite f-biharmonique si elle est un point critique de

1
Bas() =5 [ FIr(e)du, .21
M
L’équation d’Euler—Lagrange est

725 (0) = [ 72(0) + (Af) T(9) + 2 Vi ;7(9) = 0. (3.22)

Définition 3.14. Une application ¢ est dite bi- f-harmonique si elle est un point critique de

1
Bralo) =5 [ Ir(e)du, (3.23)
M
Son équation d’Fuler—Lagrange est

Tr2(p) = trace (V2 f V97p(p) — [ VEVPT1(9)) + f R (14(), dp)dep = 0. (3.24)
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Définition 3.15. Soit v : I — (M, g) une courbe non nulle paramétrée par la longueur d’arc s ou
par la rectification s. La courbe est biharmonique si elle satisfait a I’'équation d’FEuler-Lagrange

7(7) = V3T — R(T,V:T)T = 0. (3.25)
ou T = ~'(s) est le vecteur tangent unitaire ,

7(7) = Vi (7'(7)) - R(T, T(*y))T, avec

7(v) = VT (champ de tension),
VaT (troisieme dérivée covariante de T'),

R(T,NV,T)T (terme correctif di a la courbure).

La fonction de biénergie associée a (3.25) est :

@mzé/wmww
. ! (3.26)

— 5 [[9tr). ) s

1

3.2.2 Courbes biharmoniques dans (M, g;)

Soit (M, g¢) une variété de Walker de dimension 3, dont la métrique est donnée par
gy =2drdz +edy® + f(x,y,2)dz?, &=+l

D’aprés le théoréme 2.1, les composantes non nulles de la connexion de Levi-Civita associée a
gr sont :

1

vﬁmaz = Efa: aa:a
1

Vi,0 = 5y O (3.27)
1 1 1

Vaﬁz - §(ff;t + fz) a:t + §fy ay - §fz 3z-

La courbure de Riemann est donnée par les composantes éventuellement non nulles :
R(axaaz)ar = %f:c:r: a:(:v R(axaaz)ay = %fxy 8x7

R(8y,0.)05 = L fuy Ou, R(8,,0.)0, = L £,y 0, (3.28)
R(z,0:)0: = 1 f faw O + L fay Oy — 2 fry 0ur R(Dy,0.)0: = L f fry On + L £y 0y — L [y 0.

(a) Calcul du champ de bitension 75(7)

Soit v : I — (M, g¢) une courbe réguliére paramétrée par l'arc (parameétre s), de vecteur
tangent unitaire 7' = +/(s) tel que

(T,T) =&, € {~1,+1}.
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On suppose que v n’est pas géodésique, c’est-a-dire VT # 0. Le repére de Frenet (T, N, B)
le long de v satisfait :

VTT = liN, VTN = —51€QI€T + TB, VTB = —€2€3TN,

ou g5 = (N,N), e5 = (B, B), et k,7 sont la courbure et la torsion. Ici T' agit comme la

d d?
dérivation le long de la courbe : T'(k) = d—ﬁ T%(k) = d—lz
s

Le champ de tension est
7(v) = VT = kN,

et le champ de bitension est défini par
() = Var(y) = R(T, 7(7))T.
En calculant terme & terme, on obtient :
Vo1 (v) = Vr(kN) =T(K)N + kVrN.
Or
VrN = —e1e9rT + 7B,

donc
Vrr(y) = T(k) N — €169 *T + KTB. (3.29)

En dérivant I'expression (3.29) terme a terme ,on obtient :

Vi (y) = VT = Vo (Vrr(7))
=Vr(T(k) N — 162 k> T + k7 B)
=Vr(T(k)N) + Vr(— 152k’ T) + Ve (k7 B)
=T*(k) N +T(k) VN — 182(T(k*) T + °V7T) 4+ T(k7) B + k7 VB
=T*(k) N +T(k)( — €162 T + 7 B) — 2e1606 T(k) T — €162 6° N
+ (kT(1) + 7T(K)) B — e85 k7> N.
Ainsi,
() = =319k T(K) T + (T?(k) — €162 K> — €963 /-@7'2) N

+ (kT(7) +27T m) B — R(T,V;T)T
(3.30)
= —3e189kT(K (
)

)
+ (T?*(k) — €162 K* — e9e3 KT )N
(HT +2TT/<;)B—/1RTN)T

(b) Calcul de R(T,V,T)T dans (M, gy)

Dans les coordonnées (z,y, z), les composantes non nulles de la métrique g sont :

9zz = Jzz = 1a Gyy = €, 922 = f7

et I'inverse de la matrice des composantes est

—f 0 1
(¢)=10 1/e 0
1 0 0
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(i) En appliquant la formule
Fk = 1 M (@gje + 0jgie — aégij)>

on obtient les coefficients de Christoffel non nuls (symétriques en 7, j) suivants :

F;z :Fix - %fxa ng :Fiy = %f?ﬁ
. 1
Fzz = %(f fx + fz)a ng = _g fy; (331)

(ii) Le tenseur de courbure R, (R(0;,0;)0k = Rj.0,,) a pour seules composantes non nulles,
pertinentes pour nos calculs, des expressions contenant les dérivées secondes de f. Les
composantes non nulles essentielles s’écrivent :

Rizz = %fwm gzy =3 fxy7 Rizz = %ffrxv
1 1
Rifm -3 fwy7 yzy 2 fyyv RZzz -3 ff:cy’ (3-32)
gzx = 2_8 fI:lh zzy fyyu
1
Rzzm = 73 fxocy Rzzy =3 fxy.

Toutes les autres composantes indépendantes peuvent se déduire par les symétries classiques
du tenseur de Riemann ; ci-dessus seules apparaissent celles qui seront effectivement utilisées
(elles montrent que la courbure dépend uniquement des dérivées secondes de f).

(iii) Soient les composantes de 1" et N dans la base (9,, 0y, 0,) :
T=T7%0,+1TY0,+T70,, N = N*0, + NY0, + N~*0,.

Le tenseur agit comme

(R(T,N)T)"™ = R™yq T" N°T*,

et, en utilisant les composantes (3.32), on obtient les composantes de R(T, N)T' dans la
base canonique :

(R(T,N)T)" = L T~ (—Nx T% fop — (N*TY + NYT) f,, — NV TV fyy)
+%TZNZTZ (f foz + fof), (3.33)

(R(T, N)T)" = Zg (N”” T% fo + NVT? f,y — N* TV fyy), (3.34)

(R(T,N)T)* = L1 T* (N”” T% fou + NYT? fo, — N* T fxy). (3.35)
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(iv) En procédant par une projection sur la base de Frenet et en souhaitant maintenant expri-
mer R(T, N)T dans la base (T, N, B) ; écrivons

R(T,N)T = RiT + Ry N + Ry B,

ou, par définition des projections et la non dégénérescence de la métrique,

Ry =&, (R(T,N)T, T), (3.36)
Ry = &5 (R(T, N)T, N), (3.37)
Ry = &5 (R(T, N)T, B). (3.38)

Ici E; — <Ez, Ez) € {:‘:1} pour El = T, E2 = N, E3 = B.
En utilisant les composantes (3.33)—(3.35) et la forme du produit scalaire g, on obtient des
expressions explicites (en coordonnées) :

R =e (— f (R(T,N)T)" + (R(T, N)T)Z>,
Ry =gy <<€ (R(T, N)T)y>,
Ry = —f (R(T,N)T)" + (R(T,N)T)",
Puisque pour deux champs de vecteurs
U= (U*UY U, V=(VVYV?,
le produit scalaire associé¢ a la métrique gy s’écrit
(U V) = gyUV?! = UV + U V® +cUVY + f(x,y,2) UV,

ol g;; désigne les coefficients de gy (forme équivalente a l'utilisation directe de g et de g7'), la
substitution des expressions (3.33)—(3.35) dans cette formule fournit alors les composantes

R17 RQa RS

en fonction des composantes de T, N et des dérivées secondes de f.

On sait que V7T = kN, on a
R(T,VyT)T = kR(T,N)T = k(RiT+ Ry N + R3 B). (3.39)

Dongc, par substitution de (3.39) dans (3.30) , on obtient la décomposition compléte de la bitension
To(7y) sur la base de Frenet :

Ta(7) = <—3 e162k T (K) — /{R1> T
+ (TQ(“) — €169 K> — E9E3 KT? — /{Rg) N

+ <T(I€T) +rT(T) — IiRg) B.
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L’annulation de 73(y) se réduit donc au systéme explicite de trois équations scalaires (composantes
le long de T, N, B) :
—3e189kT (k) — KRy =0,

T%(Kk) — €169 K3 — €983 KT? — K Ry = 0, (3.40)
T(kt)+ kT (7) — Kk R3 = 0.

Exemple 3.2. Considérons le cas linéaire f(x,y,z) = ax + by + c. Dans ce cas particulier les
dérivées secondes de [ s’annulent :

Joa = fay = fyy = 0.

D’apres les formules pour les composantes du tenseur de courbure (voir (3.32)) toutes les compo-
santes pertinentes de Ry s’annulent, donc

Ry = = R(T,N)T =0.
Ainsi Ry = Ry = R3 = 0 et le systeme (3.40) se simplifie en :
-3 E1&9 KT(K) = O,

3 — ekt =0, (3.41)

T%(k) — €169
T(kt)+rT(T) =0.

Etudions les solutions géométriques non triviales (cas k # 0, la courbe n'est pas géodésique).

1. Pour la premiére équation de (3.40).
Comme k # 0 on a

donc k est une constante le long de 7.

2.Pour la deuxiéme équation de (3.40).
Puisque r est constante, T*(rk) = 0. La deuziéme équation devient donc

—E&1&9 KJ3 — E9€3 KJTQ =0.
En divisant par k (non nul) et par o (qui vaut £1), on obtient
—811’112 —837’2 = 0,

ou encore

e ——— (3.42)
€3
Interprétation : la relation (3.42) implique 7> = (—&,/e3) k2. Puisque k* > 0, on en déduit

que T € R <= —&1/e3 > 0. Autrement dit :
— Si gy et g3 sont de signes opposés alors la relation peut étre satisfaite par des constantes
réelles k, T ;
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— Sieq et eg sont de méme signe, alors l’égalité entraine nécessairement k = 0, ce qui rameéne
au cas géodésique trivial , en contradiction avec ’hypothése k # 0.

3.Pour la troisiéme équation (3.40).
Développons T'(kT) + KT(T). Puisque k est constant,

T(kT)+KT(1) =kKT (1) +rT(1) =2cT(T).

La troisieme équation s’écrit donc
2kT(1) =0.

Avec k # 0, on conclut T(1) =0, donc T est aussi constante le long de .

En conclusion, dans le cas linéaire f = ax + by + ¢, toutes les solutions non géodésiques de
léquation T5(y) = 0 satisfont :

(i) Kk est une constante non nulle;

(ii) T est une constante ;

(iii) les constantes vérifient la relation 72 = —(g1/e3) K.
Donc, geométriquement, on obtient des hélices (courbure et torsion constantes) sous la contrainte
de signature ci-dessus. Si la contrainte de signe ne permet pas T réel alors il n’y a pas de solution
non géodésique réelle dans ce cas particulier ,la seule solution réelle est la géodésique k = 0.
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3.3 Courbes biharmoniques non géodésiques dans les variétés
de Walker 3D

Cette section est consacrée a l'exposé des résultats essentiels de notre travail, regroupés dans
les Théorémes 3.1, 3.2 et 3.3.

3.3.1 Reésultats principaux

Soit (M, gf) une variété de Walker de dimension 3 munie de la métrique
gy =2drdz +edy® + f(v,y,2)dz?, &= +1,

et v(s) : I C R — M une courbe paramétrée par la longueur d’arc s. On note 7' = +/(s) le vecteur
tangent, N le vecteur normal principal et B le binormal, avec les signatures

51:gf(T,T), 52:gf(NaN)a 53:gf(B7B)'

Théoréme 3.1. Si une courbe y(s) dans (M, gs) est biharmonique, alors ses invariants de Frenet
satisfont nécessairement :

K # 0,
k*+ 7%= R(T,N,T,N),
7', — —&1&9€3 R(T, N, T, B),

ou k et T désignent respectivement la courbure et la torsion de vy, et R est le tenseur de courbure

associé a gy-.

Démonstration. La condition biharmonique pour une courbe paramétrée par ’arc est donnée par :

79(7y) == V2T — R(T,V¢T)T = 0.
A T’aide du triédre de Frenet (T, N, B) :
VTT = K,N, VTN = —6162/€T + TB, VTB = —62837’N,

on obtient :
V2T = k'N — e169k*T + k7B,
ViT = (K" — k1% — £162k°)N + (3K'T + k7') B — €169kK'T.
Comme V71T = kN :
R(T,V+T)T = k R(T, N)T.

En utilisant les symétries du tenseur de courbure :

R(T, N)T = R(T\N,T,N) ; N R(T,N,T, B)B’
€9 €3
o R(T,N, T, N R(T.-N.T.B
R(T,VTT)T:I{( (7 y 4 )N+ (7 y 4 )B>
€9 €3

() = ViT — R(T,V1T)T =0,
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ol, avec les formules de Frenet,
VAT = (K" — k1? — g162k°) N + (3k'T + k7') B — 1695k T,

et

T,N, T, N T.N.T.B
R(T;VTT)T:H(R( s 4V, L )N+R< y 4V, 4, )B)

£9 €3
En substituant dans 75(7) = 0, on obtient ’équation vectorielle compléte

R(T,N,T,N)
€2

R(T,N,T,B)

)N+ (3/{’7‘+/@7" —K
€3

(m” — kT2 — 159K — K )B — 169k’ T = 0.

En identifiant les composantes devant T, N et B dans 73(y) = 0, il vient :

— g189kK =0,
R(T.N, T N
k' — kT? — €169K% — /{—( N, T, N) =0,
€2
R(T,N,T, B)

€3

3T+ KT — K =0.

Si k # 0,alors la premiére équation entraine ' = 0, donc £” = 0. En simplifiant alors par x, on
obtient :

R(T,N,T,N
eyt - TENTN) - )0 = = R(T,N,T,N),
2
et
7'/ = —€1€2€3R<T, N, T, B)
Ainsi, v est biharmonique implique
Kk # 0,
k?*+712=R(T,N,T,N),
T = —51€2€3R(T, N, T, B)
ce qui établit le théoréme. O

Théoréme 3.2. Soit y(s) une courbe dans (M, gy). Si~y est biharmonique non géodésique, alors
ses imvariants de Frenet vérifient nécessairement :

(
Kk = constante non nulle,

T = constante,
€
K24 = oy (N2,

E1E92€3€E
7= fu NVT B,

ot T", N*, B désignent les composantes de (T, N, B) dans la base (0, 9y, 0s).
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Démonstration. Pour la métrique gy, les symboles de Christoffe]l non nuls (symétriques en 1, j)
sont :

sz—rzz_gfxa Fyz_rzy_2fy7

T 1 z
Fzz:%(ffz—i_fZ)? ng:_if% Fzz:_%fag'

Les seules composantes du tenseur de courbure R(7, N)T qui interviennent dans le systéme
biharmonique sont :

R(T,N,T,N) = —= f,,(N")*(T*)?,
2 (3.43)
2 _
R(T.N,T.B) = — fy N'T"B".

En substituant ces composantes dans le systéme du Théoréme 3.1, on obtient :
€
K241 = —3 fou(NV)2(T7)?,
c’est-a-dire .
2 2 2 2
2= —§fyy(Ny) (T7)° — K=
De plus, la seconde équation du systéme donne :

T = —c1e0es (—% JuN'T*BY) = 515;535 fuy NVT*BY,

On en déduit finalement le systéeme

Kk # 0,
™ = =2 [y (V)T = 2,

_ 51%535 £, NVT* BV,

7_/

]

Théoréme 3.3. Soit y(s) une hélice dans (M, g¢), ¢’est-a-dire une courbe avec k, T # 0 constants.
Si 7y est biharmonique, alors elle satisfait nécessairement :

£
K2+ T2 = D) Suy (Ny)Q(TZ)Qa
c (3.44)
R(T,N,T,B) = —5 fyy NYT*BY = 0.

Démonstration. Soit y(s) une hélice dans (M, gf), c’est-a-dire une courbe telle que k # 0 et 7 # 0
sont constants. Comme 7 est paramétrée par la longueur d’arc, sa tension biharmonique est donnée
par

72(7) = Vo + R(Y, V') = 0.

En projetant cette équation sur la base de Frenet (T, N, B), on obtient :

K"+ Kk1? — k3= g(R(T,N)T,N) = R(T,N, T, N) &,
2k'T + k' = g(R(T,N)T,B) = R(T,N,T, B).

(3.45)
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Comme v est une hélice, on a
k' =0, 7 =0.

Ainsi, la seconde équation de (3.45) devient immédiatement
R(T,N,T,B) = 0.
La premiére équation de (3.45) se réduit a
—k(k*+7%) = R(T,N,T,N) k.

Puisque x # 0, on obtient
k> +7>=—R(T,N,T,N). (3.46)

Dans la géométrie de (M, gf), la composante de courbure pertinente est donnée par
R(T,N,T,N) = —g Fuy (NV)2(T?)2. (3.47)
En substituant (3.47) dans (3.46), on obtient finalement
n2+72:—%fyy (NY)?(T%)?, car —e =¢==%£l.
et la seconde condition s’écrit
R(T,N,T,B) = —% Fuy NVTZBY = 0.

Ce qui achéve la démonstration. O

3.3.2 Exemples et corollaires
Exemple 3.3. Considérons la variété de Walker (M, gr) définie par la métrique associée est
gy = 2dxdz + dy* + (ay® + b2*) d2*

avec
flz,y,2) =ay* +b2° a,beR, e=1.

On étudie une courbe v(s) = (x(s),y(s), z(s)) paramétrée par la longueur d’arc s, de vecteur
tangent :

T=+(s) = («,¢/,2).
Pour simplifier, nous prenons :
x(s) = s, z(s) = s, y(s) a déterminer.
Ainsi,
T=(1,9,1).
La norme de T' relativement a g5 est
95(T.T) = 22"2" + (y)* + f(2,y,2) (')’ = 2+ (¥')* + ay® + bs”.

On impose que 7y soit paramétrée par ’arc :

gs(T,T) =61 = 1.
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(a) Conditions biharmoniques
Pour une variété de Walker 3D, le Théoreme 3.1 impose pour une courbe biharmonique non
géodésique :
Kk # 0,
k*+ 7%= R(T,N,T,N),
T = —E1E2€3 R(T, N, T, B)

Or, le tenseur de courbure d’une métrique de Walker donne ici :

R(T, N, T, N) = = [y (N9(T)? = =5 (2) (N"(1)* = —a(N")?

En choisissant NY =1 (normalisation simple), on obtient :
K24+ 712 = —a.
Pour que v soit réelle et non géodésique, il faut
K*+1m>0 = a<0.

(b) Construction d’une solution explicite
Prenons par exemple :
a=-1 = kK +77=1

Un choiz simple consiste a prendre

Ainsi, la courbe

vérifie les équations de Frenet avec
2 2
T:(L%,l), li:T:\/T_,

et le tenseur de courbure donne bien :
k*+712=1=R(T,N,T,N).

Toutes les équations du Théoréeme 3.1 sont donc satisfaites : la courbe v est biharmonique
non géodésique dans (M, g¢) lorsque f(x,y,z) = —y* + bz>.
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Exemple 3.4. Considérons la variété de Walker 3D munie de la métrique
gy =2drdz +edy® + f(x,y,2)d2?, e=1.
Définissons une hélice paramétrée par la longueur d’arc s dans (z,y,z) :

v(s) = (pcos(ws), psin(ws), cs),

ot p > 0 est le rayon de l’hélice, w > 0 la fréquence angulaire, et ¢ > 0 la pente le long de l'axe z.
Le vecteur tangent est alors :

T =7'(s) = (= pwsin(ws), pwcos(ws), ¢), ||T| = v/ p*w?+ 2.

Par normalisation de T', on a le vecteur unitaire :

1
T = ——(— pwsin(ws), pw cos(ws), c).

[02? + 2
On définit la triedre (T, N, B) par :

T’ 1
N=——=——(— pw?cos(ws), —pw?sin(ws), 0),
7 = T )

B =T x N (orthonormalisé pour compléter le triedre).

Choisissons une hélice de courbure et de torsion constantes :

Ainsi, pour qu’une hélice vérifie la propriété de biharmonicité, il est nécessaire que la condition
du Théoreme 3.2 soit respectée.

K+ 7%= R(T,N,T,N) = —%fyy(Ny)Z(TZ)?

Substituons les composantes choisies, par exemple :
NY =sing, T? =sinf, e=1.

Alors :
10
(sin ¢)2(sin 0)?

Pour que Uhélice soit complétement biharmonique, il faut également :

5=1242%= _%fyy(sin(b)Q(sin@)Q = Jw=-

R(T,N,T,B) = —%fnyyT"By —0.
Cette condition est satisfaite en choisissant :
BY = 0.

Nous constatons que la fonction f(z,y, z) peut donc étre choisie de sorte que f,, = —10/((sin ¢)?(sin 6)?)
le long de la courbe. Alors, la courbe y(s) définie par le triedre (T, N,B) avec k = 1, 7 = 2 et
BY =0 est une hélice biharmonique non géodésique dans (M, gy).
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gy =2dxdz +edy* + f(x,y,2)dz% e = £1, f(x,y,2) : fonction quelconque.
T : vecteur tangent unitaire (rouge)

N : vecteur normal principal (vert)

B = T AN : vecteur binormal (violet)

FIGURE 3.1 — Représentation schématique de 1’hélice biharmonique dans la variété de Walker 3D.

Corollaire 3.4. Dans une variété de Walker de dimension 3, toute géodésique est biharmonique.
Réciproquement, une courbe biharmonique v est une géodésique si et seulement si sa courbure
géodésique est nulle, c’est-a-dire

k= 0.

Démonstration. Soit (M, gr) une variété de Walker de dimension 3, et soit
y: I CR— M, s~ v(s)

une courbe paramétrée par sa longueur d’arc. On note T" = +/(s) le vecteur tangent unitaire, et
Vr la dérivée covariante le long de .
L’équation d’une courbe biharmonique s’écrit

() = ViT — R(T,V1T)T =0,
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ol R désigne le tenseur de courbure de la variété. La courbure géodésique de v est donnée par
k= [|VrT],

et I'on a, d’aprés les formules de Frenet,
V1T = kN,

ol N est le vecteur normal unitaire.

(1) Toute géodésique est biharmonique.
Si v est une géodésique, alors par définition V7T = 0. En substituant dans I’équation (3.25), on
obtient :
() = V3T — R(T,VT)T = ViT.
=0

Mais V7T = 0 implique successivement V2T = 0 et V5T = 0, donc 7»(y) = 0. Ainsi, toute
géodésique est bien biharmonique.

(2) Réciproque : condition sur la courbure géodésique.
Si la courbe biharmonique ~ vérifie k = 0, alors

VT = kN =0,

ce qui signifie que 7 est une géodésique.
Réciproquement, si v est une géodésique, alors par définition V71T = 0, donc k = 0.

Ainsi, une courbe biharmonique 7 est géodésique si et seulement si sa courbure géodésique est
nulle :
v géodésique <= Kk = 0.

]

Corollaire 3.5. Soity: 1 C R — (M, g) une courbe biharmonique dans une variété de dimension
3. Alors v est une géodésique si et seulement si sa courbure k est nulle, c¢’est-a-dire :

k= [IVyll = 0.

En particulier, si Y =0, c’est-a-dire si la quatrieme dérivée covariante de v par rapport d sa
paramétrisation par la longueur d’arc est nulle :

Vj/}/ - O,

alors vy est de la forme

1 1
’7(8) = 60183 + 50282 + 038 + 04,

avec C; € R3 des constantes vectorielles.
Dans ce cas, v est une géodésique si et seulement si Cy = Cy = 0, ce qui équivaut a

Y'(s) =0 ou k=0.

Ainsi, v est alors une droite paramétrée, conformément a la définition des géodésiques en dimension
3.
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Démonstration. Soit v : I C R — (M, gs) une courbe paramétrée par sa longueur d’arc, avec
~" =T la tangente unitaire. Rappelons que la courbure x de 7 est définie par

k= |VsT|.
La courbe 7 est une géodésique si et seulement si
VT =0 <<= k=0.

En effet, par définition, une géodésique est une courbe dont 1’accélération covariante est nulle.
Une courbe 7 est biharmonique si elle satisfait 1’équation

() = VaT — R(T,V7T)T = 0,

ol R est le tenseur de courbure de la variété (M, gy).
Si v est une géodésique, alors VT = 0. En substituant dans I’équation de biharmonicité, on
obtient

7(y) = V3T — R(T,0)T = 0—0 = 0.

Alinsi, toute géodésique est automatiquement biharmonique.
Supposons que
Viy =0.

En dimension 3, cela implique que 7(s) est une courbe cubique dans un repére adapté :

1 1
’)/(S) = 60183 + 50282 + 035 + 04,

ou C1, 0y, Cy, Cy € R? sont des constantes vectorielles.
La condition de géodésique V1T = 0 se traduit alors par

Cl - 02 - O,
ce qui réduit (s) & une droite paramétrique :
v(s) = C3s + Cy.

Ainsi, dans une variété de Walker de dimension 3, la géodésicité d’une courbe biharmonique
est équivalente a

k=0 <= V7I'=0.

Exemple 3.5. Soit v:1 C R — (M, gy) la courbe donnée par

9s3
v(s) = 3s?
33+ s+6

Vérifions que v est une géodésique dans une variété de Walker généralisée.
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Méthode 1 : via la dérivée covariante.
La métrique de Walker généralisée en dimension 3 est

gr = 2dvdz + dy* + f(x,y, 2) dz*.

Le vecteur tangent a la courbe est

Dans la base {0y, 0y,0,}, on a
VrT = (VeT)' 0, + (VT)? 0, + (V1T)? 0.,

ol

(VoT)F = 2*" (s Z Ihat(s)a?'(s), k=1,2,3.

i,j=1

Les seuls symboles de Christoffel non nuls sont :

1 1 1 1 1
Y =—f, Y. =—f, 12 ==f, I ==f,, IZ =—-f.
2z 2f K71 2fy Tz 2f yz 2fy zz 2f
On obtient alors :

1

(Vo) =a" — §fx<2/)27 (3.48)
1

(VaT)’ =y" = S1,(+)’, (3.49)

1
(VoT)? = 2"+ 2f, ' 2 + 2f /2 + 3 JACAR (3.50)

Ainsi,
VT — o1 n2\9 o1 n2)9 "9 V) 1 N2)9
T 2" =5 fe(2)7)0. + sf(2)7)0y + (2 +2fpa’d +2f /2 + 5 f.(2)7)0.
= VT = ”—§fy(z)
z”+2fxx’z’+2fyy’z’+%fz(z’)Q

Comme
=275, y' = 6s, 2 =952 +1,

on obtient
" — _fm< ) = 54ds — _fx<98 + 1)

- §fy( Z)?=06- —fy(98 +1)%
2+ 2f, 1+ 2f 2 + S f.(2)F = 185 + 5457 f(9s® + 1) + 125, (95 + 1) + 1 £.(9s* + 1)2.
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En choisissant le long de la courbe

Y

108s 1 s+ 108s“ f, + 24s
;= 08 ;o 2 F 365+ 108 f, + 245,
C (952 4+ 1) (952 +1)27 o (952 + 1)

chaque composante de (3.51) s’annule.
Ainsi,
ViT =0 = 7 est une géodésique dans (M, gy).

Méthode 2 : via la dérivée quatriéme.
On remarque que y(s) est polynomiale de degré 3 en s. Calculons les dérivées successives

275> 54s
Y(s)=1 6s |, A'(s)=1] 6 |,
92 + 1 18s
54 0
7///(8) _ 0 : 7(4)<S) — 0
18 0

Comme Y¥(s) = 0, la courbe est cubique et vérifie une équation géodésique du type

VT =0,

ce qui confirme une nouvelle fois que 7y est une géodésique dans (M, gy).
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Conclusion

Au terme de ce travail, nous avons étudié en détail la géométrie différentielle des variétés de
Walker tridimensionnelles, en mettant particuliérement 1'accent sur les géodésiques et les courbes
biharmoniques qu’elles admettent.

Dans un premier temps, nous avons déterminé explicitement la connexion de Levi-Civita asso-
ciée a la métrique

g = 2dvdz + edy® + f(z,y,2) d2?,
puis en avons déduit les équations caractéristiques des géodésiques. Ces équations ont permis
d’identifier plusieurs classes de courbes selon le type causal (spatial, lumineux ou temporel), notam-
ment les géodésiques a composantes constantes, dont la nature dépend étroitement de la fonction
f.

Dans un second temps, nous avons étudié les courbes biharmoniques en calculant explicitement
leur champ de bitension et en établissant les conditions nécessaires des courbes biharmoniques
non géodésiques. Cette analyse met en évidence 'existence des telles courbes, phénomeéne rendu
possible par la structure dégénérée des variétés de Walker, ot la présence d’une distribution iso-
trope autorise des trajectoires d’énergie d’ordre supérieur distinctes des géodésiques classiques.
Nous avons également montré l'influence déterminante de la fonction f(z,y,z) sur la structure
géométrique, en particulier lorsque f ne dépend pas de x, correspondant aux variétés de Walker
strictes. Dans ce cas, les équations se simplifient et révélent certaines symétries, confirmées par les
exemples présentés, qui illustrent la richesse géométrique obtenue.

Les résultats obtenus constituent une contribution a la classification locale des courbes biharmo-
niques dans les géométries de Walker et ouvrent plusieurs perspectives :

— I’étude des courbes f-biharmoniques et bi- f-biharmoniques ;

— l'extension aux variétés de Walker de dimensions supérieures.

Ainsi, les variétés de Walker apparaissent comme un cadre naturel pour 'analyse des équations
variationnelles d’ordre supérieur, offrant un terrain propice a de futures investigations.
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