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Résumé

Le mémoire intitulé "Quelques inégalités sur les sous variétés de type demi-lumiere de co-
dimension deux" développe les inégalités optimales sur les sous variétés de type demi-lumiere
d’une variété Lorentzienne.

En effet, a partir des inégalités et des notions existants sur les sous variétés d’un espace réel
prouvées par Bang Yen Chen Ricci, nous avons développe la théorie et les applications des
inégalités optimales sur les sous variétés de type demi-lumiere qui consiste a déterminer les
relations impliquant les principaux invariants intrinseque et extrinseque sur les sous-variétés
de type demi-lumiere de codimension deux.

Les mots clés : courbure, sous-variétés de types demi-lumieres, variétés Lorentziennes
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Abstract

The dissertation entitled "Some inequalities on half-light type submanifolds of codimen-

sion two" develops the optimal inequalities on the submanifolds of type half-light of a Lorent-
zian variety.
Indeed, from existing inequalities and notions on the submanifolds of a space real proven by
Bang Yen Chen Ricci, we developped the theory and apps optimal inequalities on the sub-
manifolds of half-light type which consists of determine the relationships involving the main
intrinsic and extrinsic invariants on the half-light type submanifolds of codimension two.

Key words : curvature, half-lightlike submanifold, lorentzian manifold.
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Quelques inégalités sur les sous-variétés de type demi-lumiere de codimension deux

Avant-propos

Ce mémoire rentre dans le cadre de I’obtention du diplome de Master en Didactique des
Sciences, option Mathématiques et s’oriente dans le domaine de la géométrie et physique.
11 développe la théorie et les applications sur les inéquations optimales pour les sous-variétés
de type demi-lumiere de codimension deux, qui consiste a déterminer les relations impliquant
les principaux invariants intrinseéques et extrinseques.

L’idée de ce mémoire est venue du constant que la géométrie de sous-variétés d’une variété
riemannienne est entierement développée; elle est la contre partie des sous-variétés de type
lumiere dont les sous-variétés de type demi-lumiere est I’une de classe spéciale de cette der-
niere.

En effet, c’est a partir des notions existantes pour les sous-variétés que nous avons développé
la théorie et les applications sur les inéquations optimales.

ix
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Introduction générale

Les inégalités optimales sur les sous-variétés de type demi-lumiere de codimension deux
ont une importance capitale dans les domaines de mathématique en particulier la géométrie et
la physique.

Etablir les relations impliquant les principaux invariants intrinséques et extrinséques pour les
sous-variétés est I’un des problemes fondamentaux dans la théorie des sous-variétés. Quelques
principales inégalités pour les sous variétés d’un espace réel sont initialement prouvées par
Bang-young chen (1996) [6], [7], [8], [9].

Des inégalités relatives ont été établies pour les différentes classe d’une sous-variété rie-
mannienne dans une variété ambiante dotée de différentes classes de structures géométriques
variées [2], [19].

M. Gulbahar, E. Kilic, and S. Keles [12] ont prouvé quelques inégalités générales d’une
sous-variété de type r-lumiere d’une variété semi-riemannienne.

En 1992, D.H Jin et Bejancu ont introduit une classe speciale appelée sous-variété de type
demi-lumiere M de codimension 2. Les sous variétés de type demi-lumiere est le cas spécial
d’une sous-variété de type r-lumiere tel que r > 0.

Récemment B. Chen [6] a montré toutes les applications significatives pour ces types d’in-
égalités a une sous variété non-dégénérée. Il est naturel de trouver une sous-variété de type
lumiere dans une variété semi-Riemannienne, a cause de sa métrique indéfinie. La théorie
générale des sous-variétés de type lumiere a €té développée dans [16] dont le travail a été pré-
senté sous forme d’ouvrage. La principale différence entre les sous-variétés de type lumiere
et sous-variétés non dégénérées (de type demi-lumiere) est le fibré vectoriel normal TM~* qui
intercepte le fibré tangent 7M. Ainsi les auteurs [12] et [15] ont donné quelques relations
impliquant la courbure sur I’hypersurface de type lumiere d’une variété Lorentzienne.

Le principal but de notre travail est d’établir les relations impliquant les principaux inva-
riants intrinseques et extrinseques pour les sous-variétés de type demi-lumiere d’une variété
Lorentzienne a partir de quelques inégalités optimales sur les sous variétés de type demi-
lumiére de codimension deux.

Le travail s’articule sur trois chapitres. Le premier chapitre introduit quelques notions de
base sur géométrie différentielle qui permettent de comprendre la suite du travail. Il s’agit des
notions de difféomorphisme, immersion, submersion et plongement; variétés différentielles;
Espace tangent a une variété différentiable ; fibré tangent ; différentielle d’une application entre
les variétés différentiables.

Le deuxieme chapitre développe quelques notions de Géométrie de sous-variétés semi-riemannienne :
variétés semi-riemannienne, sous-variétés semi-riemannienne, équations de base des sous-
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variétés semi riemannienne, sous-variétés de type lumiere.

Dans le troisieme et dernier chapitre du travail développe les notions de sous-variétés de type
lumicere et inégalités optimales.

Une conclusion générale est donnée a la fin du travail et quelques développements des in-
égalités optimales.
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Chapitre 1

Quelques notions de base sur la géométrie
différentielle

1.1 Difféomorphisme, Immersion, Submersion et plongement
On se donne n, p € N*, avec p < n, et k € N* N {eo}.

Définition 1 (Difféomorphisme) Soient U et V des ouverts de R".
On dit que [ :U — V est un difféomorphisme si f est une bijection et si f et sa réciproque
sont de classe C*.

- On dit que f est un C*-difféomorphisme local en x € U, s’il existe Uy et Vi(x) voisinages
respectifs de x dans U et de f(x) dans V tels que Vs = f(Uyx) et I'application induite :

J 1 Ux = Vi(y) estun Ck-difféomorphisme [3].

Définition 2 (Immersion) Soit a un point d’un ouvert U de RP.
On dit que f : U — R" est une immersion de classe C* en a si f est de classe CX, et df, est
injective; si ceci est vérifié en tout a € U, on dit que f est une immersion [3].

Définition 3 (Submersion) Soit a un point d’un ouvert U de R".
On dit que f : U — R"™P est une submersion de classe C* en a si f est de classe C* et df, est
surjective; si ceci est vérifié en tout point a € U, on dit que f est une submersion [3].

Définition 4 (Plongement) Soient N et M deux variétés de classe ck>1.
On dit que f : M — N est un plongement de classe C* si f : M — f(M) est un homéomorphisme
et f est en tout point une immersion [3].

Exemple 1 Des exemples immédiats de ces définitions sont respectivement l’identité
R" — R",
I’injection
x:RP = R, (x1,...,xp) = (x1,...,%5,0,...,0)
et la projection

TR = R"P (x1,...,x,) = (X1, ,X0—p)

3
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1.2 Théoreémes

Théoréme 1 (Forme normale locale des immersions ) .

Soient U un ouvert de R? contenant 0 et f : U — R" une immersion de classe C* en 0 telle
que £(0) = 0. Alors il existe A une C*-difféomorphisme local en 0 € R tel qu’au voisinage de
0:hof(x',--- ,x") = (x',---,x7,0,--- ,0) « changement de coordonnées au but » [21].

Théoréme 2 (Forme normale locale des submersions) .

Soit U un ouvert de R" contenant 0 et soit f : U — R"™P une submersion c* en 0 telle que
£(0) = 0. Alors il existe ¢ un ck-difféomorphisme locale en 0 € R tel que :
foo(x!,--- x") = (x',--- ,x""P) « changement de coordonnées a la source » [21].

Théoréme 3 (inversion locale) .

Soient U etV deux ouverts de R" et f : U — V de classe ¢,k > 1. On suppose qu’il existe
xo € U tel que dt(Df)y, # 0, il existe alors un ouvert U' € V contenant x tel que f /v est un
ck-difféomorphisme de U' — (V') [21].

On applique le théoreme d’immersion locale pour démontrer les théoremes 1 et 2, On a :

Vg: ()C],'-- ’xp,yp-i-l’” : ’yn) = (f1<x)>"'fp(x)afp+l(x)+yp+17"'fn<x) +yn> (11)

dans le cas d’une immersion, apres permutation éventuelle des (f;)

Vi (- xX) = (), e p(x), X" P ) (1.2)

dans le cas d’une submersion. Cette clarification permet d’envisager des définitions d’espaces
géométriques de dimensions p et de régularité c* dans R”.

1.3 Variétés différentielles

1.3.1 Quelques notions sur un espace topologique

Soient M un ensemble et O une famille de sous-ensembles de M appelés ouverts de M
satisfaisant :

i) L’ensemble videet M € O;
ii) O est stable par I’intersection finie de ses éléments ;
iii) O est stable pour toute réunion quelconque de ses éléments.
Une famille (Qq) — {a € I} de O avec I un ensemble d’indices quelconque telle que Uy, € 1,

Qy = M est un recouvrement de M .

e Un recouvrement de M est dit localement fini si tout p de M possede un voisinage
rencontrant un nombre fini d’ouverts de ce recouvre ment.
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e Le couple (M, 0) est appelé espace topologique. Il est séparé si deux points distincts
peuvent étre séparés par 2 ouverts disjoints de M.

e L’espace topologique (M, O) est dit paracompact si de tout recouvrement ouvert de M
on peut extraire un sous recouvrement localement fini. Il est dit connexe s’il n’est pas réunion
de deux ouverts non vides disjoints.

1.3.2 Quelques notions sur une variété topologique

Une variété topologique est un ensemble M tel que :

— M est un espace topologique séparé paracompact.

— Tout point p € M possede un voisinage u € M homéomorphe a un ouvert de R" ou
n € N* est la dimension de la variété topologique.

— Si @ est un tel homéomorphisme, un couple (u, ) est appelé carte locale en p € M.

— Une collection {(u;,®;)}ics de cartes locales telle que M = Uju; est appelé Atlas de
M. Chaque ouvert u; est appelé voisinage coordonnée et chaque @; est une fonction de
coordonnées.

— Deux Atlas de M sont dits compatibles si leur réunion est un Atlas de M.

— Un Atlas maximal est un Atlas qui contient toute carte locale compatible avec lui.

1.3.3 Définition d’une variété différentielle

Un ensemble M est appelé variété différentielle de classe C* si :
- M est une variété topologique

- Il existe un Atlas {(u;, ¢;) }ic; de M tel que pour tout i, j € I tels que si u;Nuj # &, alors
I’application ;o0 @; ' : @;(u;Nuj) CR" — @;(u;Nu;) C R est de classe C*.
L Atlas {(u;,®;)}ics est aussi dite de classe C*.

Les fonctions @ jo®, I sont appelées fonctions de transitions ou changement de cartes. Ce
sont des difféomorphismes.

e Une variété différentiable est dite orientable si tous les changements de cartes sont a
jacobien positif.

1.3.4 Définition et exemples d’un difféomorphisme

Un difféomorphisme est une application bijective bicontinue et bidifférentiable; est un
homéomorphisme, bidifférentiable.

Exemples :

1. R” est un seul atlas fait d’une seule carte locale (R”,1d), Id application identité. C’est
un difféomorphisme.

2. Soit M une variété différentiable, chaque ouvert U de M est une variété différentiable.

3. Le produit cartésien de variétés différentiables. On considere le produit cartésien M x N
si (U;, ;)i € et (Vj,0)j € J sont des atlas différentiables de M et N respectivement.

5
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On montre que U; X V;,(0:,0;) (i j)erxs st un atlas de M x N et M x N est une variété
différentiable de dim = m x n.

1.3.5 Définition de deux variétés différentiables

Soient M et N deux variétés différentiables de dimension m et n respectivement.

e Une application f : M — R est différentiable en un point p € M s’il existe une carte
locale (M,0) de M en p telle que I’application fod~! est différentiable en x = ¢(p).

e Une application f : M — N est différentiable en un point p € M s’il existe une carte
locale (u,0) de M en p et une carte locale (V,y) de N en f(p) telles que
F:o(u) CR" — (V) avec fr = xofod~! soit différentiable en x = ¢(p). Cette définition ne
dépend pas de la carte locale choisie.

e f est différentiable sur M si elle I’est en tout point de M.

On note par C*(M) I’ensemble des fonctions f différentiables sur M.

1.4 Sous-variétés de R”

Définition 5 Sous-variété de R" : Soit M un sous-ensemble de R". On dit que M est une sous-
variété de R" de dimension p et de classe c¥, s’il vérifie 'une des assertions équivalentes
suivantes :

i) (Définition locale par redressement)
Pour tout x de M, il existe des voisinages respectifs U de x dans R" etV de O dans R",
ainsi qu’un C*-difféomorphisme f : U — V, envoyant x sur O, et telle que f(UNM)—
UnN(RP x{0})

ii) (Définition locale par fonction implicite)
Pour tout x de M, il existe un voisinage ouvert U de x dans R ainsi que f : U — R"7P
une C* submersion en x, telle que UNM — f~1({0})

iii) (Définition locale par paramétrage)
Pour tout x de M, il existe des voisinages respectifs U de x dans R et 'V de dans

R?, ainsi que f:V — RP une C* immersion en O, envoyant O sur x, et induisant un
homéomorphisme V. — U NM

iv) (Définition locale par graphe) Pour tout x de M, on a un voisinage U de x dans R", avec
identification linéaire R" — R? x R"™P, ouvert V de R? et une fonction f : V — R"P
de classe C* telle que U N M soit le graphe de f ¢ est-a-dire

UnM—{(y,f(y))/y eV} [17].

i) = ii) Soient x,U et f comme dans le point i) : on note fi,--- , f, les composantes de f.
Alors g: U = R" 7 x+ fpy1(x), -+, fu(x) est une submersion de classe Ckcar g — foM, et
g '{oh)y=unm

ii) = i) On va utiliser le théoréme de forme des submersions.
Soient donc x, u et f comme dans le point ii), et F — f(u+x), le théoréme nous donne ¢ : V —

6
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(U — x) un C*-difféomorphisme local tel que Fo(z',---,z") — (2#T1,---,2").
Ainsi 0~!(. —x) : U — V est un C* difféomorphisme envoyant x sur O,
etsiyc UNM,0— f(y) —F(y—x) —Foo[do~'(y —x)] =0doncy € M.

i) = iii) Soient x,U,V et f comme dans 1.
Supposons que f(x) —0 alors si W —V N (R? x {0}),W est un ouvert de R? et f~! (w est une
submersion C¥, et un homéomorphisme W — U N M.

iii) = i) on va utiliser le théoreme de forme normale locale des immersions. si x,U,V et f
sont comme dans 3, alors quitte a restreindre U et V, il existe un C"-difféomorphisme.

v:U — W, tel que W(x) —0et Wof:V — WnN(RP x {0}) est un c*-difféomorphisme.
Dans cette situation, (U NM) —yof (V) —WN(RP x {0}.

iv) = iii) On prend x, U,V et f comme dans iv), et on suppose que 0 € V et £(0) —0. Alors
F:y— (y,f(y)) est un homéomorphisme de V sur U N M qui est de plus une immersion en
O, vérifiant F(0) — 0.

ii) = iv) : Soient x,U, f comme dans 2. On pose f — (fi,---,fa—p) €t On suppose que
x — 0. Quitte a permuter les coordonnées, on peut supposer que la matrice
af;(0 . .
M 1 <i,j <n— pestinversible (1.3)
0Xp-ti
Comme f est une submersion, la matrice complete de ses dérivées partielles en 0 admet au
moins un mineur d’ordre n — p inversible.

Soit F Y= (yla T 7yp7f<y))
Alors dF est inversible (par blocs), d’inverse,disons z — (z1,-- - ,2p,&(z)). Quitte dans ce cas

a restreindre, U NM = f~1({0}) = F~1(R” x {0}) n’est autre que le groupe de g au dessus
de (R? x {0}) NA,.

1.4.1 Théoreme du rang

Soit U un ouvert de R" et V un ouvert de R”. On dit qu’une application f : U — V est une
application linéaire (Df)y, : R" — R? telle que :

f(xo+h) = f(x0) = (Df)xy — (Df)xy ()

li =0 1.4
& ol .
f(xo+h) = f(xo) = (Df)x,(h) +o(||2]]) (1.5)
ot 6(||k]]) — O lorsque (||k||) — 0
On montre que si (Df)y, existe, elle est unique et donnée par :
oft .. of!
oxy oxy,
D=1 1+ ... (1.6)
A i
axl E)xn
ol _ | -
%th (x()?.”7x8+t+'.'x8_fl<xo7'.'7x8)) (1-7)
ox/ =0 t



Quelques inégalités sur les sous-variétés de type demi-lumiere de codimension deux

est la dérivée partielle de la fonction réelle f7(x) par rapport a la jieme variable en xo.

(Df)x, est dite la différentielle de f en x, et la matrice qui représente (Df),, est dite la
matrice Jacobienne de f en xq [21].

R3 R2

. . %
Exemple 2 La fonction f : (,3,2) = (x—2z, —xcosy,x+ze")

est différentielle en O et sa

différentielle en O est :

1 0 -1 1 0 —1
(Df)(0,00) = | cosy —xsiny 0 =10 0
1 ze” e’ 1 0 1

(0,0,0)

Remarque 1 D(fog)x, = (Df)¢(x0) x (Dg)(x0)

1.4.2 Espace tangent a une sous-variété de R”
On se donne M une sous-variété C! de R” de dimension p et un point x € M .

Définition 6 Un vecteur v de R" est tangent a M en x s’il existe 8 > 0 et
C:] —8,8[— R" une courbe C' & image dans M telle que : C(0) = x et C'(0) = v.

On note T,.M I’ensemble des vecteurs tangents a M en x, que I’on appelle sous-espace (vecto-
riel) tangent a M en x

Proposition 1 /. Si U est un voisinage ouvert de x dans R",V un voisinage ouvert de 0 dans
R”, et f: U — V un c'-difféomorphisme tel que f(x) =0 et
fUNM) = (RP x{0})NV, alors : TM = (df,) "' (RP x {0})

2. Si'V est un voisinage ouvert de x dans R", et f : U — R"~P une submersion C' en x telle
que UNM = f~1(f(x)), alors : TM = ker(df)

3. Si U est un voisinage de 0 dans R?, U un voisinage de x dans R", et f :V — U un
paramétrage local de M en x avec f(0) = x, alors : TM = I,(d fo)

(1) La donnée d’une courbe C tracée sur M avec C(0) = x et C(0) = v équivaut a celle de
foc tracée sur f(UNM) avec foc(0) =0 et (]70\c)(0) = d f(v).ov les vecteurs tangents a une
courbe linéaire sont des vecteurs de cette courbe droite. En particulier, 7,M est un sous-espace
vectoriel de R" de dimension p.

Notez Bien : Si I’on remplace R par C et C! , les différentielles sont C-linéaire en tant que
différentielles de fonctions holomorphes, et donc 7, M est un sous-espace complexe de C".

(2) Sens C : si C est une courbe tracée sur M telle que C(0) = 0 et C(0) = v, alors comme
f(C(t)) = f(x) pour tout 7 petit car f est une équation locale de M pres de x, et donc d fy(v) =
0 : v € ker(dfy). Pour I'inclusion réciproque, on conclut simplement comme suit : T,M et
kerdf, sont des sous-espace vectoriels de R", dim TM = p, et f est une submersion donc
dim ker(df;) =n— (n— p) = p. Ainsi M = ker(d f)

8
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(3) Sens C : Soit v € R”; soit Y une courbe C! dans v, avec ¥(0) = 0 et #(0). Alors ¢ := foc
est une courbe ¢! tracée sur M, telle que C(0) = f(y(0)) = x et C(0) = dfy(v). L’inclusion
réciproque se traite & nouveau par un argument de dimension dim(Im d fy) = p, car dfy est
injective (f est une immersion en 0).

1

Exemple 3 (1)S" = f~!, oi f: R"™ 1 {0} = R, x+ ||x||?; ainsi T,s" = ker(v — 2(x,v)) = x.

(2) Soit f : U — R"P(U ouvert de RP) est c', M = graph(f) C R* ~RP x R"P, et xy €
u; on pose yo = f(xo) et u = (xo,yo0). Alors I’équation de u+T,M est : y —yo = d fx,(x — X,).

1.5 Espace tangent a une variété différentiable

1.5.1 Définition d’un espace tangent

Soient M une variété différentiable de dimension m et ¢ (M) I’ensemble des fonctions
différentiables sur M.

e Un vecteur tangent en un point p € M est toute application R-linéaire x, : ¢*(M) — R
satisfaisant la regle de Leibniz :

X, (f-8) =Xp(f)g(p)+ f(p)Xp(g), Vf,g € c™(M)

e [’ensemble des vecteurs tangents au point p € M est appelé espace tangent a M au point p
noté T, M.

L’espace tangent 7),M est un espace vectoriel de méme dimension que M.

e Une base de cet espace vectoriel est donnée par les vecteurs tangents ( 0 ) définis par

oxt
9
ox!

ou ¢(p) = (xl, +-+,x") est un systeme de coordonnées en p et (u',---,u") sont des fonctions
de coordonnées sur R™ et f € ¢*(M) sans cette base, un vecteur tangent en p s’écrit X, =

7% () (50)

p

o0~
= 9 (o)

p

avec X'(p) = X,,(x") les composantes du vecteur X, dans la base [21].

p

1.5.2 Autre définition de ’espace tangent a une variété différentiable

Vp € M", désignons ¢ I’ensemble des courbes y: [—1: 1] — M telles que y(0) = p V toute
carte locale (u,9) en p. Il est possible de trouver un € > 0 telle que Y[—¢,€| C u.

Vt € [—¢, €], une représentation en coordonnées de 7y est donc ¢oy :

doy:[-¢ge CR—-R"

9
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On définit une relation d’équivalence par: (Y~vY) < L (doy)(t)] =%(¢0Y)(t)

=0 t=0
c-a-d les 2 courbes ont méme vecteur tangent du point p = Y(0).

Deux courbes sont donc équivalentes si a travers les cartes locales elles ont « méme vecteur
tangent en 0 dans R™ ». L’espace tangent en p a M que 1’on note valence dans C par cette
relation.

Chaque classe d’équivalence [Y] représente un vecteur tangent en p a M. D’aprés la défini-
tion de la relation d’équivalence un représentant de chaque classe [y] est noté :

dy d
— 2 I R™ t = 1.
=" S (@o)(N)] R, 1=0 (1.8)
t=0
Les coordonnées composantes d’un vecteur de R se notent (xl X2 ,x™). Chaque vecteur

. . C d . p)
tangent 7, sera exprimé comme une combinaison linéaire de 5| et on a que la famille (W)

P
constitue une famille génératrice de I’espace tangent 7,M c-a-d (%) p constitue une base de

T,M. Soit X un vecteur tangent a M. Un vecteur tangent a M se note :

3,9 d

m o i J
= p

ici X'(p) = X,,(x')=composante de X en base %

1.5.3 Définition d’un espace cotangent

Soit M une variété différentiable de dimension m et T,M 1’espace tangent a M au point
p. T,M étant un espace vectoriel, il existe un espace vectoriel dual a 7,M dont les éléments
sont des applications de T, M dans R. Cet espace vectoriel est noté 7;M et on I’appelle espace
cotangent a M au point p.

Un élément de Ty M est appelé covecteur en p ou vecteur dual en p ou vecteur cotangent
en p. C’est une 1-forme sur M.

Une base de T;M est donnée par les covecteurs dxk (p) qui vérifient

dx*(p) (%(p)) =3 (1.10)

ou 83- est le symbole de Kronecker.

1.5.4 Définition d’un fibré tangent

On appelle fibré tangent de la variété M la réunion disjointe de tous les espaces tangents
T,M(p € M); c’est-a-dire TM = UpemT,M.

10
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Un élément de TM est un couple (p,X,) avec x,, o T,M. Pour une carte locale (u,{) en p
sur M avec coordonnées locales (x!,---,x™), le couple (p,X),) est représenté en coordonnées
par (X1,---, X" X' (p),--- , X" (p)) € R*".

Ainsi, TM est une variété différentiable de dimension 2m.

Un champ de vecteur est toute application x : M — T'M qui, a tout point p € M, associe un
vecteur tangent X, € T,M.

1.5.5 Définition d’un fibré cotangent

On appelle fibré cotangent de la variété M et on note 7*M la réunion des espaces cotan-
gents T, M, p € M, c’est-a-dire T*M = Upem T, M.

Un élément de T*M est formé par le couple (p,a) ol @ € T, M est une 1 forme sur M.
Comme TM, la variété T*M est une variété différentiable de dimension 2m

Une forme différentielle w sur M est une application qui, a tout point p € M, associe un
élément de T, M.

1.5.6 Différentielle d’une application entre les variétés différentiables

Définition 7 Une application différentiable d’une variété différentiable M dans une variété
différentiable N

e La différentielle de f en un point p € M est une application
fip s TyM — Tf(p)N

(1.11)
Xp— fep(Xp)
telle que £, (Xp)(g) :=X,(gof), Vg € C*(N),Vg € C*(N).
A une carte (u,¢) de M a un point p avec coordonnées locales (x',-- -, x™) correspond une
carte (v, ) en f(p) sur N telle que f(u) C v avec coordonnées locales (y!,---,y") ona:
d 0 d
o (5 ' L, oz 0 (L1
p

. . 9 P . s .
Cette expression donne une matrice par rapport aux bases (W) et (a—yl) f(p) qui détermine

p
I’application f * p

e le pull-back de f en un point p € M est une application
w— f*(w)

qui est telle que, VX, € T,M on a :
(f*w)(X) = w(f.X). (1.14)

11
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Chapitre 2

Géométrie des sous-variétés
semi-riemannienne

2.1 Variétés semi-riemannienne

Définition 8 [/8]Soit V un espace vectoriel réel, de dimension finie n. Une forme bilinéaire
sur'V est une fonction linéaire g : V XV — R,

e Elle est symétrique si pour tous, u,v €V ona : g(u,v) = g(v,u)
e La forme bilinéaire g définie sur'V est dite :

i) définie positive (respectivement négative) si v # 0, on a :g(v,v) > 0 respectivement
g(v,v) <0.

ii) Semi-définie positive (respectivement négative) si v # 0, on a g(v,v) > 0 (respectivement
g(v,v) <0).

iii) Dégénéré s’il existe v € V|{0} tel que g(v,w) =0V we V.

/////

On appelle indice de la forme bilinéaire g un entier naturel q qui est la dimension maxi-
male des sous-espaces vectoriels de V sur lesquels g est définie négative.
Onadonc0 < q<dimV.Siq=0alors g est définie positive.

Soit B = (ey,- ,e,) une base de V. Si q est symétrique, alors elle peut étre exprimée
comme une n X n matrice symétrique notée G = (g;;) avec g;; = g(e;, ;).

G est appelée matrice associée a la forme bilinéaire symétrique q relativement a la base
B.

Définition 9 1) On appelle produit scalaire semi-euclidien sur E, toute forme bilinéaire sy-
métrique non dégénérée.

2) Un espace vectoriel E munit d’un produit scalaire semi-euclidien est appelé vectoriel
semi-euclidien.

3) Rappelons qu’une forme bilinéaire symétrique peut étre représentée par une matrice
diagonale.

12



Quelques inégalités sur les sous-variétés de type demi-lumiere de codimension deux

Si cette forme est non dégénérée alors les éléments de la diagonale sont tous non nuls. On peut
supposer quitte a normaliser, que ces éléments sont constitués de 1 et -1. Le nombre ou bien
I’indice de la forme bilinéaire est alors le nombre k de fois qu’apparait -1.

On dit que cette forme est de signature (n — k,k) avec n qui est la dimension. Le cas ou
k =1 correspond a I’espace de Minkowski, k = 0 correspond a I’espace Euclidien.

Un vecteur v de I’espace vectoriel semi-euclidien V est dit :
(1) de type space si g(v,v) >0ouv=0;

(2) de type temps si g(v,v) < 0;

(3) de type lumiére (ou isotrope) si g(u,v) = 0etv # 0.

L’ensemble des vecteurs isotropes dans V' est appelé cone de lumiere qu’on note souvent

A={veV[{0}/g(v,v) =0}.
La catégorie a laquelle un champ de vecteurs appartient s’ appelle caractere causal.

Définition 10 Soir (V,g) un espace semi-euclidien de type lumiere. On appelle radical de V
le sous-espace vectoriel de V noté Rad 'V défini par :

RadV ={E#0€V/g(&v)=0,veV} 2.1)

2.1.1 Meétrique semi-riemannienne

Définition 11 [20] Une métrique semi-riemannienne (ou un tenseur métrique) est une famille
des applications suivantes
g TMxTM— R (x €M)

telle que :
i)Vx € M, g:M est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée ;
ii) SivX,Y € I'(TM), la fonction g(X,Y ), = g(Y,X) est différentiable

iii) L’indice de g est constant et noté Ind M, c’est-a-dire qu’il existe p € N,
Vx e M, Ind(T:M) = p.

La métrique g est supposée de signature constant (p,g) ol g est la dimension maximale des
sous-espaces de T,.M sur lesquels g, est définie négative.

Définition 12 Une variété semi-riemannienne est une variété munie d’une métrique semi-
riemannienne.
Soit (M, g) une variété semi-riemannienne alors :

- Si g =0, g est une métrique riemannienne et le couple (M, g) est une variété rieman-
nienne. En d’autres termes, une variété riemannienne est une variété sur laquelle la métrique
g est définie positive. - Si q = 1, g est une métrique lorentzienne et (M,g) est une variété
lorentzienne.
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Les composantes du tenseur g sont données par g;; = <%, %} et pour tous vecteurs X,Y €
T.M.Ona

gx(X,Y) =Y giX'y/
i,j
= Zg,-jdx,-®de
i,j

Définition 13 Soir (M, g) une variété semi-riemannienne, ¢ : M —)0,+oo| une application
lisse, alors (M,0,g) est une variété de méme signature que (M,g). On dit que (M,0,g) est
comforme a (M, g) de facteur de conformalité ¢

2.1.2 Connexion linéaire
Soit (M, g) une variété pseudo-riemannienne d’indice constantg € {1,--- ;m}, m=dim M.
Une connexion linéaire sur M est une application [5]

V:T(TM)xI'(TM) - T'(TM) 22)
(X,Y)— VxY
et qui vérifie les propriétés suivants :
) VixZ+VyyZ = fVxZ+hVyZ
i)Vx(fY+hZ) = fVxY +hVxZ+ (Xf)Y +(Xh)Z
) VX, Y,Zel(TM) et Vxf=df(X)=Xf avec f,h € C*(u).

Etant donné une connexion linéaire V sur M, on appelle torsion sur M de la connexion V,
’application
T :T(TM)XI'(TM) — T(TM)

(X,Y) — VxY —VyX —[X.Y] (2.3)

La variété M est sans torsion si et seulement si 7 = 0 ce qui est équivalent a
[X,Y] = VxY — VyX ot VyX est la dérivée covariante de Y par rapport & X particulierement
pour un (0,2)-tenseur 7 on a

VxT(Y,Z) = X(T(Y,Z)) - T(VxY,Z)—T(Y,VxZ). (2.4)

Pour toute variété semi-riemannienne (M, g) il existe une seule connexion sans torsion et com-
patible avec la métrique g. Cette connexion s’appelle connexion de Levi-Civita de (M, g).

Une connexion V est compatible avec la métrique g si et seulement si Vg = 0 ¢’est-a-dire
que la dérivée covariante de g est nulle.
De la relation (2.4) ceci est équivalent a

X(g(Y,Z2)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (2.5)

pour tous X,Y,Z € I'(TM).
La relation (2.5) est la condition de compatibilité d’une connexion V avec une métrique g.
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2.1.3 Tenseur de courbure

Définition 14 On appelle tenseur de courbure un (1,3)-tenseur sur M défini par [20]

R:T(TM)XT(TM) x T(TM) — T(TM)

(X,Y,Z) — R(X,Y)Z (2.6)

avec R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vx y|Z pour tous X,Y,Z € I(TM).

On associe au tenseur de courbure riemannienne les propriétés suivantes :
(1) R(X,Y,Z,W) = —R(Y,X,Z,W)
(2) R(X,Y,Z,W)=—R(X,Y,W,Z)
(3) R(X,Y,ZW)+R(Z,X,Y,W)+R(Y,Z,X,W) = 0 premiere identité de Bianchi
4) (VxR)(Y,Z,W)+(VyR)(Z,X,W)+ (VzR)(X,Y,W) = 0 deuxieme identité de Bianchi

D’ou (VxR)(Y,ZW)+ (VyR)(Z,X,W) = (VZR)(X,Y,W) =0.
Les propriétés (3) et (4) sont appelées premiere et deuxieme identité de Branchi. On appelle
tenseur de Ricci un (0,2)-tenseur symétrique définie par :

Ric :T(TM) x T(TM) — C*(M)

(X,Y) —trace(Z — R(Z,X)y) (2.7)

Ric(X,Y) Zg (X,E))Y,E).

Soit 7 le plan engendré par deux champs de vecteur X et Y sur M. On appelle courbure sec-
tionnelle du plan 7 la fonction K (1) donnée par :

R(X,Y,Y,X)
g(X,X) g(Y,Y)—g(X,Y)z.

K(m) = (2.8)

2.2 Sous-variétés semi-riemannienne

Soit (N, h) une variété semi-riemannienne de dimension n et (M, g) une sous variété de N
de dimension m. Par convention, ces variétés seront notées par N" et M [18],

Soit f : N — M™ une immersion. Si (f * g), est non dégénérée et de signature constante
pour tout x € N, alors N", (f *g) est une variété semi-riemannienne.

La métrique semi-riemannienne f * g est appelée premiere forme fondamentale de la va-
riété N et f une immersion isométrique.
i) Si f est une immersion isométrique, alors N", (f % g) est une sous variété immergée de
(M7, 3).
ii) Si f est un plongement, alors (N", f % g) est une sous-variété de M", g).
iii) Si M" est une partie de M, f est une inclusion i : N — M"™ qui est une immersion isomé-
trique.
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On dit que (N", f*g) est une sous-variété de (M™, g). Si (M™, g) est une variété riemannienne,
alors f x g est aussi définie positive et la sous-variété (N”, f * g) est aussi une variété rieman-
nienne.

Dans I’un ou I’autre de ces cas, la variété M™ est appelée variété ambiante. L’entier positif
[ = m—n est appelé codimension de la variété N". Si/ = 1 la sous- variété est une hypersurface.

Exemple 4 Soit H" = {(xg, -+ ,x,) € R/ —x} + - +x2 = —1}

avec H" a deux composantes connexes dont 1’une est
— ; +1
H' = {(x0,x1,- -+ ,x,)inR"""  x9 > 0}

Ou H'! est appel€ le modele de demi-hyperboloide supérieur.
En effet, notons dSZHn la restriction de la métrique lorentzienne ¢} a HY} .

Soit f: R 5 R (x0,-+ - ,x) > x5+ +x2.HL = f71(=1)
avec R = {(x0,x1,- -+ ,x,) € R"™ ! x> 0)}.

La différentielle d f = (—2xp,2x1,- -+ ,2x,) # 0 car nous avons xo # 0. On a alors rg df = 1
pour dire que d f est de rang maximal.

df est surjective et f est une submersion. H" est une sous variété de R"**! de dimension
n+1—1=n. Comme H’ est une submersion, I’espace tangent en un point u(ug, - - - ,u,) de
n
HY.

dfu=2(—uo,ur, - ,up)

Kerdf,={u' € H!|df,(u") = 0}

< —uouy+uruy + - - - + unuj, = 0.

Donc kerfdf, = (u) L g pour tout A € R™, ona:

gl Ny = Xgln(u,u)
=-A<0

veut dire que g est Lorentzienne, elle est définie positive sur TH = (u) L gf.

H' (dS Hﬁ)z est une sous-variété riemannienne de R’fl qui est le modele d’hyperboloide
supérieure de I’espace H" de dimension n.

2.3 Equations de base des sous-variétés semi-riemannienne

Soit f: (M",g) — (M™, g) une immersion isométrique [5]
g(X,Y) = f*&(X,Y) = g (dfy,df)Y) (2.9)

M est une sous-variété immergée de M Vx € M, M) C M tel que f/u est dans f(u). Localement
f devient une inclusion et par conséquent, il y a lieu & identifier x = f(x) ainsi, Vx rad, T.M =
TenM.

f()
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T:M est un sous-espace vectoriel de T.M = Ty, M
T.M=TMSTM,

avec T,M" qui est le complémentaire orthogonal de T, M et nous définissons le fibré TM™ =
U, T.M* appelé fibré normal.

Ainsi le long de f(M™) C M™ on a la décomposition
TM/f(x)—x=TM®TM"*
TMNTM* = {0} c’est-a-dire que le fibré est trivial. Soit TMf(x) : {x € TM/z(x) €

f(M)} et m: La projection canonique de TM — M relativement a la décomposition (1) en
deux projection on a :

()T :TM/f(x) — TMT : qui est la projection tangentielle 2.10)
()t :TM/f(x) — TM™* : qui est la projection normale '
La connexion linéaire sur M est définie par :
VI(TM)XT(TM) — T'(TM) @.11)
(X,Y) = VxY VX,Y € [(TM) '
Soit V la connexion de Lévi-Civita de M
VxY = (Vx¥)" + (Vxy) " (2.12)

avec (ﬁxY) 4 qui est la composante tangentielle et (@XY) + qui est la composante normale.
Considérons une application
X :T(TM)xT(TM) — T(TM)*

2.13
(X,Y) = (Vx¥)" R

L’expression (2.12) devient
VxY = VxY +a(X,Y) (2.14)
et est appelée formule de Gauss avec o qui est la seconde forme fondamentale.
Pour tout § € I'(TM™), décomposons —Vx& en composante tangentielle et normale on a :
—Vx§ = (—Vx&)" - (Vx&)*
posons AgX = (=VxE)T

A: T(TM)xT(TM*) — T(TM)

(X,8) o AcX &1

AeX = A(X,E)
= (-Vx&)’
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A est appelé opérateur forme de M.

La seconde forme fondamentale et I’opérateur forme sont li€s par la relation :

(X, Y),8) = (AgX,Y)

2(0(X 3),2) = §(ALX.Y) 216

En effet, soity € T'(TM),§ € T(TMY) on a:

(r,8) =
X(Y,8) =
<Y &) = (VX&) + (¥, Vx§)
= (Vx +oX,Y), &) + (¥, (VxE)" + (Vx&)")
= (X, Y),8) + (¥, —AeX)
< < Y),8) = (Y, AX).

2.3.1 Equation du premier ordre

Avec la relation (2.14), on sait que

VxY = VxY +a(X,Y): Formule de Gauss (2.17)

A:T(TM)xT(TM)* — T(TM)

2.18
(X,8) = AeX, A = opérateur forme (18)

o: D(TM)xT(TM) — T(TM™)

(X,Y) = a(X,Y) = (VH)L (2.19)

ou o est la seconde forme fondamentale

<O((X’Y)7§> = <A<‘;X7Y>
(Y, X),8) = (AgY, X)
(AX,Y) = (X, AY).

donc A est un opérateur auto-adjoint.

VxE = (Vx&)" +(Vx&)"
Vy€ = —AeX + V& appelé formule de Weingarten V& € I'(TM)~*

avec V1, qui est la connexion de Levi-Civita sur TM L
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2.3.2 Equation du second ordre

Soit R(X,Y)Z le tenseur de courbure de M, on sait que
R(X,Y)Z=VxVyZ—-VyVxZ—Vxy/Z (2.20)
alors appelons
(i) VxVyZ = Vx(VyZ)
= Vx(VyZ+o(Y,Z)) d’apres I’expression (2.14)
= VxVyZ+Vyxa(Y,Z)
= VxVyZ+o(X,VyZ) —AX(Y,2) + Vy(Y,Z).

De méme on a :
(ii) VyVxZ = Vy(VxZ)
= Vy(VxZ+0(X,Z))
=VyVxZ+Vya(X,Z)
= VyVxZ+o(Y,VxZ) —AY (X, Z) + Vyo(X,Z)

(lll) v[XaY}Z = ?[ny7VYX]Z = ?VxYZ - nyXZ
= Vy yZ+0(VxY,Z) — Vy,xZ—o(VyX,Z)
= V[X,Y]Z+ OC(VxY, Z) — oc(VyX,Z)

(1)-(11)-(i11) donne

R(X,Y)Z = RX,Y)Z+ Aqqx 2y — Aagx y)X +0(X, VyZ) — oY, VxZ) - a(VxY,Z)
+o(VyX,Z)+ Vya(Y,Z) — Vya(X,Z) 2.21)
= [RX,Y)Z+Ayx 2)Y —Aarz)X]| + [(V)%O‘) Y,2) - (V)%(X)(X?Z)] :

Vio(Y,Z) = (Vya)(Y,Z) +a(VxY,Z) + oY, VxZ). (2.22)
En considérant la composante tangentielle, on a :
(RX,Y)Z)" =R(X,Y)Z+Aqx2)Y —Aar2)X (2.23)
etpourtoutwe TMona:
(RX,Y)Z,W)=(R(X,Y)Z,W)—(a(Y,W), aU(X,Z)) + (o(X,W),0(Y,Z)). (2.24)
On appelle (2.24), I’équation de Gauss.

Soit (M, g) une variété semi-riemannienne, la courbure sectionnelle constante ¢, on a :

R(X,Y)Z = C{g(Y,Z)X —g(X,Z)Y} (2.25)
gR(X,Y)Z,W) =g(C{(g(Y,2)X,.W)+5((X,Z)Y, W)}
:C{g(Y72>g(X’W)+g(X7Z)g(Y7W)} (2.26)

:C{<Y,Z><X7W> + <X,Z><Y,W>}
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Théoréme 4 Soit M une sous-variété d’une variété M & une courbure sectionnelle constante
C. Les équations suivantes sont vérifiées pour les champs de vecteurs X,Y,Z,W tangents a M
et tous les champs normaux & W

(R(X,Y)Z,W) = C((Y,Z)(X, W) — (X, Z) (Y, W)-+(a(Y, Z), (X, W)) — (a(X, Z), (Y, W))

équation de Gauss

2.27)
<V§oc> (Y,Z2) = <V§0c> (X,Z) : équation de Codazzi (2.28)
(RT(X,Y)E,h) = ([Ag,An]X,Y) : équation de Ricci (2.29)

2.3.3 Sous-variétés minimales, sous variétés ombiliques

Soit f une immersion isométrique entre deux variétés semi-riemanniennes M" et M"P. Le
vecteur courbure moyenne de f au point x € M est un vecteur noté H(x) donné par la relation

H(x) =

S| =

Y a(x;,X)) (2.30)
j=1

ou o est la seconde forme fondamentale de f et (Xj,---,X") une base orthonormée de T,M.

e On appelle champ de vecteurs courbure moyenne de f I’application x — H(x). Notons
que, pour tout base (&, -+ ,&,) de T,M~, on ale vecteur courbure moyenne qui s’écrit H (x) =

%Zle(trAé,»)éi-

e On appelle fonction courbure moyenne de M I’application qui x — ||H (x)||.

Définition 15 Une sous-variété M est dite minimale en un point xo si le vecteur courbure
moyenne en ce point est nul, ¢’est-a-dire H(xy) = 0.

La sous-variété M est dite minimale si elle [’est en tout point, c’est-a-dire si H est identi-
quement nul.

2.3.4 Cas particulier : sous variété totalement géodésique

Soit M une variété semi-riemannienne de la variété M. Soit Y une courbe tracée sur M qui
est une géodésique c’est-a-dire Vyy = 0 avec V la connexion de Lévi-Civita de M.

On a donc
Vi = Vi+at,y)
=t 7).
pour tous X,Y € TxyM on a I’égalité
200X, Y) =X +Y,X+Y)—a(X,X)—a(Y,Y) (2.31)

et nous constatons que la seconde forme fondamentale o s’annule identiquement si et seule-
ment si toute géodésique de M. Dans ce cas nous disons que la sous-variété M est totalement
géodésique dans M [14].
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Définition 16 Une immersion isométrique f : M" — M""P est dite ombilique en un point xg
de M si les opérateurs formes sont point par point proportionnels a I’application identique
c’est-a-dire, YV € TXOML, il existe X = A(E) € R tel que AeX = hiX, VX € T, M.

M est totalement ombilique si elle 1’est en tous ses points. Un champ de vecteurs normal § qui
est tel que A est multiple de I’identité est appelé champ de vecteurs normal ombilique.

Notons que dans la cas de la totale ombilicité, nous avons les assertions suivantes qui sont
équivalentes :
1) f est ombilique en xg
i) Ag = (H(x0),&)1d Y € Ty,M™*
iii) a(X,Y)=(X,Y) H(xo)

Preuve 1 (i) Soit (M",g) une variété semi-riemannienne. Un point xo € M est dit ombi-
lique lorsque A7 = Ax YV x € T,,M

(ii) De (i) on en déduit que Ag =< H(xo),& > 1dV § € T M+
(iii) Soit & € TM™, on choisit un voisinage U de x tel que Vx' € M, < &4,E0 >=1

o: I(TM) xT(TM) — T(TM™)
(X,Y) — a(X,Y)

V(X,Y)eT(TM),ou(X,Y) =B(X,Y)
<oUX,Y),E>=<AX,Y >
<B(X,Y)E,E>=<AX,)Y >
B(X,Y) <&E>=<AX,Y >

De (i) et (ii), on a :

(a(X,Y)E,8) = ((<
H
H

H(X0>7§>X7Y)7§>
(x0) < X,Y ><E &>
(x0) < X,Y >

2.4 Sous-variétés de types lumiere

Il est naturel de trouver une sous-variété de type lumiere dans une variété, semi-riemannienne
a cause de sa métrique indéfinie. La principale différence entre les sous-variétés de types lu-
migre, et les sous variétés non dégénérées est que dans le premier cas, le fibré vectoriel TM~+
intercepte le fibré tangent TM [4].
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2.4.1 Sous-variété de type lumiere a écran conforme
24.1.1 La distribution écran

Définition 17 Soit (M,g) une variété semi-riemannienne de dimension n avec un (0,2) ten-
seur symétrique g telle que Vx € M, q, est d’indice constant q.

On appelle distribution de rang r sur M une application D définie sur M qui, a chaque
point x € M, associe un sous-espace vectoriel Dy de dimension r de T,M. Si M’ est connexe et
si toute variété intégrale M' de D avec M' "M’ # est telle que M’ C M, on dit que M’ est une
variété intégrale ou feuille maximale de la distribution D.

Définition 18 Une distribution D est dite intégrable si Vx € M, il existe une variété intégrale
de D qui contient x.

Définition 19 Une distribution D est dite involutive si pour tout champ de vecteurs X,Y € D,
le crochet [X,Y] € D. Elle est dite paralléle si VX € T(TM), VY € Dona VxY € D.

Soit X un champ de vecteurs sur une variété (M,g). X est un champ de Killing si on
a Lxyg = 0. Dans ce cas, le groupe a un parametre de difféomorphismes de X est constitué
d’isométrie de (M, g).

Définition 20 Une distribution D définie sur une variété M est de Killing si tout champ de
vecteur X € D est de Killing.

Définition 21 Une distribution écran est le complémentaire orthogonal de TM~* dans TM.
Désignons ©(N) la distribution écran.

Exemple 5 Distribution écran canonique : soit RZ“LZ un espace semi-euclidien muni de la
métrique g définie par :
m+1

Z W By (2.32)

Considérons M de RZ’” définie localement par les équations :

-XA :fA(uO7"' 7un);
ofA (2.33)
rang {afa} =m+1
avec A € [0,m+ 1], € {0,--- ,m} et les f4 sont des fonctions différentiables (lisses sur un
voisinage des coordonnées u C M. Ainsi notons par :
o A lapa L
ou® oud  oud oul
A= (2.34)
afO afA+1 afm+1
R L e S
Pour tout A,B,C € {0,--- ,m+ 1};a,B,y€ {0,--- ,m};a,b,c--- € {q,--- ,m+1};i,j,k
{€{0,---,q— 1}, le champ de bases naturelles sur le voisinage des coordonnées u C M,
engendrant le fibré tangent TM est donné par :aga = a{: 531, V0L € {0, m}.
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2.4.2 Equations fondamentales sur les hypersurfaces
de type lumiére

2.4.2.1 Formule de Gauss et Weingatern par projection sur I’écran

Soit P le morphisme de projection de I'(TM) sur la distribution écran ¢(N), on a la dé-
composante suivante [1], [4]

X =PX+n(X)E avecn(:) =g(N,-). (2.35)

Avec cette projection, nous avons une deuxieme forme fondamentale de M et son opérateur
forme correspondant.

On a alors :
VX,Y € I(TM),YU € T(TM*)

VxPY = VxPY +h*(X,PY)(i) (2.36)
oL
VxU = —AuX + Vy Ulii)

Localement les relations (2.36) sont données par : pour tout 2*(X,PY) = ¢(X,PY)§

VxPY = VxPY +C(X,PY)E

. (2.37)
Vx& = —AeX +0(X)§

ou h*(X,PY) et C(X,PY) sont les secondes forme fondamentale de la distribution écran ¢(N)
qui sont a valeurs dans T'(TM~) Pour tout N € tr(TM),§ € TM*,w € O(N),h(X,Z) #0

* (N, i)—l
®g(N,N) =

®g(N, W)=
*g(N, )
03(E,8) =

Preuve
e 3(N,E) =1, ssi et seulement si N € tr(TM), E € TM+
¢ 2(N,N)=0,ssiN €tr(TM),N €tr(TM) alors g(N,N) =0
e 3(N,W)=0,ssiNetr(TM), W € ¢(N)
(N Y)#0,ssiN €tr(TM), Y € I'(TM)
0 3(EE)=0,ssiEc TM

2.4.3 Hypersurface de type lumiere a écran conforme

Il est bien connu que la seconde forme fondamentale et 1’opérateur forme d’une sous-
variété non dégénérée sont reliées par un champ de tenseur métrique [1]. Pour les hypersur-
faces de types lumiere, il y a une interaction entre les secondes formes fondamentales de
I’hypersurface de type lumiere et de sa distribution écran et leurs opérateurs formes.
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Définition 22 L’hypersurface de type lumiére (M,g,9(N)) d’une variété riemannienne est
a écran conforme si les opérateurs forme Ay et Ag de M et de ©(N) sont reliés entre eux

par Ay = (pAz ou @ est une fonction nulle sur un voisinage u dans M.

Définition 23 La distribution écran S(M) est totalement ombilique si sur un voisinage coor-
donnée u(M), il existe une fonction différentielle \ tel que

C(X,PY) = Mg(X,PY))VX,Y € I(TM,u/AyX = APX) (2.38)

Proposition 2 Soit (M, g) une hypersurface de (M, §) de dimension m+2 alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) M est une hypersurface de type lumiere.
(ii) g est de rang constant m sur M ;
(iii) TM* = Uyepy T,M*.

(i)= (ii) puisque Rad T,,M # {0}, il existe un vecteur non nul &, € Rad T, M, tel que g(&,,,x,) =
0 quelque soit X,, € T,M. Ainsi rang(g,) < m+ 1. Mais aussi, rang(g,) > m puisque dim T, M+ =
1 par conséquent rang(g,) = m, pour tout u € M.

(ii)= (iii) : Comme rang(g, ) = m, il existe un vecteur non nul §, € T, M, tel que g(&,,, X,,) =
0, pour tout X, € T,M. 1l en résulte que §, € T,M L. Ainsi tout vecteur ¥, € T, M+ peut s’écrire
comme Y, = o&,, o € R, ceci prouve que T, M-CT,M et TM* = U,y T, M définit une dis-
tribution sur M.

(iii)= (i) : TM* étant un fibré vectoriel de TM, on a Rad TM = TM~* # 0. Ainsi I’hyper-
surface est dénégérée.

Définition 24 Une hypersurface de type lumiere (M, g) d’une variété semi-riemannienne (M, g),
munie d’une distribution écran S(TM) est dite normalisée par structure écran et on note
(M, g,S(TM)).

Désignons par S(TM)™, le fibre vectoriel supplémentaire orthogonal a S(TM) dans TM. On a

le long de M la décomposition suivante :

TM/M = S(TM) ® orth S(TM)™*. (2.39)

Théoréme 5 Soit (M,g,S(TM)) une hypersurface de type lumiére normalisée d’une variété
semi-riemannienne (M,g). Alors il existe un fibré vectoriel unique tr(TM) de rang 1 le long
de M, tel que pour toute section non nul & € I'(Rad TM) sur le voisinage de coordonnées
u C M, il existe une section unique N € T'(tr(TM)) sur u vérifiant :

VX € D(S(TM)/u),g(N,E) = 1 et §(N,N)=g(N,X) =0 (2.40)
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Considérons le fibré vectoriel supplémentaire F de TM~ dans S(T M)~ et prenons une section
V € (F/u),V # 0 alors g(,V) # 0 sur u, au cas contraire le fibré vectoriel S(TM)" serait
dégénérée.

Définissons sur u, le champ de vecteurs N par :

_ 1 RASS
N=2ew {V zg<§,v>} (24D

par un calcul direct, on peut montrer que les relations sont vérifiées si et seulement si N prend
la forme définie par la relation (2.41).

Considérons un autre voisinage de coordonnées u* C M qui est tel que uNu* # 0. Les
fibrés vectoriels TM™" et F étant de rang 1, on a que &* = of et V* = BV, ot o et B sont deux
fonctions différentiables définies sur u Nu*. En remplacant £* et V* dans (**), on trouve que
N* et N sont reliés sur u Nu* par la relation N* = éN . Ceci montre que F est induit sur M un
fibré vectoriel noté par tr(TM) tel que localement, les relations (*) soient satisfaites.

Finalement, en considérant un autre fibré vectoriel E supplémentaire 4 TM~* dans S(TM)*,
en utilisant la relation (**) pour tous les fibrés F de E, on obtient le méme fibré tr(TM).

Considérons (M, g, S(T M) une hypersurface de type lumicre de la variété semi-riemannienne
(M, g) et V la connexion linéaire de Levi-Civita sur M. En utilisant la décomposition TM /M =
TM @&tr(TM) on a les formules de Gauss et Weingatern suivantes :

VxY = VxY +h(X,Y)

_ o (2.42)

VxV = —Avx+VXV (l)
pour tous X, Y €e I'(TM) etV € I'(tr(TM)), ou VxY et AyX appartiennent a I'(TM), h(X,Y)
et V4V appartient a I'(1r(TM)).

Il est évident de voir que V est une connexion sans torsion, 4 est une F (N)-forme bilinéaire
symétrique sur I'(TM), évaluée dans tr(TM),Ay est un F (M)-opérateur bilinéaire sur I'(TM)
et V/ est une connexion linéaire sur tr(TM). h et Ay sont respectivement appelés la seconde
forme fondamentale et I’opérateur forme de 1’hypersurface M. Considérant localement (&, N)
une paire des sections de normalisation définies sur u C M dans le théoreme 2. On définit alors
sur u(M), une forme bilinéaire symétrique B et une 1-forme t par B(X,Y) = g(h(X,y),) et
1(X) = g(V4N,&) pour tout X,Y € ['(TM). Ainsi de (i) on obtient les formules locales de
Gauss et weingarten suivantes :

VxY = VxY +B(X,Y) (2.43)
et

V¥ = —A% +0(X)N pour tout X,Y € I(TM). (2.44)

Notons par P le morphisme de projection de TM sur S(TM) relativement a la décomposi-
tion orthogonale de TM = S(TM) ®ypn TM L. On obtient les équations de Gauss et Weingarten
pour la distribution écran S(T'M) suivantes :
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*
VxPY =VxPY +h*(X,PY)
* s« !
VxU = —AUX+VXU
VX,Y €eT(TM), U e T(TM™)
* *
On note que VxPY et AyX € I'(S(TM)).

Exemple 6 Cone de lumiére AZ’:IZ

Soit un espace semi-Euclidien RZ’“, c’est-a-dire ’espace R”*? muni de la métrique semi-
euclidienne définie par :

=1  m+l
gey) ==Y xy'+ Y xH (i) (2.45)
i=0 a=q

En effet, le cone de lumiere AZZLII de RZ’” est donné par I’équation

q—1 m+1
Z (x')? — Z (x*)? = 0; pour tout x # 0 (ii). (2.46)
i=0 a=q

En considérant I’immersion locale définie par :

g—1 n 1/2
xm-‘rl -+ Z(xi)Z_ (xa)2]
j q

i=0 a=

par calcul direct, on montre que A;”j’ll est une hypersurface de type lumiere (ou dégénérée) de

I’espace RZ““Z et la distribution radicale Rad Afi& donné par :

m+1 p)

&= ) ¥ (2.47)
A=0

L’unique section vérifiant les relations g(N,&) = 1 et g(N,N) = g(N,X) = 0 et engendrant le

fibré vectoriel transverse canonique nul ¢7(T A'qnfll) est définie globalement sur AZ@'II par :

1 q_liZ_l q—lia m—i—laa
N=3 i;)(x) _i_zoxa_)C"Jr;]xﬁ (2.48)

ainsi la distribution écran canonique correspondante S (TAZ’:FII) est engendrée par des champs
de vecteurs de type

m+1 4 )
X = X —. 2.49
L X5 (299
vérifiant les relations :
g—1 m+1
Y ¥X'=0; ) xXx*=0. (2.50)
i=0 a=q
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En tout point de A’"+1 En considérant un voisinage des coordonnées u < Am tel que x™ +
1>0etx? 1, alors par un calcul direct en utilisant

1 (4=} i -1 m+1
N:E(Z(x)> <Zx Z an), (2.51)

i=0

la distribution écran canonique est engendrée localement par la famille des champs de vecteurs
(Xo0,X4—2,Yy,- -+ ,Y,,) défini par :

0 0
_ 1
X = s (2.52)
0 0
Yb = xm+lw —xbW (253)

pour tout j € {0,--- ,g—1}etbe{q,---,m}.
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Chapitre 3

Sous-variétés de type demi-lumiere et
inégalités optimales

3.1 Sous-variétés de type lumiere

Soit (f1, &) une variété Lorentzienne de dimension (n+3) avec g une métrique non-dégénérée
d’indice constant égal a 1 et soit (u, g) une sous-variétés de type lumiere de (i1, ) de dimension
(n+1) ou g est la métrique dégénéré induite de g. Il existe une distribution lisse Rad T,M,
appel€ I’espace radical de I’espace tangent T,M a p € M, définit par :

Rad T,M = {€ € T,M : g,(§,X) =0 pour tout X € T,M} (3.1)

Le complémentaire d’un vecteur de 1’espace tangent S(7',M) de Rad TM dans TM est appelé
écran de I’espace tangent de M .

Définition 25 D’une sous-variété de type demi-lumiére [10] : Une sous-variété de type lu-
miere (M,g) de codimension 2 de (M, §) est appelée sous-variété de types demi-lumiére si le
rang de rad(TM) = 1.

La principale différence entre sous-variétés de types lumiere et les sous-variétés de types demi-
lumiére est que dans le premier cas, le fibré vectoriel TM~" intercepte le fibré tangent TM .

Dans le cas des sous-variétés de types demi-lumiére (M, g), il existe 2 distributions com-
plémentaire non dégénérées S(TM) et S(TM*) de Rad(TM) de I’espace tangent TM et de
I’espace tangent normal 7M, respectivement, d’o1 on a la décomposition suivante :

TM = Rad(TM) o, S(TM) (3.2)
TM™* = Rad(TM) @ s, S(TM™*)

ou @ est la somme directe orthogonale.

Dans le cas ou la dimension de Rad T.M = T.M N T .M+ pour tout x € M, la sous-variété
M est appelé sous variété de types r-lumiere (ou r-dégénéré) si la cartographie de Rad TM,
pour tout x : x € M — Rad T.M est définie sur une distribution lisse M de rang r > 0. Les
sous-variétés de type demi-lumicres est le cas special d’une S-variété de type r-lumicre tel
que r > 0.
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La sous-variété (M, g,S(TM)) est appelé sous-variété de types demi-lumiére si le rang de
I’espace radical est égal a un. Soit (M,g,S(TM) une sous-variété de type demi-lumiére de
dimension (n+ 1) de (M, §). Il existe un sous-espace tangent non dégénéré D de dimension 1
noté par M et un sous-espace tangent dégénéré tr(TM) de dimension 1 noté par N. Alors on
a:

g({‘;?U) :O;g(N>§) 7£ 17

g(N,U)=g(N,N)=0:g(U,U) #0. (3.3)

Ici, O est appelé écran transversal de 1’espace tangent et tr(TM) est appelé espace tangent
transversal de type lumiere [10], [12].
Pour I’équation (3.2) et (3.3), on a la décomposition suivante :
TM = S(TM) @orth D Dorth (RadTM Str(TM); (3.4)

ou @ est la somme directe mais non orthogonale.

Soit V la connexion de Lévi-civita de M. Les formules de Gauss et de Weingarten sont
données par :

VxY = VxY +h(X,Y); (3.5)
VxN = —AnX + Vi N; (3.6)
VY = —AyX +V4U. (3.7)

Pour tout X,Y € I'(TM), ot VxY, ANX,AyX € T(TM) et h(X,Y),Vi\N,VL,U € T(tr(TM)).
Ici h et Ay sont appelés la seconde forme fondamentale et I’opérateur forme, respectivement.
Pour les équations (3.4), (3.5),(3.6) et (3.7),0on a :

h(X,Y)=B(X,Y)N+D(X,Y)U (3.8)
Vi.N = p1(X)N +p2(X)U (3.9)
ViU = p1(X)N +p(X)U. (3.10)

Alors on peut écrire encore les expressions (3.5),(3.6),(3.7) comme suit :

VxY =VxY +B(X,Y)N+D(X,Y)U (3.11)
VxN = —AnX 4 p1(X)N +p2(X)U (3.12)
VxU = —AyX +p1(X)N + p2(X)U. (3.13)

Pour les expressions (3.3) et (3.11), on voit que B est symétrique, il est indépendant du choix
de la distribution écran et disparu sur Rad TM.

Soit P le morphisme de projection de I'(TM) aT'(S(TM)), on peut aussi écrire pour 1’ex-
pression (3.2) que

VyPY = VxPY +h(X,Y) (3.14)
V& = —Ag(X) - p1(X)§ (3.15)

ol VxPY,Ae(X) € T(S(TM)) et h(X,Y) € I'(Rad TM). Ici Ag est appelé opérateur forme

locale et & est appelé seconde forme fondamentale, donnée par :

*

h(X,Y) =C(X,PY)E, (3.16)
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En utilisant les expressions (3.3); (3.11); (3.12); (3.13);(3.14) et (3.15), on a les expressions

suivantes :

Preuve 2 (3.17)

B(X,Y) = g(AcX,Y) (3.17)
C(X,PY) = g(AX,PY). (3.18)
D(X,PY) = g(AyX,PY)(3.19) (3.19)
D(X,Y) =g(Au(X),PY) - & (X)n(Y) (3.20)
B(X,Y)=0 VX.,Y c[(TM). (3.21)
D(X,Y)=0 (3.22)

g(V5,Y) = —g(A:X,Y) — g(p1 (X)E,Y)
—g(AX,Y) — i (X)g(&,Y)
— —g(AX.Y) (1)

—g(&,V%) d’apres la formule de Gauss Vy = V4 +B(X,Y)N +D(X,Y)U)

—g(&, VX +B(X,Y)N+D(X,Y)U)
—g(é Vi) —8(B(X,Y)N,E)—g(D(X,Y)U,&)

U
g(g VX) (X,Y)g(N,E_,)—D(X,Y) (Uag)

_B(’)

d’on g(:ng, Y)

Preuve 3 (3.18)

= B(X,Y)

g(VY,PY) = —g (—ANX +p1(X)N +p2(X)U, PY)

= g(AN-PY) —g(p1(X)N,PY) —g(p2(X)U,PY)
:g(Aﬁ,PY)

—g(N,VxPY) = —g(ANX,PY)

=g(N,VxPY) = g(ANX,PY)
— —g(N,VxPY —h(X,Y))

g(N,VxPY +h(X,Y)) or h(X,Y)=C(X,PY)

2(N,VxPY +C(X, PY)E)

2(N,VxPY)+g(N,C(X,PY)E)
=C(X,PY)g(N,§)
—

=C(X,PY)
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Preuve 4 (3.19)

g(VxU,PY) = —g(~AuX +p1(X)N +p2(X)U, PY)
= 8(AuX,PY) —g(p1(X)N,PY) +g(p2(X)U,PY)
= 8(AuX,PY) —p1(X)g(N,PY) +p2(X)g(U,PY)
= g(AyX,PY)

g(AuX,PY) = —g(U,VxPY)
= —g(U,VxPY +B(X,PY)N +D(X,PY)U
— —g(U,VxPY)—B(X,PY)g(U,N)+D(X,PY)g(U,U)
= D(X,PY)

Preuve 5 (3.20)

g(AyX,PY) =D(X,PY) or AyX = —VxU +p{(X)N+p2(X)U

g(=VxU +pi(X)N +p2(X)U,PY) = —g(VxU,PY) +g(p1(X)N,PY) +g(p2(X)U, PY)
= —8(—AxU + VxU,PY) +g(p1 (X)N,PY) +g(p2(X)U, PY)

g(X,.)=X"()
gX,Y)=X"(Y) =g(X,Y)+h(X)N(Y) g est bilinéaire et symétrique
8(AuX,PY)—g(Vyt,PY)+gG(X)N,PY) +g(p2(X)U,PY)

& g(AyX,PY +gp2(X)U,PY)
< g(AuX,PY) +p1(X)g(U,PY)

D’apres la bilinéarité de g et la symétrie, on a :

gAuX,PY)+p1(X)n(Y) avecn(Y) = g(U,PY).
Une variété (M, g,S(Tu)) est appelée sous-variété de type lumiere totalement géodésique si :

Preuve 6 (3.21)

g(VxY,N) = g(VxY +B(X,Y)E,N) (3.23)
=g(VxY, N )+B(X,Y)g(N,E) (3.24)
eTM €TM™* ——
%/—/0 1
=B(X,Y) (3.25)
g(VxY,N) = X,(Y,N) — g(VxY,N) (3.26)
g(VxY,N)=0. (3.27)

En égalisant les expressions (3.25) et (3.27), on obtient B(X,Y) = 0.
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Preuve 7 (3.22)

VxY = VxY +h(X,Y)
=VxY +B(X,Y).

Pour tout h(X,Y) = B(X,Y) oit B(X,Y) est la seconde forme fondamentale.
h(X,Y) =B(X,Y)N+D(X,Y)U pour les sous-variétés de types demi-lumiére.

De la relation (3.21) B(X,Y) =0. (3.21) dans (1), on a :

D(X,Y)U = h(X,Y)+B(X,Y)N

D(X,Y)U =040 (puisque h(X,Y)=B(X,Y)=0
D(X,Y)U =0

D(X,Y) =0.

La variété (M, g,S(TM)) est appelé irrotationnelle [16]. Si & est nul sur Rad TM et est appelé
totalement géodésique s’il existe un champ de vecteur transversal lisse H : tel que

H(X,Y)=g(X,Y)H (3.28)
pour VX,Y € I'(TM), alors la sous variété (M,g,S(TM)) est appelée totalement ombilique
[15].

De plus, (M, g,S(TM)) est appelé minimal si il est irrotationnel et la
traceg(rpyh =0 (3.29)
ou la traceg(ryy) est la restriction de § (TM) avec le respect de la métrique dégénérée g.

Soit (M, g,S(TM)) une sous variété de type demi-lumiere de dimension (n+1) et {ey,--- ,e,}
la base orthogonale de I'(S(TM)).

Considérons que

12 n
= ;ZB(ej,ej) etu, = D(ej,ej). (3.30)
=1 j=1

Des expressions (3.29) et (3.30), il est clair que M est minimal si et seulement si gy = up = 0.
Soit ¢ une fonction non-nulle sur un voisinage U de M. Ensuite M est appelé écran localement
conforme si Ay et Ag proche par

Ay = (pAg (3.31)

C(X,PY) = ¢B(X,Y) (3.32)
pour tout X,Y € I'(TM).

3.2 Courbures sur les sous-variétés de types demi-lumieres

Soit (M,g,S(TM)) une sous-variété de type demi-lumiere de dimension (n+ 1) d’une
variété lorentzienne (M, §) de dimension (n+ 3).
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On note le tenseur de la courbure Riemannienne de M et M par R et R, respectivement.
Alors on a [18], [20] :

3(R(X,Y)Z,PW) =g(R(X,Y)Z,PW)+B(X,PZ)C(Y,PW) — B(Y,PZ)C(X,PW)+ (3.33)
D(X,PZ)D(Y,PW)—D(Y,PW)D(X, PZ)

g(R(X,Y)PZ,PW) = (VxB)(Y,PZ) — (VyB)(X,PZ) +p1(X)B(Y,PZ)—

p1(Y)B(X,PZ)+¢£,(X)D(Y,PZ) —&1(X)D(X,PZ) (3.34)
g(R(X,Y)PZ,N) = §(R(X,Y)PZ,N) +p2(Y)D(X,PZ) — p2(X)D(Y,PZ) (3.35)
gR(va)FwN) = g(R(X7Y)§7N) +P1 (Y)p2(X) - pZ(Y)pl (X> (336)

Noter la section plane non-dégénérée de dimension 2 par
n = span[X,Y].
Dans T,M, p € M, de plus la courbure sectionnelle a p est exprimée par :

B ¢(R(X,Y)Y,X)
KM = (X X)g(t,7) — g(X.7)? G:37)

avec les équations (3.33) et (3.37), on obtient le lemme suivant.

Lemme 1 Soit (M,g,S(TM)) une sous-variété de type demi-lumiére d’une variété lorent-
zienne. Ensuite, on a [11]

K(m) = K(n)+B(Y,Y)C(X,X) — B(X,Y)C(Y,X)+D(X,X)D(Y,Y) —D(X,Y)?.  (3.38)

Théoréme 6 Soit (M,g,S(TM)) une sous variété de r-type lumiere d’une variété semi-Riemannienne
(M, g). Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) S(TM) est intégrable
ii) h* est symétrique sur T'(S(TM))
iii) Ay est auto-adjoint sur I'(STM) avec le respect de g.

D’ou le corollaire suivant :

Corollaire 1 Soit (M,g,S(TM)) une sous-variété de type demi-lumiére d’une variété semi
Riemannienne (M, g). La courbure sectionnelle plane est symétrique si et seulement si S(TM )
est intégrable.
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Remarque 2 En prenant en considérations le corollaire 1, on voit que la courbure section-
nelle de toutes les sous-variétés de types demi-lumiere inclue la signification importante de la
géométrie comme dans le contexte Riemannienne quand la distribution écran est intégrable.

Le tenseur écran de Ricci noté par Ric S(TM), est défini par :
RiCS(TM)(X,Y) = trace|S(TM) {Z — R(X,Z)Y} (339)

pour tout X,Y,Z € T'(STM). La courbure écran de Ricci a une unité de champs de vecteurs X
dans I'(S)(TM) est donné par :

n
Ricsran ( Zg (X,ej)ej,X) (3.40)
j=1
ou {ey, -+ ,e,} est la base orthogonale de I'(S(TM)). Le courbure scalaire écran a un point

P € M est noté par ryray) (p) est définie par

1 1
rsirin(P) = 5 ). 8(R(eisej).en) =5 ), Kij. (341)

Lemme 2 Soit (M,g,S(TM)) une sous variété de type demi-lumiére de (M,§) de dimension
(n+1) avec la distribution écran S(TM) intégrable. Supposons que {ey,--- ,e,} est une base
orthogonale de I'(S(TM)). Alors, on a :

2rs(rm) (P) = 2Fsrary (p) + Z (ei,ei)Clej,ej)] —Blej,ej)c(ej,ej)+ (3.42)
i,j=1
n

Y |D(eise)Dlej,e)) —Dlej,e))? |,
i1

Ol Ts(T M) (p) est la courbure scalaire, d’une distribution écran de M (voir dans I’équation 3.3

dans [13]) défini par

1

n
7 = Z (eirej)ej,e;). (3.43)
z]=1

Corollaire 2 Si (M,g,S(TM)) est une sous-variété de type demi-lumiére a I’écran conforme
de dimension (n+ 1) d’une variété lorentzienne (M, §). Alors, on a :

2rscrmy(p) = 2FS(TM) (p) + on*ui +n’us — Y. [@B(ei e;)* +D(ej,e;)?] . (3.44)
ij=1

Maintenant, on peut mentionner une autre courbure appelée courbure sectionnelle nulle, le
tenseur de type Ricci et une courbure scalaire d’une sous-variété de type demi-lumiére.

Soit & un vecteur nul de 7,M. Le plan 7 est appelé plan nul si il comporte € et e; telle que
2(E,e;) =0et g(e;,e;) # 0. La courbure sectionnelle nulle de 7 est définie par

iy — ) — (I;p((‘:’§>§ € (3.45)
p\é€i,€
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Proposition 3 [12] Soit (M, g,S(TM)) une sous-variété de type demi-lumiére a I’écran conforme
d’un espace lorentzien de M(c) d’une courbure constante c. La courbure sectionnelle nulle de
M est donnée par :

K™ (e;) = D(E,E)D(ej,e;) — D(e1,&)D(E, ;). (3.46)

Pour la proposition 3, il est clair que la courbure section nulle disparait sur un écran irro-
tationnel localement conforme d’une sous-variété de type demi-lumiere d’un espace semi-
riemannien.

Le tenseur de type Ricci, noté par R2) défini par
n
ROD(X.Y) =} g(R(e;.X)Y.e}) +&(R(EX)Y.N) (3.47)
j=1

pour tout, X, Y € I'(TM).

Pour les équations 3.25 et 3.26, on peut montrer que le tenseur de type Ricci n’a pas besoin
d’étre symétrique comme courbure sectionnelle plane. Ce tenseur est appelé tenseur de Ricci
si il est symétrique. Prenons la trace dans 1’équation (3.47), on peut obtenir un scalaire a p € M
tel que :

(p) = Z K; i+ Z <K""ll(€i) +KN(€i)) (3.48)
i,j=1 i=1
ot Ky(e;) = g(R(&,e;)e;,N) pour touti € {1,---n}.

Remarque 3 Le scalaire T(p) est appelé courbure scalaire a p € M si le tenseur R©2) g1 Sy-
métrique. Sinon, T(p) ne peut pas étre appelé courbure scalaire parce qu’il n’est pas possible
de la calculer pour un tenseur de quantité R(02)

3.3 Quelques inégalités optimales pour les sous variétés de
type demi-lumiere
Nous commengons cette section avec le lemme algébrique suivant :

Lemme 3 Siay,---,a, sont des nombres réels (n > 1) alors

1 n 2 n
—\Ya)| <Ydq (3.49)
n\ &= -
i=1 i=1
avec égalité si et seulement si ay = --- = ay,.

Maintenant, on peut établir une inégalité impliquant les invariants intrinséque et extrinseque
pour les sous variété de type demi-lumiere a I’écran conforme d’une variété lorentzienne.
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Théoréme 7 Soit (M,g,S(TM)) une sous variété de type demi-lumiére a I’écran conforme de
dimension (n+ 1) d’une variété lorentzienne M de dimension (n+3) avec @ >0, alors on a :

2rs(TM) () < 2Fs(TM) () +n(n—1) (Quf +113) - (3.50)

La conservation de 1’égalité (3.50) tient pour p € M si et seulement si S(TM) est totalement
ombilique dans M.

Soit {e] - - e, } une base orthogonale de I'(TM). D apres le corollaire 1, on a :

2rs(TM) () :ZFS(TM)(I,)—I—(an,u%—(p Z B(e,-,ej)z—(pZB(ei,ei)z—f—nz,u% (3.51)
i#=1 i=1

n
— Z D(ei,ej)z — ZD(ei,e,-)z.
i#j=1 i=1

Preuve 8 On note le tenseur de courbure Riemannienne de M et M par R et R respectivement.
Donc

Z(R(X,Y)z,PW) =g(R(X,Y)z,PW) +B(X,Pz)C(Y,PW) — B(Y,Pz)C(X,PW)+  (3.52)
D(X,Pz)D(Y,PW) — D(Y,PW)D(X, Pz)

La courbure scalaire écran a un point p € M est noté par ry(TM), et est défini par :

I & I &
rS(TM)(p) =5 Z g(R(ei,ej)ej,ei) = 3 Z Ki; (3.53)
i,j=1 i,j=1
en base orthogonale {ey,--- ,e,}, on définit la courbure scalaire d’une distribution écran de
M par :
|
F(TM) () = > Y. R(ei,ej)e,ei) (3.54)
ij=1
n ~
25(TM) () = Y, §(R(eisej)ejei)) (3.55)

= ZFS(TM)(p) + Z B(ei,ei)c(ej,ej) —B(ej,ei)e(ei,ej) (3.56)
+ Z D(ei,ei)D(ej,ej) —D(ej,ei)D(ei,ej)(l). (3.57)

La relation (3.24) on a que : uy = ]l\,Z?:lB(ej,ej) et u2 = ]%]):,;?ZID(ej,ej).
La relation (3.54) devient :
n n
ZFS(TM)(I,) = 2FS(TM)(p) + nuyQnu; — Z B(ei,ej)oB(ej,e;) + nuynuy — Z D(ej,ej)D(ej,e;)

ij=1 ij=1
(3.58)

= 27(TM) ) = 27(TM) () +n*oui — Y. Bei,ej)* +n*uz— Y Dei,e;)”.

ij=1 ij=1
(3.59)
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2F(TM) ) = 2F(TM) ) + n*QUi +n*Us — Y [B(ei,ej)* +Dl(ej,e;)?] (3.60)
ij=1

On sait qu’un point xy de X est ombilique si et seulement si B(X,Y) = g(X,Y)H. En plus
B(ej,ej) =0Vi# je{l,--- ,n} et D(ej,ej) =0 pourtouti # j € {1,--- ,n}.

D’apres le lemme (3.1) on a : rll( " a;)? < Y al-2
2F(TM) () < 2F(TM) ) +n*Qui + n’us. (3.61)

Multiplions I’expression (3.58) par —@Y"_, B(e;,e;)*> — Y D(ei i)
Ona:

2r(TM) ) < 2F5(TM) () + on*Uf —@ Y [Blei,e;)* +Blei,e;)*] +n*U3

i=1
n n
- Z [D(ei,e;)* 4+ D(ei,ei)* +n*U3 — Z [D(ei,ej)z—i—D(ei,ei)z}
i,j=1 i,j=1

n n
<27%(TM)(,) + on’U} — onU} — @ Z B(ej,ej)? +n*Us —nU3 — Z D(ejej)?
i,j=1 i,j=1
< 27’S(TM)(p)

n

< 2F(TM) ) + (pn2U12 — (P”U12 —|—an22 — nU22 — Z [([)B(e,-,ej)2 +D(e,-,ej)2}

ij=1

< 27 (TM) ) + 10U (n— 1) +nUs (n— 1) = Y. 0B(ej e;)* + D(ej,e5)?
ij=1 T ——

(d’apres le lemme 4.1)
2r(TM) () < 2F(TM) ) +n(n— 1)(QUf +U3).

Si on utilise le lemme 1 dans (3.51), on obtient 7. La conservation de 1’égalité 7 est vraie
si et seulement si :

BU:---:Bnm,B,‘jZO, pour i#jé{l,---,n}
Dij =---=Dy,,D;j=0, pour i# je{l,---,n}

laquelle implique que S(7TM) est totalement ombilique dans M. En considérant le théoréme
(7), on obtient les corollaires suivants :

Corollaire 3 Soit (M,g,S(TM)) une sous-variété de type demi-lumiére a I’écran conforme ,
irrotationnelle de dimension (n+ 1) d’une variété lorentzienne M de dimension (n+3) avec
¢®>0.Alorsona:

2rg(TM) ) < 2Fs(TM) () +n(n— 1) (Qu] +15). (3.62)

La conservation de I’égalité (3.62) tient pour tout p € M si et seulement si M est totalement
ombilique.
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Corollaire 4 Soit (M,g,S(TM)) une sous variété de type demi-lumiére a I’écran conforme
de dimension (n+ 1) d’un espace lorentzienne R (c) de dimension (n+3) de courbure (c)
constante (c¢) si @ > 0, alors on a :

2r5(TM) () < n(n—1)(c+Qui +153). (3.63)

La conservation de I’égalité (3.63) tient pour tout p € M si et seulement si M est totalement
ombilique.

Corollaire 5 Soit (M,g,S(TM)) une sous-variété de type demi-lumiére a I’écran conforme
de dimension (n+ 1) d’un espace semi-euclidien E! de dimension n+3. Si ¢ > 0, alors on
a:

2r5(TM) () < n(n—1)(Qui +153) (3.64)

La conservation de 1’équation (3.64) tient pour tout p € M si et seulement si M est totalement
ombilique. Maintenant, on rappelle le théoreme suivant de [10].

Théoréme 8 Soit (M,g,S(TM)) une sous-variété de type demi-lumiére d’une variété semi-
riemannienne M si la distribution écran D est de la forme de Killing sur M, alors il existe une
fonction lisse O telle que :

D(X,Y) =8g(X,Y) (3.65)

pour tout XY € TM.

Preuve 9 De la relation (3.5) on a : V= V3 +h(x,y) oit h(x,y) est la seconde forme fonda-
mentale : h(x,y) = B(x,y)N + D(x,y)U.

De (3.21) ona : B(x,y) = D(x,y) =0
De plus de la relation 3.22, on a h(x,y) = g(x,y)H en base orthogonale {ey,--- ,e,}
B(x,y) = B(ej,ej) =0 ssi By1,--- ,B, et Bjj =0, pour i # j € {l,--- ,n} et Bjj # 0, pour
i=je{l,---,n}.

D(x,y) = D(e,-,ej = 0 si et seulement si D11, ,Dyp, Djj—0, pour tout i # j € {1,---,n}
et D;j # 0, pour touti=j € {1,---,n}
Donc D(x,y) = Dg(x,y).

D’apres le théoreme 7 et le théoreme 8, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 6 Soit (M,g,S(TM)) une sous variété de type demi-lumiére a I’écran conforme de
dimension (n+ 1) d’une variété lorentzienne M de dimension (n+3). Si la conservation de
I’égalité 3.50 tient pour tout p € M, alors D est de la forme de Killing homothétique sur M
avec 6 = 1.

Si on met (3.44) et (3.46) dans (3.48), on a le lemme suivant :
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Lemme 4 Soit (M,g,S(TM)) une sous variété de type demi-lumiére a I’écran conforme de
dimension (n+ 1) d’un espace lorentzien RY3(c) de dimension (n+3). Supposons que
{e1,-- ,en} est une base orthogonale de T'(S(TM)). Alors on a :

n

Aler,&)D(ei, &) +p2(er)] +nn(D(E,8) +p(&) — ) [0B(eie;)’

1 ij=1

(agE

©(p) =(c+Qui +15)n* —

(3.66)
+D(eie;))’]

En utilisant le lemme 4, on obtient le théoréme suivant :

Théoreme 9 Soir (M, g,S(Tm)) une sous-variété de type demi-lumiére a I’écran conforme de
dimension (n+ 1) d’un espace Lorentzien R'(c) de dimension (n+3), alors on a :

n

©(p) < (c+Qui +153)n* +npn(D(E,E) + p2 (§) 2 (e1,£)pale;)] (3.67)

l:

Preuve 10 La courbure sectionnelle nulle est définie par :

R . .
KnU”(TC) — gnUll, — g(Ry(ei, )&, ei) avec gy (e e;) = 1Vi= j

gpleisei)

KnUll<ei) = g<RP(ei7 &)ga ei)
La proposition (3.7) nous donne [’expression
K" (e;) = D(&,€)D(ei,e;) — D(ei,§)D(§, ;)

Soit T(p). La courbure scalaire est donnée par :

~YK+Y |K"(e;) + Ky (e)
i=1
avec Ky(e;) = g(R(E,ei)ei,N).
D’apres le théoreme (3.2) on a que :
2r(TM) ) < 27s(TM)(p) +n(n—1)(@Uf + U3)

avec 27(TM) ) la courbure constante C pour tout ¢ > 0, on a : 27(TM),) =n(n—1)C.
(3.2) devient :

2ry(TM) <n(n—1)C+n(n— 1)((pU1 —|—U2)
§n(n—1)(c+(pU1 +U2)
< (n* —n)(c+ QUi +U3)

)

n*(c+ QUi +U3) — n(@U} +U2>(
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avec

(xx) dans () on a :
2 1

(p) <H*(C-+ QUE+UR) — Y Dler &) [Dler &) +pler)]

+nUs(D(E,E) +p(E) — Y [9B(ei,e))> +Dlere;)?]

ij=1

M:

(p) <n*(C+QUF +U3) — (D(euﬁ)(D(ei,ﬁ)—Zn: D(ei,§)p2(ei) +nUz(D(&,8) +nla2p2(8)
i=1

1

n

Z [(pB(el, ) +D(ei,e )2}

=1

n

1(p) <n*(C+QU +U3) — ) D(ei,E)pa(e;) +nUz (D(E,E) +p2(8))
i=1

U(p) <n*(C+QUi +U;7) +nUz (D(E,E) +p2(§) ; D(e;,§)pa(ei).

Si la conservation de 1’égalité (3.67) tient pour tout p € M, alors (STM) est totalement géodé-
sique.

Corollaire 7 Si (M,g,S(TM) est une sous-variété de type lumiére conforme a l’écran irrota-
tionnel de dimension (n+1) d’un espace semi-euclidien E}*> de dimension (n+3) alors on
a:

1(p) < (Qui +45) n* + npapa (&) (3.68)

La conservation de I’égalité (3.68) tient pour tout p € M si et seulement si M est totalement
géodésique.

Si on considere le lemme (3) dans le lemme (4) et utiliser les arguments similaire comme
dans la démonstration du théoreme 4.2, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 10 Soit M,g,S(TM)) une sous variété de type demi-lumiére a I’écran conforme
de dimension (n+ 1) d’un espace Lorentzien R} (c). Alors on a :

t(p) < nPe+n(n—1) (Qui +15) +na(D(E,E) +p2(8)) — Y [D(ei, E)pa(e)].  (3.69)

i=1
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Preuve 11 D’apres le lemme (3.4) on a que :

(p) = (C+QUF +Ud)n i‘, (€i,8) [D(ei,&) + pa(ei)] +nUz (D(E,5) + p2(8) + p2(8))

Y. [0B(ei.e)* + Dleie;)]
LJ

avec collaire (3.4) on a :

2r(TM)(p) < n(n—1)(C+ QUi +U3)
<n(n—1)C+n(n—1)(QUf +U3)
<n(n—1)(C+oUI+U3)
< (n* —n)(C+ QU +U3)
<n*(C+ QU +U3) —n(C+ U} +U3)
< n?C+n*(QU? +U3) —nC —n(U +U3)
<n?C+n(n—1)(QU} +U3) —nC.

Lemme (3.7) nous montre que :

n

(p) < n*C+n(n—1)(QUf +U3) — .Z_rlD(e"’é) [D(ei,§) +p2(ei)] +nU2 [D(&,§) +p2(8)]

- Z [(PB(eivej)z-"D(ei?ej)z} .

i,j=1

n
D(ela elvej Z el7 +
i=1

[v]=

1(p) < n*C+n(n—1)(QUE +U3) —
1

nUpD(E,8) +nUspa (&) — Z ©B(ej,e;) +D(e,-,ej)2].
i.j

i

M:

1(p) < n*C+n(n—1)(QUi +U3) = Y D(e:,E)pa(er) +nUz(D(E,§) +p2(§)).

1

~.

n

U(p) < n*C+n(n—1)(QUF +U3) +nU2 (D(E,8) +p(§)) — ) [D(ei.E)pa(er)].
i=1

La conservation de [’égalité (3.69) tient pour p € M, si et seulement si M est totalement
ombilique.

Corollaire 8 Soit (M,g,S(TM)) une sous-variété de type demi-lumiére a I’écran conforme
de dimension irrotationnel (n+ 1) d’un espace Lorentzien R’iH'S. Alors

©(p) < n*+n(n—1)(Qui +153) + ntop2 (8). (3.70)
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La conservation de I’égalité (3.70) tient pour tout p € M si et seulement si M est totalement
ombilique.

Exemple 7 Considérer dans R{ avec signature (—,+,+,+,+,+,+), la sous-variété de M
est donnée par les équations :

X4 = (x%—x%)%, x3=(1 —x%)%, X6 = (—x%)%, x2,%s5,x7 > 0 (3.71)

alorsona :

Rad TM :Span{é = X10x] +Xx20x2 +X4BX4},
S(TM) =Span{Z; = x40x1 4+ x10x4;Zy = —x50x3 + X30x5;Z3 = —Xc0x7 + X70X¢;
Z4 = x60x7 + x70x6 }

et D = Span{u = x30x3 + x50xs }
donc, M est une sous-variété de type demi-lumicre de Rz avec S(TM) = Span{U,,U,,Us,Us}.

Ainsi, tout ’espace tangent ltr(TM) transversal de type lumiere est engendré par :
N = %{—xlaxl + x20x) + x49x4 }. Alors, on a :

6Z]‘E_y =27i; 6Zzé = VZ3E: = v245.3 = 0,6&&, = E.a

3 1 . 3 3
Vz,N = 2—Z1;VZZN = VZ3N =VzN = O,VéN =-—-N
x|

et (M,g,S(TM)) est un écran conforme avec ¢ = 5—. Pour (3.5), (3.6) et (3.7), on a:
B(Z1,2)) = —xz,D(Zz,Zz) ~1 (3.72)

1 o) A(Zy,7Zp) = —1.
En effet, de (3.72) on a:

D(Zy,2>) = kg(Z2,2,)

= kg ( aa +x30x5, — ai +x3 8?65) posons k = 1

(AN, (L a
=8 x58x37 x58x3 8 x3ax57'x3ax5

- 9 IV, . (2 2
A G A TSN Y38\ oxs oxs

= —X5+Xx3

or x5 > 0, en posant que xs = l,ona:

1 (1-a2)?

=—1+|1 -]

:—1+1—x%

x5 >0

—x%zl

x%z—l

alors —1+1—x3 devient —141—1=—1
D’ou D(Z,2>) = —1.
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2e)B(Z1,22) = —x3.

En effet, on sait que B(x,y) = kg(x,y) pour tout k = 1. On a

B(Z Z) i—i— J J + J
1,41 x481 xla)q 4al x18x4

I A )
=8 x4ax17-x4axl g1 X1 ax4a~xl aX4

=x4g | 0x1,0x1 | +x1g | Ox4,0x4
Hlf—/ H],—/

=X4+X1 Or x4 = (x%—x%)i

(x% — xz) + X1

2rs(ray (p) < n(n—1)[|H'(p)||* — out

Ona:
|xF — 3% — x7
~f-g-x
3

3 0) szg = 6238 = 6248.

En effet, comme € et Z, sont des champs de vecteur, on a :

0
V_ax53x3+ax3ax5xl 0x1 —|—sz 4 x40x4 = ( X5aX3 —|—X3BX5)()C]8X1 + Xxp0x2 +X4aX4)
ox1 ox, 0 0x4 ox1

—X5=— 7 ——0X] —X5=— 3% 915 — X535 - - —0x4 +x3 gaxl

8 0x4
+Xx3 iXQaXQ +Xx3 a—sa)m

=0
D’ou 6222_, = ?ZS§ = 624&, =0.
4 8) VzN = 0.

En effet :

?Z3N =V —X10X] + X20x2 +X4aX4)

1
(-%%-HW&) 2 (

Comme N et Z3 sont des champs de vecteurs, on a :

0 0\ 1 1
( Xe=— +X7— ) ( —Xx10x1 + X20x7 +X4aX4) > (—x18x1 -+ xp0x7 —I-X4BXX4)(—X68X7 —|-X7ax6)

a)C7

8x6

1
b (—x10x1 (—x6)0x7 + X20X2X7X6 + X20x2 — X60X7

+ x20x7 — X60X7 + X40x4(—X)0x7 + X40X4X70X¢
=0
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D’ou . 3
Vz,N=VzN=VzN =0

.5 0) vZISZZl.

En effet

& = X10xX] + X20x7 + X40x4
Z1 = x40x1 + X1 + x4

V7€ = V.00, 41,01, X10X1 + X20X2 4 X40x4
Comme et Z; sont des champs de vecteurs on a :

(x40x1 +x10x4) (x10x] 4+ X20x7 + X40x4) = X40X1X]0X| + X40X1X20x + X40X1X40X4
+ X10x4X10x] + X10x4X20x + X1 0X4X40X4
= x40X] + Xx10x4
— 7

D’Ol\,l~ 6218 =7.
6 .) VSN - _N.

En effet 1
VN = Vx18x1+xzaxz+X4ax4§ (xlaxl 4+ x720x7 —|—X4BX4)

N et & sont tous des champs de vecteurs on a :

- 1 1
Vx13x1+x28x2+x4aJC4§ (x10x1 +x20x2 +x4) = (x10x] +X20x7 + x40x4) 3 (—x10x] + Xx20x7 + x40x4)
1

= —(—X1 0X1X10X] + X10X1X20X2 4 X10X1X40X4 — X20X2X]0X]

2
+X20Xx2X20X7 + X20X2X40X4 — X40X4X10X] 4 X40X4X20X) + )C4aX4X4aX4)
1
= 5 (—x18x1 + Xx70x2 +X48X4) =N

= —% (x10x1 — X20x2 — X40x4)

= —N.

7e)Vz N = Z—}Clzl.
En effet, de (3.31),ona: Ay = (pAg)

ﬁle = Vzl (pg = €x4axl+xlax4([)(xlaxl + x720x7 +X4a)C4)
= (X4axl +x18x4)(p(xlax1 -+ xp0x2 —|-X4BX4)
(p(x4ax1x18x1 + X40X1X20X2 + X40X1X40Xx4 + X10X4X10X] + X10x4X20x7 + X1 a)C4)C4aX4)
= (p(x4ax1 +x18x4)
Z
= @Z;; or @ estun écran conforme = o
1

=--2Z

2x 1
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Conclusion générale

Dans notre travail de mémoire, nous avons developpé les inégalités optimales sur les sous-
variétés de types demi-lumiere de codimension deux d’une variété Lorentzienne.

Cependant la théorie des sous-variétés d’une variété riemannienne ou semi-riemannienne
est I’un des sujets les plus importants de la géométrie différentielle. La géométrie des sous-
variétés d’une variété riemannienne ou semi-riemannienne est entierement développée, elle est
la contrepartie des sous variétés de type lumiere dont les sous-variétés de type demi-lumiere
est une classe spéciale de celles-ci.

En effet, a partir des notions existants pour les sous-variétés et les inégalités pour les sous-
variétés d’un espace réel prouvées par Bang Young Chen Ricci ; nous avons développé la théo-
rie et les applications des inégalités optimales dans les sous-variétés de types demi-lumieres,
qui consiste a déterminer les relations impliquant les principaux invariants intrinseques et ex-
trinseques pour les sous-variétés de type demi-lumieres.

Nous ne prétendons pas avoir épuiser les aspects de ce sujet, c’est un vaste et intéressant
domaine a explorer encore. J'espere m’emboiter le pas en apportant des compléments a I’un
ou I’autre élément de ce travail ou en traitant d’autres aspects qui n’ont pas été abordés ici.
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