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Résumé

L’objectif de ce mémoire est de contribuer a I’étude de I’hypersurface de
type lumiére d’une variété statistique.

Cependant, aprés avoir passé a la revue de la littérature sur les notions de
base de la géométrie différentielle, nous avons étudie 'hypersurface de type
lumiére d’une variété statistique.

Nous avons également établi les équations de Gauss-Codazzi pour le cas
d’une hypersurface de type lumiére d’une variété statistique.

Mots clés :Géométrie, hypersurface, type lumiere, variété statistique.
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Abstract

The objective of this dissertation is to contribute to the study of the
hypersurface of lightlike of a statistical variety. However, after reviewing the
literature on the notions of basis of differential geometry, we studied the
hypersurface of lightlike of a statistical variety. We also established the Gauss-
Codazzi equations for the case of a lightlike hypersurface of a statistical
manifold.

Key words : Geometry, hypersurface, lightlike, statistical manifold.
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Avant-propos

L’objectif de cette recherche est d’étudier la géométrie des hypersurfaces
de type lumiére d’'une variété statistique. Comme la géométrie des hypersur-
faces de type lumiére n’est pas exploité en Afrique en générale et en particu-
lier au Burundi, nous avons rencontré des difficultés pour exploiter ce sujet si
noble. Mais en s’inspirant sur les résultats existants, nous avions pu aboutir
aux résultats.
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Introduction générale

Dans ce mémoire, les outils de la géométrie différentielle sont utilisés
pour examiner l'inférence statistique et la perte d’information.

La géométrie des sous-variétés des variétés statistiques est etudiée dans
ce mémoire et les formules de Gauss-Weingarten, les équation de Gauss et
Codazzi sont obtenues. Aussi, nous avons étudié des sous-variétés des variétés
statistiques a courbure constante. La géométrie de type lumiére d’'une sous
variété d'une variété semi-riemannienne a été présentée par K.L.Duggal et
A.Bejancu dans 7 Lightlike submanifolds of semi-riemannian manifolds and
applications en 1996. Mathematics and its applications.” Aussi dans ” Nul
curves and hypersurfaces of semi-riemannian manifolds”. Les hypersurfaces
de type lumiére dans divers espaces ont été étudiées par de nombreux auteurs.

Motivés par ces circonstances, le probléme suivant a été formulé : L’hy-
persurface de type lumiére d’une variété statistique est-elle une variété sta-
tistique ?

Dans notre travail de master, quelques relations entre objets géométriques
induits par rapport a4 des connexions duales d’une hypersurface de type lu-
miére sont données.

Le deuxiéme chapitre présente les définitions de base et les résultats
concernant les variétés statistiques et 'hypersurface de type lumiére.

Au chapitre 3, nous montrons que les connexions sur une hypersurface
de type lumiére d’une variété statistique ne sont pas des connexions duales
et 'hypersurface de type lumiére n’est pas une variété statistique , aussi que
la seconde forme fondamentale n’est pas dégénérée et un exemple est donné.
Enfin, nous obtenos les formules de tenseurs de courbure d’une hypersurface
de type lumiére d'une variété statistique.

NDORIYOBIJA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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mmmmmssmmmn Chapitre 1 ————

Notion de géométrie différentielle

1.1 Difféomorphismes, immersions et submer-
sions

Soit f une application de classe C'!' d’'un espace affine dans un autre. on
notera par D, f sa différentielle au point x.

Définition 1.1. Soit U un ouvert de R™, V un ouvert de RP et f une appli-
cation de classe C" définie de U a valeurs dans V', pour r > 1.

1. L’application f est un difféomorphisme de U sur V', si f est une bi-
jection de classe C" ainsi que sa réciproque.

2. L’application f : U — F de classe C" est une immersion en x € U si
sa différentielle en = est injective (i.e si sa matrice jacobienne est de
rang n)

3. L’application f est une submersion en x € U si sa différentielle en x
est surjective (i.e si sa matrice jacobienne est de rang p). f est une
submersion au dessus de y € F' si f est une submersion en tout point

de f1(y).
Théoréme 1.1 (Inversion locale). Soient U et V' deux ouverts de R™ et f
une application de classe C" définie de U a valeur dans V. Soit m un point

de U tel que D, [ est inversible. Alors f est un difféomorphisme au voisinage
de m.

Le théoreme d’inversion locale permet d’affiner notre compréhension des
immersions et des submersions

Théoréme 1.2 (des immersions et des submersions). Soit f une application
C" d’un ouvert U d’un espace affine € de dimension p a valeurs dans un
espace affine F' de dimension n. Alors

1. On suppose que f est une immersion en m. Alors, il existe un voisi-
nage U de m, une carte (V, ¢) au voisinage de f(m), tel que f(u) C
V', tels que ¢ o f définie de U dans R™ est une application affine in-
jective.

NDORIYOBIJA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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2. On suppose que f est une submersion en m. Alors, il existe une carte
(U, ¢) au voisinage x, tels que f o o= est une application affine
surjective de (U) dans F.

Autrement dit, en choisissant de nouvelles coordonnées,une immersion est
une application linéaire injective et une submersion devient une application
linéaire surjective.

1.2 Sous-variétés R"

Définition 1.2. Soit M un sous ensemble de R™. On dit que M est une sous
variété de R™ de dimension p et de classe C* s’il vérifie l'une des assertions
équivalentes suivantes :

1. (Définition par redressement) Pour tout x de M, il existe des voisi-
nages respectifs U de x dans R™ et V de 0 dans RP, ainsi qu’un C*-
difféomorphisme f : U — V', envoyant x sur 0, et telle que f(UNM) =
VN (RP x0).

2. (Définition locale par fonction implicite) Pour tout x de M, il existe un
voisinage U de x dans R™ ainsi que f : U — R" P une C*—submersion
en x telle que UN M = f~1(0).

Par exemple du cercle unité, il est donné par l’équation 2> +y*—1 =0

3. (Définition locale par paramétrage) Pour tout x de M, il existe des
voisinages U de x dans R™ et V de 0 dans RP, ainsi que f:V — R”
une C*—immersion en 0, envoyant 0 sur x, et induisant un homéo-
morphisme V- — U N M.

Par exemple, le cercle unité est l’ensemble des points (cost,sint) pour
tout t € [0, 27].

4. (Définition locale par graphe) Pour tout x de M, on a un voisinage U
de x dans R™, une identification linéaire R™ = RP x R"™P, un ouvert
V de RP et une fonction f : V — R" P de classe C* telle que UNM =
{(y, f(W))ly e V}.

Par exemple, la partie supérieure du cercle unité est l’ensemble des

points (x, f(x)) ou f(x) = V1 — 22,

Une partie de R™ est une sous variété de dimension p si elle ressemble au
voisinage de chacun de ses points a un sous espace affine de dimension p. Le
sous espace en question (qui est en fait le sous espace qui approche le mieux
la sous variété au point considéré) sera appelé plan tangent a la sous-variété
en ce point. Par exemple, une courbe est une sous-variété de dimension 1, une
surface est une sous-variété de dimension 2, une sphére est une sous-variété

NDORIYOBIJA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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de dimension 2 dans R3. La terre est une sphére, mais & notre échelle oil on
n’en voit qu’une toute petite partie on a I'impression de marcher sur un plan
(a tel point qu’on a longtemps pensé que la terre était effectivement plate).
Et plus, généralement on parle d’hypersurface lorsque p =n — 1.

Ainsi une sous-variété de dimension 1 est une partie de R™ telle que si on
zoome sur n’importe lequel de ses points, on finit par avoir I'impression qu’il
s’agit d'un morceau de droite.

1.2.1 Fibré tangent d’une sous-variété de R"

On se donne M une sous variété de R™ de dimension p, et un point z de
M.

Définition 1.3. (vecteur tangent) Un vecteur V € R" est tangent a M en x
s’il existe § > 0 et c:] — §,5[— R™ une courbe C* a image dans M telle que
c(0) ==z, et ¢ (0)=V.

On note T, M [’ensemble des vecteurs tangents a M en x, que l’on appelle
espace tangent a M en x.

Proposition 1.1. Soient M une sous-variété de R™ et x € M.

1. Si U est un voisinage ouvert de x dans R™, V un voisinage ouvert de
0 dans R™, et f : U — V un C'-difféomorphime tel que f(x) =0 et
f{UNM)= (R x0)NV, alors T,M = (df,) *(R? x 0).

2. 8t U est un voisinage ouvert de x dans R™, et f : U — R"P, une
submersion C' en x telle que U N M = f~(f(x)), alors T,M =
ker(df,).

3. Si U est un voisinage de 0 dans RP, U un voisinage de x dans R",

et f:V — U un paramétrage local de M en x avec f(0) = z, alors
T.M = Im(dfy).

Exemple 1.1. — Soit la sphere unité S™ = f~1(1), ou f : R" — R,

z — ||z||?>. Un calcul direct donne df,(v) = 2(x,v) pour tout point

x € S" et tout vecteur v € R" L. Ainsi T,S™ = ker(v — 2(x,v)) = a+.

— Soit U := {(wg, x1, 72, 23) € R* ; x5 # 0 ou x3 # 0} un ouvert de R*.
Considérons le sous-ensemble M de R* donné par

M = {(z0, 21, 5,73) €U 5 o = 21 + V24 /23 + 3},

Montrons que M est une sous-variété et déterminons [’espace tangent
en un point geEnérique.

Il est simple de montrer que l'application f : U — R, (zg, x1, T2, T3) —
—20 + 71 + V2/73 + 22 est une submersion de classe C™ en tout

NDORIYOBIJA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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point (xg,x1, T2, x3) tel que xo et x3 ne sont pas a la fois nuls. D’ou
M = f71(0) est une hypersurface de R* en tant que ligne de niveau
d’une submersion.

Soit p = (xg, 1, T2, x3) un point générique de M. Alors,

dpf:(é‘f of of af)_(_m V2, 2y )

’ 9 I - ) I
0x0 893'1 81’2 al‘g \/I%—FZ‘% \/Z‘% +l’%

Par suite, T,M = {X € R* ; d,f(X) = 0}.
Ainsi, un vecteur X = (X X1 X2 X3) est tangent a M en p si et
seulement si

\/§I2 X2+ \/§I3 X3
Vi + a3 Vi + a3
Définition 1.4. (Fibré tangent) Soit M une sous-variété de RP, de dimen-

sion n, on appelle fibré tangent a la sous-variété M le sous ensemble de
M x RP défini par : TM = {(a,u),a € M,u € T,M}.

X0 =X'4

1.3 Variété Abstraite

1.3.1 Espace topologique

Soit M un ensemble non vide et O une famille de sous-ensembles de M
satisfaisant :
— L’ensemble vide et M appartient dans O.
— Toute intersection finie d’ouvert est un ouvert, c’est -a- dire que si O;
sont des éléments de O Vi € I alors

ﬂ@eo
iel

— Toute réunion quelconque d’ouverts est un ouvert, c’est -a- dire si
(Oy)ier est une famille d’elements de O, indexée par un ensemble
quelconque alors

Joieo.

iel

Définition 1.5. Le couple (M, Q) est alors appelé espace topologique. Un
ouvert est une élément de O, i.e que ce dernier est [’ensemble des ouvert.

NDORIYOBIJA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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Une famille (Q,)qe; d’éléments de O, avec I un ensemble d’indices quel-
conque, telle que |J,o; Qo = M est appelé recouvrement ouvert de .
Soit p € M. On dit qu'un sous-ensemble A de M est un voisinage de p lorsque
A contient un ouvert contenant x.

Un recouvrement ouvert de M est dit localement fini si tout point p de
M posséde un voisinage rencontrant un nombre fini d’ouverts de ce recou-
vrement.

Un espace topologique est dit séparé lorsque deux points distincts peuvent
étre séparés par des ouverts disjoints. L’espace topologique (M, O) est dit
paracompact si de tout recouvrement ouvert de M on peut extraire un sous
recouvrement localement fini. Il est dit connexe s’il n’est pas réunion de deux
ouverts non vides disjoints.

1.3.2 Variété topologique

Définition 1.6 (Variété topologique). Une wvariété topologique est un
ensemble non vide M tel que :
— M est un espace topologique séparé paracompact ;
— Tout point p € M possede un voisinage U C M homéomorphe a un
ouvert de R™.
Dans ce cas, n est appelé la dimension de la variété topologique M.

Définition 1.7 (Carte locale). Si ¢ : U — p(U) C R™ est un homéomor-
phisme alors, le couple (U, p) est appelé carte locale.

Définition 1.8 (Atlas). Une collection (U;, p;)ier de cartes locales telle que
M= Ju;
iel
est appelée Atlas de M.

Soit (U;, p;)ier un atlas d'une variété topologique M. Chaque ouvert U; est
appelé voisinage coordonnée et chaque ¢; est une fonction de cordon-
née. Deux Atlas de M sont dits compatibles si leur réunion est un Atlas de
M. Un Atlas maximal est un Atlas qui contient toute carte locale compatible
avec lui.

1.3.3 Variété différentiable

Définition 1.9 (Variété abstraite ). Un ensemble M est appelé variété de
classe C" lorsque :

NDORIYOBIJA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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1. M est une variété topologique ;

2. il existe un Atlas (U;, p;)icr de M tel que pour tous i,j € I tels que
UsNU; 0, ona ;o ol NU) — iU NU;) C R est de
classe C.

Lorsque les fonctions ;o @; ! sont toutes de classe O, on dit que M est
une variété différentielle.

Dans la définition précédente, I’Atlas (Ui, ;)ier est dite de classe C".
Les fonctions ¢; o ;' sont appelées fonctions de transition ou changement
de cartes. Ce sont des difféomorphismes. Une variété différentiable est dite
orientable si tous les changements de cartes sont a jacobien positif.

1.3.4 Fibré tangent d’une variété abstraite
L’espace tangent & une variété en un point

Dans cette partie, on fixe une variété différentiable M de dimension n
et un point x € M. On note C,(M) I'ensemble de tous les chemins lisses ¢
définis sur un voisinage de 0 € R,a valeur dans M et vérifiant ¢(0) = . On
munit C, (M) de la relation d’équivalence donnée par :

c1 ~ ¢y <= pour toute carte ¢ en x,(Ppoc1)(0) = (¢pocy)(0)
< il existe une carte ¢ en x, (¢ o c;)'(0) = (¢ 0 ¢2)'(0).

Notons que deux chemins de Cy(R™) sont équivalents en ce sens si et seule-
ment s’ils ont méme derivée en 0.

Définition 1.10. (Espace tangent et application tangente). L’espace tangent
a M en z est l’ensemble quotient T,M = Cp(M)/ ~ Si f: M — N est une
application lisse entre variétés, alors Uapplication Cp(M) — Cry(N),

¢ — foc induit par passage au quotient une application T,M — T, N appelée
application tangente a f en x, ou différentielle de f en x. On la notera df,.

On notera ¢/(0) la classe d'un chemin ¢ pour la relation ~. Cependant,
afin d’éviter des confusions, nous la noterons [c] le temps de cette partie.

Proposition 1.2. . L’espace tangent T, M admet une unique structure d’es-
pace vectoriel telle que pour toute carte ¢ en x, l'application d¢, : T, M — R"
est linéaire, autrement dit :

Vu,v € Tp,M,dp,(u+v) = do,(u) + do.(v),

Vu € T, M, € R, dp,(Au) = Ado,(u).

NDORIYOBIJA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024
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Pour toute application lisse f : M — N, la différentielle de f en x est
une application linéaire df, : T, M — Ty, N, lorsque les espaces tangents
sont munis de cette structure.
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mammmmmmmm Chapitre 2 ————

Variété Pseudo-Riemannienne

2.1 Espaces pseudo-euclidiens

2.1.1 Formes bilinéaires et quadratiques
Soit V' un espace vectoriel réel.

Définition 2.1 (Forme bilinéaire symétrique [I7]). Une application g : V X
V — R est appelée forme bilinéaire lorsqu’elle est linéaire par rapport a
chacune des deux variables. En plus, on dit qu’elle est symétrique si pour
tous u,v €V on a g(u,v) = g(v,u).

Définition 2.2. Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V.. On dit que g
est :
— définie positive (respectivement négative ) si v #0 on a g(v,v) > 0
(respectivement g(v,v) <0);
— Semi-définie positive (respectivement négative) siv #0, on a g(v,v) >0
(respectivement g(v,v) <0);
— dégénérée s’il existe v e V\{0} tel que g(u,v) =0Vu eV ;
— non-dégénée si le seul vecteur v tel que g(v,w) = 0 pour tout w de
V' est le vecteur nul (autrement dit, seul le vecteur nul est orthogonal
(selon g) a tous les vecteurs de ’espace).

Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V. On définit sur V' une fonc-
tion (), appelée forme quadratique associée a g par @, : V — R tel que
Qg = g(z,x) pour tout = € V.

Exemple 2.1. Uapplication ((x1,22); (y1,y2)) — T1y2 + y122 est une forme
bilinéaire symétrique sur R?. Sa forme quadratique associée est donné par
Q((x1, x2)) =2x129, Certains vecteurs ont une image nulle ou négative.

2.1.2 Produits scalaires

Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V' dont on note (), sa forme
quadratique. On dit que g est :
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— positive (respectivement négative) si ), > 0 (respectivement
Q. <0) pour tout x de V;

— définie positive (respectivement négative ) si (), > 0 (respective-
ment @, < 0) Vo #0;

— non dégénéré si pour tout y € V,g(z,y) =0, i.e x = 0.

Définition 2.3 ( Produit scalaire semi-euclidien ). On appelle produit
scalaire semi-euclidien , toute forme bilinéaire symétrique non dégénéré.
Un espace V muni d’un produit scalaire semi-euclidien B est appelé espace
semi-euclidien et est noté (V, [3).

Une forme bilinéaire symétrique peut-étre représentée par une matrice
diagonale.

Si cette forme est non dégénérée, alors les eléments de la diagonale sont
tous nuls.

Définition 2.4 ( Produit scalaire ). Soit V' un espace vectoriel. Un produit
scalaire sur V' est une forme bilinéaire <,>:V xV — R symétrique, définie
et positive.

Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V. On dit que g est définie si
elle est définie positive ou négative, qu’elle est semi-définie si elle positive ou
négative.

soit (V, ) un espace semi-euclidien.

Remarque 2.1. Soit V' un espace vectoriel de dimension n, [ une forme
bilinéaire sur V.

[ est non dégénéré sur V, si et seulement si elle de rang n, c¢’est a dire sa
matrice est inversible. Si [ est définie, elle est nécessairement non dégénérée.

Indice d’une forme bilinéaire

Définition 2.5 (Indice d'une forme bilineaire). On appelle indice de la
forme bilindire ¢ un entier naturel q qui est la dimension maximale de
sous-espaces vectoriels de V' sur lesquels g est définie négative. On a donc
0<qg<dimV.Siq=0 alors g est définie positive.

Matrice d’une forme bilinéaire

Soit B = (ey, €9, €3, ..., €,) une base de V. Si g est symétrique, alors elle
peut étre exprimée comme une n X n matrice symétrique notée G = (g;;)
avec g;;=g(e;, e;). G est appelée matrice associée a la forme bilinéaire
symétrique ¢ relativement a la base B.

Si la forme bilinéaire est non dégénerée ,g est appelée métrique pseudo-
riemannienne .
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3
Exemple 2.2. (1 9

bilinéaire symétrique

X X
(( 1) : ( 1))—> 311y1 — 29ys + L1y + Toy.
) )

Dans une base orthonormée B' d'un espace pseudo- euclidien (V, g), on a

) est la matrice ( dans la base canonique) de la forme

q q+p
o0.0) = =S WP+ Y (W)
i=1 a=q+1
avec p +q = n. Ve;,e; € B on a g(e;, e;) = &;. Ainsi la matrice G =
diag(—, ..., —,+,...,+) avec q fois (=) et p fois (+).

La somme de ces eléments diagonaux de la forme canonique s’appelle la
signature de g et le nombre de signe négatifs s’appelle I'index de V.

Le cas out ¢ = 1 correspond a 1’espace de Minkowiski .

Un vecteur v de I'espace vectoriel pseudo-euclidien V' est dit

1. de type espace si g(v,v) >0 ouwv =10
2. de type temps si g(v,v) <0
3. de type lumié (ou isotrope) si g(v,v) =0 et v #£0.

L’ensemble des vecteurs isotropes dans V' est appelé cone de lumiére qu’on
note souvent A = {v € V\{0}/g(v,v) =0} .

Définition 2.6 ( Radical ). . Soit (V,g) un espace pseudo-euclidien de type
lumiére. On appelle radical de V' le sous- espace de V noté RadV défini
par

RadV ={£ €V/g(§,v) =0Yv eV},

Proposition 2.1. . Soit (V,g) un espace pseudo-euclidien et W un sous-
espace vectoriel de V' de dimension n tel que 0 < Rad(W) = r < n. Tout
sous-espace complémentaire de Rad(W') dans W est non dégénéré.

Démonstration. soit S(W) un sous-espace complémentaire de Rad(W) dans
W. Supposons S(W) dégénéré . I existe alors w € S(W) tel que Yo € S(W),
g(v,w) = 0. Alors, comme Yu € Rad(W), g(u,w) =0 on aw € Rad(W). on
a donc w € Rad(W)NS(W) #0

0

Conséquence 2.1. dim(S(W)) =n—r
Tout complémentaire orthogonal S(W) de Rad(W') dans W est appelé
sous-espace écran. Comme S(W) est non dégénéré relativement a g, c,est un

espace pseudo-euclidien. Il admet donc une base orthonormale (i1, ..., Uy).
Relativement a la décomposition W = RadW @,,,,, S(W), une base B" de W
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est donné par B" = (f1y ooy fryUps1y ooy Up) 04 f; € RadW et comme RadW
et W sont orthogonauz, la matrice G relative a la base B est de la forme

g(fr, fr) a(fis fr) 9(frsUrgr)... g(f1,un)
g(fa, f1) g(fas f7) 9(f2, 1) g(f2,un)
g(f?nfl) g(f?nfT) g(f37u7“+1)"' g(f37un)

G=| gnf) o 9Unf) 9w 9w | (21)
g(ur-‘rbfl) g<ur+1>fr) g(uT+17uT+1)"‘ g(ur+1>un)
GO f) oo g £ gl tra)e gt un)

2.1.3 Othogonalité et isotropie

Soit g une forme bilinéaire symétrique sur V' et x,y des vecteurs de V.
On dit que x et y sont orhogonaux et on note z 1 y si g(x,y) = 0.

Un vecteur est dit isotrope s’il est orthogonal & lui méme, c’est a dire
g(z,z) =0.

L’ensemble des vecteurs isotrope est appelé cone isotrope de g.

L’ensemble de tous les vecteurs orthogonaux a tous les vecteurs de V est
appelé le noyau de g.[15]

Proposition 2.2. Soit (V,g) un espace pseudo-euclidien de dimension finie
et W un sous-espace de V. Alors on a

1. dimW + dimW+ = dimV

2. WHt=w

3. RadW = RadW+ =W NW+.

2.1.4 Meétrique semi-riemannienne

Définition 2.7. On appelle métrique semi- riemannienne (ou un ten-
seur métrique) une famille des applications
e T M X T, M — R telle que
— VY € M, g, est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénére.
— Si X, Y e T(TM), la fonction g(X,Y),=g(X,Y) est différentiable
— L’indice de g est constante,et noté IndM,c’est a dire dp € N,Vr € M
Ind(T,M) = p.
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La signature de g sur M est (p,q) ou p est la dimension maximale
des sous-espaces de T, M sur lesquels g, est définie positive , ¢ la di-
mension maximale des sous-espaces de T, M sur lesquels g, est définie
négative avec M" une variété différentielle et p,g € N tels que p 4+ ¢ = n.
Si M = R"™, M est appelée espace semi-euclidieun standard et est noté R4
ou RP. C’est-4 dire un espace de type R™ muni de la métrique définie par :

gP? R x R" — R

q

(€,y) = =Y Ty + Y Tala
=1

a=q+1
avec n=p+q, x = (T1, ..., Tpn) et Y=(Y1, .oy Yn)-
— si ¢ = 0, g, est une métrique riemannienne et ’espace euclidien est
noté par [E" et sa métrique est définie par :

i=1
— si ¢ = 1,9, est une métrique lorentzienne et est donné par g(x,y) =
—ZiYi + D p—s TaYa-

Exemple 2.3. — La bouteille de Klein
— La tore

Définition 2.8. Une variété différentielle M, munie d’une métrique semi-
riemannienne g (respectivement riemannienne, lorentzienne) est appelée va-
riété semi-riemannienne (respectivement riemannienne , lorent-
zienne ) et notée (M, g).

2.1.5 Connexion linéaire- Crochet de Lie

Définition 2.9. Soit M une variété différentielle. Une connexion li-
néaire sur M est une application

V :D(TM) x T(TM) — T(TM)

(X,Y)—~ VxY

telle que VXY, Z e (TM)Nf,h € C*(M)

1. fo+hyZ = fVXZ + hVy Z

2. Vx(fY +hZ) = fVxY + hVxZ + (Xf)Y + (Xh)Z

On appelle dérivée de Lie sur M un opérateur différentiel note Lx défini
par
Lx :T(TM)—T(TM)
Y= LY =[X,Y]
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Définition 2.10. Soit M wune variété différentielle. Pour deux champs de
vecteurs X, Y de classe C*(M) au moins, et pour toute fonction f € C*(M),
le crochet de Lie se définit comme :

(X Y]() = X(Y(f)) = Y (X))
Propriété 2.1. 1. VxY - VyX = [X,Y]

2. [ X,)Y]=-[Y, X]

3. [X,aY1 4+ bYs] = a]X, Y] + b X, Y5

4. [ X, IV, Z)|+ [V, [Z, X]] + [Z,[X,Y]] = 0 (Identité de Jacobi). Ou a,b
eR

2.1.6 Torsion

Définition 2.11. Soit V une connexion linéaire sur une variété différentielle
M. le tenseur de torsion T ( associé a V) est le champ de tenseur de
type (1,2) tel que VX, Y € I'(T'M),

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y].

La connexion est sans torsion si T = 0.

Définition 2.12. La connexion de Levi- Civita d’une variété semi-riemannienne

(M, g) est l'unique connexion sans torsion sur M compatible avec g,donnée
par la formule de Koszul suivante :

QQ(VXya Z) = X(g<Y7 Z)) + Yg(X7 Z) - Zg(X7 Y)
+9(X, Y], 2) —g(X, 2],Y) —g([Y, 2], X).  (22)

pour tout X,Y,Z € I'(TM).

Démonstration. Nous allons montrer que la connexion V défini par la for-
mule (2.2)) est une connexion métrique et sans torsion. Premiérement nous
devons montrer que V est une connexion linéaire.En utilisant les propriétés
de champs de vecteurs et crochets de lie nous pouvons montrer par un calcul
direct que

20(VixY,Z) =2fg(VxY,Z)VZ € T(TM), Donc VyxY = fVxY VXY €
[(TM)

C’est a dire V est C°°(M)-linéaire dans le premier argument.
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Ensuite, nous vérifions la deuxiéme propriété de connexions :

20(Vx(fY), 2) = Xg(fY, Z) + fY9(X,Z) = Zg(X, fY) + 9([X, fY], Z)

—9([fY, Z], X)

=X(Ng(Y,2) + [Xg(Y,Z) + fY9(X,Z) — Z(f)g9(X,Y)
—fZg(X,Y)

+ f9((X, Y], 2) + X(f)g(Y,Z) — f9([X, Z],Y)
—f9([Y,2), X) + Z(f)g(Y, X)

=2fg(VxY,Z) +2X(f)g(Y,Z)

=29(fVxY + X(f)Y, 2).

Par conséquent, V est une connexion linéaire. Le calcul suivant vérifie que
V est sans torsion. Utilisation de (2.2)) donne

29(T(X,Y), Z) = 29(VxY, Z) — 29(Vy X, Z) — 2¢([X,Y], Z)
=Xg9(Y,Z) +Yg(X,Z) - Zg(X,Y) + 9([X, Y], Z) — g([X, Z],Y)
—9([Y, Z], X)
~Yy(X,Z) - Xg(Y, Z) + Zg(Y, X) — g([Y, X], Z)
+9([Y, Z), X) + g([X, Z],Y)
—29([X,Y], Z) = g(2[X,Y] - 2[X,Y], Z) = 0
VZ € I(TM)

Le fait que g(.,.) soit non dégénérée cela nous donne T'(X,Y’) = 0 L’applica-
tion de la formule ([2.2]) deux fois, nous donne

20(V2X,Y) +29(X, VYY) = Zg(X,Y)+ Xg(Z,Y) - Yg(Z X)+ g([Z, X],Y)

—g([Z,Y],X) _g<[X>Y]7Z) + Zg(Y?X) +Y9<Z7X) - Xg(Z,Y)
+9([2,Y], X) = 9([2,X],Y) = g(IY, X], Z)
=27¢(X,Y)

Par conséquent ¢g(VzX,Y)+g(X,VzY) = Zg(X,Y). Clest a dire V est une
connexion meétrique. O

2.1.7 Courbure de Riemann

Définition 2.13. Soit (M, g) une variété semi-riemannienne de connexion
de Levi-Civita V. Le tenseur de courbure de Riemann est tenseur de

type (1,3) défini par

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy1Z, VX,Y,ZeT(TM).
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Le tenseur de courbure de Riemann de type (0,4) est défini par :
R(X,Y,Z,U) =g(R(X,Y)Z,U), VXY, Z, U e T'(TM).

Il satisfait aux symétries
1. RX,Y,Z,U)=—-R(Y,X,Z,U)
2. RIX,)Y,Z,U)=—-R(X,Y,U, 2)
3. RX,Y,Z,U)=+R(Z,U,X,Y)
On a les identités suivantes dues a Bianchi.
— Premiére identité de Bianchi (identité algébrique de Bianchi)

R(X,Y, Z,U)+R(Y, X, Z,U)+R(Z, X,Y,U) =0,  VX,Y,Z U € I(TM).
— Deuxiéme identité de Bianchi (identité différentielle)

(VxR)(Y, Z,U)+(VyR)(Z, X, U)+(VzR)(X,Y,U) =0, VX,Y,Z U e T(TM).

2.1.8 Courbure sectionnelle

Soient (M, g) une variété semi-riemannienne, x € M, P un plan vecto-
riel contenu dans l'espace tangent T, M, X,,Y, deux vecteurs linéairement
indépendants de P.

Définition 2.14. La courbure sectionnelle du plan P engendré par les
vecteurs linéairement indépendants X, et Y, en x est le réel noté K donné
par :
R(X.,Y,)Ye, Xy
Koy = IEC VYo Xo)

On dit que M est dite a courbure sectionnelle constante si K est constante.
— Si K =0, la variété est plane.

— Si K =1, la variété est sphérique.

— Si K = —1, la variefé est hyperbolique.

Proposition 2.3. Une variété semi-riemannienne M est a courbure section-
nelle constante si et seulement si, il existe ¢ € R tel que

R(X,Y)Z =[(Y,2)X —(X,2)Y], VX,Y,ZeT(TM).

n+1
Exemple 2.4. Soit la pseudo-sphére S™ = {x € R”“,in = 7‘2}. On
a=1

montre que

(ROX,Y)Z, W) = 2((X, WYY, Z) — (Y, W)X, Z)WX,Y Z,W € TS".

r

Donc S™ est a courbure sectionnelle constante ¢ = 1/r.

NDORIYOBIJA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024



GEOMETRIE DE I’HYPERSURFACE DE TYPE LUMIERE D’UNE VARIETE
STATISTIQUE

Le tenseur de Ricci de la variété semi-riemannienne (M, g) est le
(0, 2)-tenseur symétrique sur M défini par :

Ric(X,Y) = trace(Z — R(Z,X)Y).

Dans une base orthonormée (X7, ..., X,,) de TM,

Ric(X,Y) = Xn}R(Xj, X)Y, X;).

J=1

2.2 Sous-variétés semi-riemanniennes

Définition 2.15. Soient (M, §) une variété semi-riemannienne, M une va-
riété et i © M — M, une immersion. Si (i*g), est non dégénérée et de
signature constante pour tout x € M, alors (M,(i*g).) est une variété semi-
riemannienne. La métrique semi riemannienne(i*g),) est appelée la pre-
maiére forme fondamentale de la variété immergée M. Si M est une partie
de M et i linclusion, alors (i*g), est la restriction de g, on la note gim - Dans
ce cas, on dit que(M,gja) est une sous variété semi-riemannienne de
(M,g). Si aussi (M, g) est riemannienne, alors ((M,gjn) est riemannienne.
Comme une immersion est localement un plongement qui est un difféomor-
phisme, dans la suite nous supposons que M est une sous variété de M et
que 1 est l'inclusion. Soient V' un espace vectoriel, et B une forme bilinéaire,
symétrique sur'V, de signature (p,q,r).

— Sir =0, £ est non dégénéré. La métrique est dite semi-riemannienne.
— Sir >0, 0 est dégénéré.

— si g = 1, la métrique est dite lorentzienne.

— Si ¢ = 0, la métrique est dite riemannienne

Exemple 2.5. L’espace de de Sitter St = {(x¢,...,x,) € R"" ; —x2 +
2+ -+ 22 = 1} est une sous variété semi riemannienne de l'espace de
Minkowisky RY muni de sa métrique

g(X)Y) = -XoYo + Y Xy Vi.
k=1
Soit (M, g) une sous-variété semi riemannienne de (M, g). On pose :
T.M* = {veT,M, glv,w)=0,Yw e T,M}.

Ou T, M+ designe I’ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux a tous les
vecteurs de M T,M =T, M " & T, M=.
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On montre que
T.M =T,M & T,M*, Vo € M.

D’ou, Vv € T,M,3w* € TxM* tel que v=v" + v*. De plus, les deux
application T : T,M — T,M,v — v’ etL: T,M — T,M*,v — vt sont R-
linéaires. Un champ de vecteur X de M est dit normal si X, € T,M + (Vz €
M) On note I(T'M)* I'ensemble des champs de vecteur normal

VM_ une connexion de Levi-Civita de M respectivement & métrique g.

(Via)(Y,2) =0
VX,Y,Z € Tx M Compatible avec la métrique g.

TV"(X,Y) = 0 Sans torsion

Formule de Gauss

VYY = (VYY) + (VYY)*
— VxY +h(X,Y) (2.3)

h est la seconde forme fondamentale.
Propriété 2.2. h est C*(M)-bilinéaire et symétrique.
Démonstration. En effet, soit f € C°(M),VX,Y € TM

WX +Y,2)) = (VixmZ)*
= (VixZ)" + (Vv 2Z)*
= [(VxZ)" + f(Vy2)* (24)

A partir de (2.3)),(2.4) devient

h(f(X+Y,2)) = fM(X,Z) + fI(Y, Z)
D’ou la bilinealité

Il faut partir de

TV(X,Y) =0

VxY-VyX—[X,Y] =0
VxY+h(X,Y)-VyX—h(Y,X)-[X,Y] =0
VxY-VyX—[X,Y]+h(X,Y)-h(Y,X) =0
TV(X,Y)+ h(X,Y) = h(Y,X) =0
h(X,Y)—h(Y,X) =0

h(X,Y) = h(Y, X)

reernt

NDORIYOBIJA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024

18



GEOMETRIE DE I’HYPERSURFACE DE TYPE LUMIERE D’UNE VARIETE
STATISTIQUE

Formule de Weingarteirn
VMe = (VHOT + (VHO VX e T,M et E€ T,M T
A:T,M x T,M" — T,M
Posons AcX = —(V¥E)T
VHE = —A: X + (VHE?! ( formule de Weingartern)
A¢ est opérateur forme de M par rapport a &.
Equation de Gauss, Coddazi et Ricci
R(X,Y,Z) =V xVyZ —-NyNVxZ —Vxy|Z
—_— Y —

1 2 3

()VxVyZ =Vx(VyZ + MY, Z))
=VxVyZ +h(X,VyZ) — Aux,2)Y + Vxh(Y, 2)

De fagon similaire, on a :

(2)VxVyZ =VxVyZ +hX,VyZ) — Apx.z)Y + Vih(Y,Z)
=VyVxZ +h(Y,VxZ) — Ay X + Vyh(X, Z)

(S)v[XA/]Z - v[X,Y]Z + h([X’ Y]u Z)
= Vixy1Z + h(VxY, Z) — h(Vy X, Z)

R(X,Y,Z) = R(X,Y)Z + Anx.2)Y — AnyyX + (X, VyZ) — h(Y,VxZ)
—h(VxY,Z) +hVyX,Z)+Vxh(Y,Z) — Viyh(X, Z)
= [R(X,Y)Z + Anx.2)Y = Anp X] + [(Vxh)(Y, Z) = (Vyh)(X, Z)]

ot on a V'ha(Y,Z) = (Vxh)(Y,Z) + MV xY,Z) + h(Y,VxZ)

(R(X, Y)Z)T = R(X, Y)Z + Ah(X,Z)Y — Ah(Y,Z)X

et pour tout W € TM on a

< RX,Y)Z,W >=< R(X,Y)Z,W > — < h(Y,W),h(X,Z) > + <
(X, W),h(Y,Z) > ( équation de Gauss)

(R(X,Y)Z)t = (VEh)(Y,Z) — (V+h)(X, Z) ( equation de Codazzi)

Si M est a courbure sectionnelle constante, ’équation de Co-
dazzi devient
(Vxh)(Y.Z) = (Vyh)(X, Z)

Notons par R* le tenseur de courbure du fibré normal TM+,VX,Y ¢
TM, V¢ € TM*, en appliquant Gauss et Weingartern on a :
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VxVyé = Vx (=AY + V5:€)
= —Vx(AY) — h(X, AY) 4+ Vx(Vy€) — AgeeX (2.5)

De fagon analogue on a

VyVxé€ = Vy(—AcX + VxE)
= —Vy(4eX) = h(Y, AcX) + Vi (VxE) — AgeY (2.6)

Vixyi€ = —A X, Y] + v[lx,y} (2.7)
(2.5), (2.6) et (2.7) donnent

R(X,Y)¢ = =Vx(AY) + Vy(AeX) = Agpe X + Apr Y + Ae[X,Y]
+ RE(X,Y)E+h(Y, AcX) — h(X, AsY)

ou }_%l(Xy Y)E = Vi Vil = Vi Vi€ — Vix €
R(X,Y)&)* = RYX,Y)E+h(A: X, Y)—h(X, AY) (équation de Ricci)

2.2.1 Connexion de Levi-Civita d’une sous variété

Proposition 2.4. Soit (M, g) une sous-variété semi riemannienne de (M, g),
et soit VM la connexion de Levi-Civita de . Alors

VY = (VYY)"

est la connezion de Levi-Ciita de (M, g).

2.2.2 Hypersurfaces semi-Riemaniennes
Hypersurface non-dégénéré

Sur une hypersurface non-dégénéré M d’une variété semi-riemanienne
(M,g), nous pouvons considérer toutes les notions de la géome-
trie Riemannienne (notions intrinseques et extrinseques) des sous-
variétés semi-riemanniennes.

Par utilisation du vecteur unitaire normal,on a la décomposition

suivante : B B
TM =TM @opp, TM*, TM NTM*+ = {0}. (2.8)

Exemple 2.6. Sur la sphere unité S™ dans E**, TS™ N (TS")* = 0.

NDORIYOBIJA Jean Bosco (©U.B et ENS 2024

20



GEOMETRIE DE I’HYPERSURFACE DE TYPE LUMIERE D’UNE VARIETE
STATISTIQUE

Soient V et V les connexions de levi-civita sur M et M respec-
tivement sur un voisinage I/ de x € M. Soit le £ € TM* tel que
9(&.6) =1, VX, Y e I'(TM), VpelU,on a:

Formule de Gauss
VxY =VxY +h(X,Y). (2.9)
Formule de Weigatern

Vxé=—AcX + Vx&. (2.10)

Pour le cas des hypersurfaces

Vxé=0.
Démonstration.
0=Xg66)
D’ou Vx& = 0. ]

La formule de Weigartern devient
Vxé=—AX
et la formule de Gauss est
VxY =VxY + B(X,Y)¢
ou

B(X,Y) = g(h(X,Y),§)
— g(AeY, X).
Définition 2.16. Soit (M, §) une variété semi-riemannienne de dimension

n. Une hypersurface semi-riemannienne de (M, g) est une sous variété
semi-Riemannienne (M, g) de dimension m =n — 1.
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Soit M une variété différentielle de dimension n + 1 et g un ten-
seur symétrique de type (0,2) sur M tel que g, est d’indice constante
sur chaque espace tangent. Le radical ou I’espace nul de T, M est
un sous espace

RadT,M = T,M*(\T.M = {0}

RadT,M = {V € T,M, g,(V,W) = 0,YW € T,M}

Equation de Gauss, Coddazi et Ricci

Soient R le tenseur de courbure de la variété semi-riemannienne
M, R le tenseur de courbure de M, V et V les connexions de Levi-
Civita de M et la connexion induite sur M respectivement. On a

VX,Y,Z € TM,

R(X,Y)Z = R(X, Y)Z+Ah(X7Z)Y—Ah(y7Z)X+(V)L(h)(Y, Z)—(Vyh) (X, 2).
(2.11)
La composante tangentielle de (2.11) donne I’équation de Gauss

(R(X,Y)2)T = R(X,Y)Z + Apx.2)Y — Awvn X (2.12)
et la composante normale donne I’équation de Codazzi
(RH(X,Y)2)" = (Vxh)(Y, Z) — (Vyh)(X, Z) (2.13)

. (Vxh) (Y, Z) = Vxh(Y,Z) — (VxY,Z) — h(Y,VxZ).

En utilisant la formule (2.10) avec £ € ['(T'M*'),

R(X,Y)§ = Vy(AeX)=Vx(AY )+ Ag LY —Agie X+ A X, Y+RH (X, Y)E

+ (Y, AcX) — h(X, AcY). (2.14)

La composante tangentielle de 1’équation (2.14) conduit a la nou-
velle équation de codazzi qui peut se réecrire de maniére suivante

(RX,Y)E)" = (VyA)(X, ) — (VxA)(Y.€) (2.15)

Avec

La composante normale de (2.14) donne I’équation de Ricci

R(X,Y) e = RH(X,Y)E+ h(Y, AcX) — h(X, AY). (2.16)
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2.2.3 Sous-variétés minimales
Courbure moyenne de sous-variétés

Soient M une sous-variete de dimension n d’une variété semi-
riemannienne M de dimension (n-+p), f une immersion de M dans
M et X;,i=1,...,n une base orthonormée de T, M (xz € M).

Définition 2.17. On appelle vecteur courbure moyenne de M en x € M, le
vecteur H, défini par

H(z) = % Z hX;, X;).

Définition 2.18. Une sous-variete M est dite minimale, si le champ de
vecteur H est identiquement nul.

Sous-variété totalement géodésique

Soit v : I — M une courbe tracée sur M. Si 7 est une géodesique
de M, on a :
Vid = Vid +h(1,9)
= h(¥, 7).

Nous voyons que si toute géodésique de M est aussi géodésique de
M, la seconde forme fondamentale est identiquement nulle.

Dans ce cas, nous dirons que la sous-variété M est totalement
géodésique de M. Une sous variété semi-riemannienne M d’une va-
riété semi-riemannienne M est dite géodésique ,si toute géodésique
tracée sur M est une géodésique de M.

Sous-variete ombilique

Définition 2.19. Une immersion isométrique f : M™ — M"™P est dite om-
bilique en xy € M si les opérateurs formes sont point par point proportionnels
a Uapplication identique. C’est a dire

V¢ € T,M* il existe A = \(€) € R tel que Ae = \eX VX € T,)M  ou A
est une fonction C(T,M)>*.

Définition 2.20. M est totalement ombilique si elle ombilique en tous ses
points.

Un champ de vecteur normal ombilique est un champ de vecteur normal
€ tel que A¢ est multiple de l'identité.
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2.2.4 Hypersurfaces de type lumiére

Soit M une hypersurface d’une variété semi-riemannienne (M, g)
de dimension m + 2 avec m > 0 d’indice ¢ € {1,2,..,m + 1}. Comme
pour tout u € M, ’espace vectoriel T, M est un hyperplan de I’espace
semi-euclidien (7,M,§), nous considérons les sous-espaces orthogo-
nal et radical de T, M définis par :

T.M={VV eT,M;g(v,W)=0VW € T,M}
et
RadT, M = {¢ € T,M;g(&,V)=0,VV € TuM}.

On dit que M est une hypersurface de type lumiére si RadT,M # 0,
Yu € M.
Soit (M"*! g) une sous variété semi-riemannienne de (M"*?, g)
Dans le cas d’hypersurface non dégénéré , on a la décomposition
suivante

TM = TM oy, TM* (2.17)

et
RadTM = TM @©oy, TM* = {0}.

Dans le cas dégénéré la décomposition (2.17) n’est plus possible
car TM+ C TM c’est a dire TM NTM* # {o}
Pour contourner cette difficulté,Duggal a construit une distri-

bution écran qui est complémentaire orthogonal de TM* dans TM.
Notons S(T'M) cette distribution.

TM = S(TM) @opip, TM™ (2.18)
S(T'M) est de rang n.
Proposition 2.5. Toute distribution écran est non dégénérée.

Démonstration. Soient S(TM) le sous-espace complémentaire de TM* et
X €TM. On a la décomposition suivante :

TM =TM~* @op, S(TM). (2.19)
Supposons qu’il existe X # 0 € S(T'M) tel que ,g(X,Y) =) VY € S(TM)(i).
Par (2.19), cela montre que
g(X,6)=0 vV &eTM*
Finalement VZ € TM, g(X, Z) = 0,donc X € TM=(ii).
De (i) et (ii), X € S(TM)NTM* = 0.
Mais TM= et S(T M) sont des sous-espaces complémentaire, donc S(TM)
est non dégénérée. O
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Toute distribution écran sur M étant non dégénérée, on a la
décomposition suivante ;

TM = S(TM) @orn S(TM)* (2.20)

S(TM)NS(TM)* = {0} (2.21)

TM est de dim n + 2
S(TM) est dim n
S(TM)* est de dim 2
S(TM)*+ =TM*+ + tr(TM)

TM = S(TM) @opgn TM* & tr(TM) (2.22)
Or S(TM) @orin TM+ =TM

TM =TM @ tr(TM). (2.23)

Théoréme 2.1. Soit (M, g, S(T'M)) une hypersurface de type lumiere d’une
variete pseudo riemannienne (M"*% g), S(TM) une distribution ecran fivee
sur M. Alors il existe un unique fibré vectoriel tr(TM) de rang 1 sur M ,
tel que pour toute section & € TM=*, & # 0 sur un voisinage coordonnees
U C M, il eziste une unique section N de tr(TM) surU satisfaisant :

g(N, &) =1, g(N,N)=g(N,W) =0, VIV e I'(S(TM)) . (2.24)

Démonstration. Notons que S(TM)* est un fibré vectoriel non degenere de
rang 2 et T M+ est un sous fibré vectoriel de S(T'M)*. Considerons un fibré H
complementaire de TM~ dans S(T'M)™* et prenons V € T'(Hy ),V # 0.Alors
g(&,V) # 0 sur U. En un point de id S(TM)* peut etre degeneré.On definit

sur U, un champ de vecteur

1 gV, V) }
N = V — :

T HE T 229

ou V € I'(Hy) tel que g(§, V) # 0 Vérifions que N (pris dans U) qui est
donné par la relation (2.25]) satisfait la relation (2.24)

On a:
_ 1 g v) _
9<N’5>‘g<§,v>{v 2g<§,v>5’§}‘1

i 1 _gv) 1 _IWV) Y
109~ (el e e e vie)) ¢
gIN,W)=0VW € S(TM).
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Fo_rmule de Gauss )
Soit V la connexion de Levi-Civita sur M
. En utilisant (2.23) on a :

VxY =VxY +h(X,Y) (2.26)

h:TM xTM — tr(TM), h est symétrique.
Formule de Weingarten
VX € TM,V € tr(TM), en appliquant (2.23)), on a :
VxV = (VxV)T +(Vx V)“”

VxV =—-Ay X + V4 V. (2.27)

Remarque 2.2. La connexion V induite sur M est sans torsion, mais elle
n’est pas métrique.

Démonstration. En utilisant la relation (2.26) VX,Y,Z € I'(T'M), on a :

(Vxg)(V,Z) =0
— X.G(X,Y)—§(VxY, Z)—
g(h
g

\_//\
/\
/—\

N
~—
~—

I

=}

g
= (Vxg)(Y,Z2)- ( Y).Z)-
= (Vxg)(V,2) = g(h (X,Y),Z)Jr?(Y h(X,Z))-

Soit p le morphisme de projection I'(T’M) sur S(T'M) , respecti-
vement a la d écomposition (2.19), on a

X = PX +n(X)¢. (2.28)

Avec cette projection, nous avons une deuxiéme forme fondamen-
tale de M et son opérateur forme correspondant.
on alors VX,Y € ['(TM),VU € I'(TM*)

VxPY = V%PY + h*(X, PY) (2.29)
VxU = —A; + Vi (2.30)

oul A}, est 'opérateur forme de la distribution écran dans la direc-
tion de U.

Définissons C'(X, PY) = g(h*(X, PY),N)
e(X) =g(VitE, N) VX, Y € I(TM).

Locallement,nous obtenons
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VxPY = V5 PY + C*(X, PY)¢
Vxl=-A; X —7(X)§ VX, Y € I'(TM).

Ici, C(X,PY) est appelée la forme fondamentale locale de la
distribution écran.

Les deux formes fondamentales de M et S(T'M) sont reliées a
leur opérateurs formes par

B(X,Y) = g(A; X, Y) = g(h(X,Y),§) tel que g(A;X,N)=0  (2.31)

C(X,PY) = g(AxX,PY) = g(h*(X, PY),N) tel que g(ANY,N) =0
(2.32)
7(X) = (V& N, §).

G(AVY, PW) =g(V,h* (Y, PW)) YV € tr(TM),YPW € S(TM) (2.33)

Pour les hypersurfaces de type lumiére, nous avons 2 formules de
Gauss et 2 formules de Weigatern qui sont

VxY =VxY + B(X,Y)N (2.34)
VxN = —AxyX +7(X)N (2.35)
VxpY = VipY + C(X,pY )¢ (2.36)
Vx€=—A;X — 7(X)E. (2.37)

Soient (M, g) une hypersurface de type lumiére d’une variété pseudo-
riemannienne (M,3) de dimension (n+2), R et R les tenseurs de
courbure de Riemann de V et V.

Alors globalement en utilisant la formule VXY, Z e (TM),

nous avomns

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+Apnx.2)Y — Ay X +(Vxh) (Y, Z)— (V3h) (X, Z).
(2.38)
A partir de la relation (2.38) et par application des relations

[©-27),([2-31),(2:32),([2:33) VX, Y, Z € T(TM),YU € T(TM)*,pW € T(S(TM)),V €

L(trM).
Les équations de Gauss-Codazzi sont données par :

J(R(X,Y)Z,pW) = G(R(X,Y) Z,pW) + §(An(x.2)Y, PW)
9(An. X, pW) + g((Vxh)(Y, Z), pW)
—-3((Vyh)(X, Z),pW)
= g(R(X,Y)Z,pW) + g(h(X, Z), h*(Y,pW))
—G(h(Y, Z), h* (X, pWV)). (2.39)
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9(R(X,Y)Z,U) = g(R(X,Y)Z,U) + g(Anx.0)Y,U) — g
+g(Vxh)(Y. 2).U) = g((Vyh) (X, 2),U)
g(Vxh)(Y, 2),U) = g((Vyh)(X, Z),U) (2.40)

(A, X, U)

g(R(X’ Y)Z’ V) = g(R(X’ Y)Z7 V) + §<Ah(X,Z)K V) - g(Ah(Y,Z)X> V)
+g((Vxh)(Y, 2),V) = g((Vyh)(X, Z),V)
= J(R(X.Y)Z, V)V V € tr(TM) (2.41)
Avec (Vxh) = VL(Y, Z) — h(VxY, Z) — h(Y,Vx Z).

Exemple 2.7. AjtT C R}
Considerons RY*? avec les coordonnees (xq, ..., Tni1) et g(x,y) =< x,y >=

n+1

—ToYo + g TolYa , le cone de lumicre AjT' = {x = (20, ..., Tp11), —22 +
a=1

n+1

> i}

et une immersion f: AjT! — Ry

(', 2™ = [zt 2 (22 + L+ (2)?], e= £

On wvérifie que NS est de type lumicre et de distribution caractéris-
tique(radicale) engendrée par

n+1

o =000 + > Tala. (2.42)
a=1

Considerons le champs de vecteur isotrope transverse

n+1

N = —2000 + Y _ #ala (2.43)
a=1

comme un champ test.

Notons P le morphisme de projection du fibré tangent T M dans le fibré
S(TM) correspondant et D la connexion de Levi-Civita de R} +?

Alors

n+1

1
£ = Q—x%(zoao + ; 2404) (2.44)
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et

12 (PX +n(X)6)

—[22X(

3 ‘
—

1
—n(X —PX
X+ 55 PX,
pour tout X € T(ApHh).
Par comparaison avec la formule de Weingarten

Dx¢& = —A;X — 7V (X)¢

nous avons ]
AiX = 5 PX
2x§

1

n+1

7) = (Xo0o + Y Xada)

a=1

1
= X080(2—x2)
0

1

222

X33

Prenons
n+1

X = Xodo + > Xy,
b=1

(2.45)

(2.46)
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le 1-forme n est donné par :

n(X)=< N, X >

n+1 n+1
=< —200p + Y _ %a0a, Xo0p + »_ Xp0 >
a=1 b=1
n+1
- (xOXO + Z ana)
a=1
1 n+1
= Sd(af+ > AR ()
a=1
1 2
= Sd(2e3)(X)
= 2$0d1’0(X)
n= 2[E0d$0

I’égalité (2.46) donne

dl’o 1

N 2
d
Y
Zo
La fonction courbure moyenne H sur Ajtt C R} est donnée par :
1
= traceA;
n+1
- n 1
 2(n+1)a2d

La distribution S(T'M) de rang n est donnée par :

n+1

X = Z X,0,.
a=1

n+1
Avec (X1, ..., X11) satisfaisant Z T Xe =0

a=1

(2.47)

(2.48)
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mammmsssmmn Chapitre 3 ———

Hypersurface de type lumiére d’une variété
statistique

3.1 Introduction

Les variétés statistiques sont des abstractions géometriques uti-
lisées pour modéliser I’'information. Leurs domaines d’études ap-
partiennent a la géometrie de I'information, une branche relative-
ment récente de mathématiques, qui utilise des outils de géometrie
différentielle pour étudier l’'inférence statistique, la perte de 1’in-
formation et 1’estimation.

3.2 Définitions

Définition 3.1 (Connexion duale). Soit (M, §) une variété semi-riemannienne.

Deux connexions affines D et D* sont dites duales respectivement a la mé-
trique g st

Z.G(X,Y)=g(DsX,Y)+§(X,DyY)[19  VX,Y,ZcD(TM). (3.1)

Définition 3.2. [9)[Structure statistique] Soit M une variété differentielle.
Soit D une connexion affine avec TP le tenseur de torsion et g une métrique
semi-riemannienne sur M. Alors, le couple ([), g) est appelé structure sta-
tistique sur M si

(Dx3)(Y.Z) — (Dyd)(X,Z) = §(TP(X,Y),Z)  VX,Y,Z € D(TM)
(3.2)

et TD =0.

La connexion de Levi-Civita d’une variété statistique est donnée
par :

(3.3)
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avec DxY = D&Y +g(X,V)g(Y,V)V et DY = DY — (X, V)g(Y, V)V
YW e M
[11] . o

Une variété statistique sera représentée par (M, g, D, D*).

Soit (M, g, D, D*) une variété statistique, alors les propriétés sui-
vantes sont vérifiées :

1. D* est sans torsion c’est a dire 72 (X,Y)=0

2. D; est symétrique. C’est a dire (D})(X,Y, Z) = (D})(Y, X, Z).

Démonstration. Pour (1), on a TP"(X,Y) = D4Y — Dt X — [X,Y], alors
pour tout Z € I'(T'M), on a :

(TP (X,Y),Z) = §(DyY, Z) — §(Dy X, Z) — §([X, Y], Z)
9, 2) = §(DxZ,Y) = Y.5(X, Z) + §(Dy Z, X) — §([X,Y], Z)

X.
X.g(Y,Z) - Y§(X,Z) — §(DxZ,Y) + §(DyZ,X) — §(DxY, 2)

+§(Dy X, 2)
= X.g(Y,Z) = §(DxY, Z) = §(Y, Dx Z) = Y.9(X, Z) + §(Dy Z, X)
+3(Dy X, Z)
= (Dg)(X,Y, 2) — (D) (Y, X, Z)

= 0.

Dou TP (X,Y) =0, VX,Y € ['(TM).
Pour 2),
(Dxg)(Y, 2) = (Dyg)(X, Z) = §(T(X,Y), 2)

)(X,Y, Z) — (Dy)(Y, X, Z)—g(TD (X,Y), Z)
)(X,Y, Z) = (D))(Y, X, Z) =

car TP (X,Y) =
)(X,Y, Z) = (D3)(Y, X, Z)

O

3.3 Les tenseurs de courbure de types lumiére
d’une variété statistique

Soient R et R* les tenseurs de courbure respectivement a D
et D*. En utilisant les formules de Gauss-Weingartern pour M et
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S(T'M) les tenseurs de courbure R et R* des connexions D et D*
sont donnés par :

R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dixy1Z

DxDyZ = Dx(DyZ + B(Y, Z)N)
= DxDyZ + DxB(Y, Z)N
= DxDyZ + B(Y, Z)DxN
= DxDyZ + B(X,DyZ)N — B(Y, Z)A%Y + B(Y, Z)7*(X)N

DyDxZ = Dy(DxZ+ B(X,Z)N)
= DyDxZ+ DyB(X, Z)N
= DyDxZ+ B(X,Z)DyN
DyDxZ + B(Y,DxZ)N — B(X, Z)Ay X + B(X, Z)r*(Y)N

DixviZ = DixyiZ+ B(X,Y],Z)N
= Dixyv1Z + B(DxY — DyX,Z)N
= Dixv1Z + B(DxY,Z)N — B(DyX,Z)N

DxDyZ — DyDxZ — Dixy|Z = DxDyZ + B(X, Dy Z)N — B(Y, Z)A\Y
+ B(Y Z)T*(X)N — DyDxZ + B(Y,DxZ)N — B(X, Z) Ay X
B(X,Z)m*(Y)N — Dixy|Z + B(DxY, Z)N — B(Dy X, Z)N
R(X,Y)Z — B(Y, Z)AyX + B(X, 2)AyY + (B(Y, Z)7*(X)
B(X, Z)m"(Y))N + ((D.B)(Y, Z) — (DyB)(X, Z))N

R(X.Y)Z = R(X,Y)Z — B(Y, Z)A% X + B(X, 2)A%Y + [B(Y, Z)7*(X) — B(X, Z)7*(Y)]N
+((DxB)(Y, Z) — (DyB)(X, Z))N (3.4)

R*(X,Y)Z = D*xD*yZ — D*yD*xZ — D~*[X7Y}Z

D*xD*yZ = D*x(DyZ + B*(Y, Z)N)
= D*x D3y Z + D*xB*(Y, Z)N
— D*x D% Z + B*(Y, Z)D*x N
= D3 D% Z + B (X, Dt Z)N — B*(Y, Z)ANY + B*(Y, Z)r(X)N
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D*yD*x7 = D*y(D%Z + B*(X, Z)N)
— D*yD%Z + D*yB*(X, Z)N
= D*yD%Z + B*(X, Z)D*y N
— Dy D% Z + B*(Y, D% Z)N — B*(X, Z)AxX + B*(X, Z)7(Y)N

D*xZ = Dixy,Z + B*([X,Y], Z)N
= Dixy)Z + B*(DYY — Dy X, Z)N
= Dixy)Z + B*(DYY,Z)N — B*(Dy X, Z)N

D*xD*yZ — D*yD*xZ — D*xy|Z = DDy Z + B*(X, Dy Z)N — B*(Y, Z)AnY
+ B*(Y, Z)7(X)N — D& D% Z + B*(Y, D% Z)N
— B*(X, Z)ANX + B (X, Z)7(Y)N — Dix  Z
+ B*(D%Y,Z)N — B*(D% X, Z)N
= R*(X,Y)Z — B*(Y, 2)AxX + B*(X, Z)ANY
+ (B*(Y, Z)1(X) — B*(X, Z)r(Y))N + (D% B)(Y, Z)
— (DyB*)(X, Z))N

R'(X,Y)Z = R*(X,Y)Z — B*(Y,Z)ANX + B*(X, Z)ANY
+ (B*(Y, Z)7(X) — B*(X, Z)r(Y))N
+ (DxB*)(Y, Z) = (Dy B)(X, Z2))N (3.5)

g(R(X,Y)Z, PW) = g(R(X,Y)Z,PW) — B(Y, Z)g(A% X, PW) + B(X, Z)g(A% X, PW)
+ B(Y, Z)7*(X)g(N, PW) — B(X, Z)7*(Y)g(N, PW)
+9((DxB)(Y, Z)N, PW) — g((Dy B)(X, Z)N, PW)
g(R(X,Y)Z,PW) #0

On sait que

C*(X, PY) = g(A5X, PY)

B(Y, Z)g(AyX, PW) = B(Y, Z)C*(X, PW) # 0
B(X, Z)g(AyY, PW) = B(X, Z)C*(Y,PW) # 0
B(Y, Z)m(X)g(N,PW) =0
B(X, Z)7*(Y)g(N,PW) =0
g((DxB)(Y, Z)N, PW) = (DxB)(Y, Z)g(N, PW) = 0
9((Dy)B)(X,Z)N,PW) = (DyB(X, Z)g(N,PW) =0
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g(R(X,Y)Z,PW) = g(R(X,Y)Z,PW) — B(Y, Z)C*(X, PW) + B(X, Z)C*(Y, PW)

g(R*(X,Y)Z,PW) = g(R*(X,Y)Z,PW) — B*(Y, Z)g(Axn X, PW) + B*(X, Z)g(An, PW)
+ B*(Y, Z)7(X)g(N, PW) — B*(X, Z)r(Y)g(N, PW)
+9((DxB*)(Y, Z)N, PW) — g((D}y B*)(X, Z)N, PW)
g(R*(X,Y)Z,PW) # 0

On sait que

C(X,PY) = g(Ax, PY)

B*(Y, Z)g(AnX, PW) = B*(Y, Z)C(X,PW) # 0
B*(X, Z)g(ANY, PW) = B*(X, Z)C(Y, PW) # 0
B*(Y,Z)7(X)g(N,PW) =0
B*(X, Z)r(Y)g(N,PW) =0
9(DxB*)(Y, Z)N,PW) = (DxB")(Y, Z)g(N,PW) = 0
9((Dy)B*)(X, Z)N, PW) = (D} B*(X, Z)g(N, PW) = 0

g(R*(X,Y)Z,PW) = g(R*(X,Y)Z,PW) — B*(Y, Z)C(X, PW) + B*(X, Z)C(Y, PW)

A partir des formules de Gauss et Weingarten pour M et S (TM),
les tenseurs des courbures de type (0,4) R et R* sont donnés par :

g(R*(X,Y)Z,PW) = g(R*(X,Y)Z,PW) — B*(Y, Z)C(X, PW) + B*(X, Z)C(Y, PW)

9(R(X,Y)Z,6) = g(R(X,Y)Z,€) = B(Y, Z)(ANX.€) + B(X, Z)g(AY.€)
+ B(Y, 2)m(X)g(N,§) = B(X, Z)7"(Y)g(N, &) + (DxB)(Y, Z)g(N,€)
— (DyB(X, Z)g(N., )
= B(Y, 2)m"(X) - B(X, 2)7*(Y) + (Dx B)(Y, Z) — (Dy B)(X, Z)

9(R*(X,Y)Z,€) = g(R'(X,Y)Z,§) = B*(Y, Z)(AnX,€) + B*(X, Z)g(ANY.€)
+ B (Y, Z2)7(X)g(N, &) = B (X, Z)7(Y)g(N, &) + (Dx B*)(Y, Z)g(N, £)

— (DyB*(X, Z)g(N,£)
= B'(Y, Z)7(X) - B*(X, Z)r(Y) + (D} B*)(Y. 2) - (DyB')(X, )
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g(R(X,Y)Z,N)=g(R(X,Y)Z,N)— B(Y,Z)g(AyX,N) + B(Y, Z)7*(X)g(N, N)
~ B(X,2)7(Y)g(N, N) + (DxB)(Y. Z)g(N, N) — (Dy B)(X, Z)g(N, N)
=g(R(X,Y)Z,N)—B(Y,Z)g(AyX,N) + B(X, Z)g(AyY, N)

g(R*(X,Y)Z,N) = g(R*(X,Y)Z,N) — B*(Y, Z2)g(AnX, N) + B*(Y, Z)7(X)g(N, N)
— BY(X, Z)7(Y)g(N,N) + (DxB*)(Y, Z)g(N, N) — (D3 B*)(X, Z)g(N, N)
= g(R*(X,Y)Z,N) — B*(Y, Z)g(AxX, N) + B*(X, Z)g(AxY, N)
g(R(X,Y)E,N) = g(R(X,Y)¢, N) — B(Y,§)g(Ay X, N) + B(Y,§)7*(X)g(N, N)
— B(X, 7" (Y)g(N,N) + (DxB)(Y,€)g(N, N) — (DyB)(X,€)g(n, N)
= g(R(X,Y)& N) = B(Y,£)g(AyX, N) + B(X,§)g(AVY, N)

g(R*(X,Y)E,N) = g(R*(X,Y)¢,N) — B*(Y,£)g(AnX, N) + B*(Y,£)7(X)g(N, N)
— B*(X,&)r(Y)g(N,N) + (DxB*)(Y,£)g(N,N) — (D} B*)(X, €)g(n, N)
= g(R*(X,Y)&,N) — B*(Y,€)g(An, N) + B*(X,€)g(AnY, N)

3.4 Equations de Gauss-codazzi d’une hyper-
surface de type lumiére d’une variété sta-
tistique

Les formules de Gauss et Weingarten sont données par [9] :
VX, Y, Z e (TM),N € T'(trTM). Ou DxY, DyY, AyX, AyX € I(TM)

DxY = DxY + h(X,Y) = DxY + B(X,Y)N (3.6)
DxN = —A%X +7%(X)N (3.7)
D%Y = DyY + B*(X,Y)N (3.8)
DYN = —AxX + 7(X)N (3.9)

B(X,Y)=§(DxY.,6) 7 =§(DxN,§) B =§(DyY.6)  7=g(DxN,¢)

Ou D, D*, B, B*, Ay, fl}“\, sont appelés connexions induites sur M, les
secondes formes fondamentales et les opérateurs formes par rap-
port & D et D*, respectivement
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Démonstration.
= g(—ANX + 7 (X)N,§)
=§(T( )N, €)
7_*

DxY + B(X,Y)N,¢)
DxY,&) + §(B(X,Y)N,¢)
= B(X, Y)
§(DxY,€) = g(DyY + B*(X,Y)N,¢)
g(B (X,Y)N,¢)

CQz bz
AA

]

Par 'utilisation de (3.6),ona:VX,Y,Z € ['(TM),U € L(TM*Y), pw €
L(S(TM)) et R(X,Y)Z =DxDyZ —DyDxZ — Dixy1Z
—_——— —— ,

1 2 3

(1): DxDyZ = D(DyZ + h(Y, Z)
= DDyZ + Dxh(Y, Z)
— DxDyZ + WX, DyZ) — Any.y X + D5h(Y, Z)

De facon analogue, on a
(2) :DyDxZ = DyDxZ + h(Y,DxZ) — Apx.2)X + Dy (X, Z)

Dixy)Z = Dixy)Z + h([X,Y], Z)

= Dixy)Z + hMDxY — Dy X, Z)

= Dixy1Z + h(DxY,Z) — h(Dy X, Z)
(1)-(2)-(3) donne R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+Anx.2)Y —Aw.z+(Dyh) (Y, Z)—
(Dyh) (X, Z)

et les équations de Gauss et Codazzi sont données par :
g(R(X Y)Z,PW) = g(R(X,Y)Z + Apx.2)Y — Any,n X + (D) (Y, Z)
—(DLR) (X, Z), PW)

9(R(X,Y)Z, PW) + §(Anx.2)Y, PW)) = §(An.z) X, PW)
—4(DxM)(Y, Z), PW) — §g((Dyh)(X, Z), PW)
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J(R(X,Y)Z,U) = g(R(X,Y)Z + Apix.2)Y — Anyiy X + (D5R) (Y, 2)
—(Dyh)(X, Z),U)
= g(R(X,Y)Z,U) + §g(Anx,2)Y,U)) — §(Any,2) X, U)
—4((Dxh)(Y, 2),U)
- 9((Dyh)(X, 2),U)

JR(X,Y)Z,V) = §(R(X,Y)Z + Apx.z)Y — Ay X + (D5h)(Y, Z)
_(DgfhxX? Z)? V)
=g(R(X,Y)Z, V) + §(Anx,2)Y, V) — §(Any.) X, V)
—g((DXM)(Y, Z),V)
—4((Dyh) (X, 2),V)

Théoréme 3.1. Soit (~ s ) une hypersurface de type lumiere d’une va-
riété statistique (M, g, D, D*).Alors les connexions D et D* ne sont pas des
connextos duales.

Démonstration. En utilisant la formule (3.1)), on a :

X.gY,Z)=g(DxY + B(X,Y)N,Z)+ g(Y,DxZ + B*(X, Z))
= g(DXK Z) + B(X7Y)§(N7 Z) +§(K D*XZ) + B*(Xv Z)Q(Y> N)

=9(DxY,Z) + B(X,Y)n(Z) + g(Y, Dy Z) + B*(X, Z)n(Y).
(3.10)

Ce qui montre que D et D* ne sont pas duales pour le cas des hypersurfaces
de type lumiére. O]

Théoréme 3.2. Soit (M,g) une hypersurface de type lumicre totalement
géodésique d’une variété statistique. Alors les connexions D et D* sont des
connexions duales.

Démonstration. A partir de (3.10]), si 'hypersurface est totalement géodé-
sique, c’est a dire la seconde forme fondamentale est dégénérée, alors, on

. Xg(Y,Z) = §(DxY,Z) + §(Y, D% 2) (3.11)

]

Soit P un morphisme de projection de I'(T'M) sur I'(S(TM)).
Alors, on a :
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DxPY = VxPY + C(X,PY)¢ (3.12)
Dxé = —A:X +VieE=0

VX,)Y e T(TM) et £ € I'(RadT' M)

ou VyPY et A:X € I'(S(TM)),

V et V' sont des connexions linéaires sur I'(S(T'M)) et T'(RadT M)
respectivement.

Avec, C et A sont appelés forme fondamentale de ’écran local
et opérateur forme d’écran de S(7TM) respectivement

De fagon similaire

DY PY =VLPY +C*(X,PY)¢ (3.13)
Soit, )
C(X,PY)=g(h(X,PY),N) (3.14)
e(X) = g(Vi¢, N) (3.15)
Alors
e(X) =—7(X) (3.16)
Démonstration.

ViPY = Vi PY + C(X,Y)¢
Vi€ = —AIX +0(X)E
9(Vx& N) = g(—A¢ X, N) + g(0(X)E, N)
§(Vx& N) = —g(A: X, N) + 0(X)g(&, N)
§(Vx& N) =0(X)

9(Vx&+ B(X,§)N,N) = 0(X)

or

Vx§ = Vx&+ B(X, N (3.17)
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~(~X§ N)
xg(§, )

0(X)
X§(&,N) — §(Vx& N) — §(&, VxN) (3.19)
—3§(Vx&,N) — §(&,VxN)
G(V ¢, N) = —3(¢, VxN)
VxN = —AyX +7(X)
G(Vx& N) = g(¢, AvX) — (&, 7(X)N)
= _T(X)g(€> N)

(3.20)
De (519) ct (520)
H(X) = —7(X)
V€ = —AIX +0(X)¢
Dx€ = ALX + ¢(X)¢
g(DXga N) = _g<AZX7 N) + g(G(X)f, N)

9(Dx& N) =0+ e(X)g(&, N)
9(Dx& N) = €(X)

9(Dx&+ B(X, )N, N) = €(X)

or on sait d’aprés les formules de Gauss

DxY = DxY + B(X,Y)N
G(Dx&,N) = ¢(X) (3.21)

D est une Connexion de Levi-Civita

(Dx§)(&, N) = X3(§, N)—§(Dx&, N)—g(&, DxN)
0=—g(Dx&,N) —§(&, DxN)
§(Dx&,N) = —3(&, DxN)

or

DxN = —AyX +7(X)N
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§(Dx&N) = —g(& —AyX) — §(&, 7 (X)N)
= g(§, ANX) — g(&§, 7 (X)N)
DY PY = VYPY +C*"(X,PY)¢
D¢ = —A§X+6(X)§
g(Dx&,N) = €(X)g(§, N)
J(DXE+ B(X,6),N) = €(X)
J(DXEN) = €e(X)

D* est une connexion de Levi-civita.

o
b %
@
™
=
Il
P
Nl
m
=
|
E\z
o
b %
A
=
|
Nl
m
o
b %
=

O

En conséquence , nous avons
DxPY = VxPY + C(X, PY), (3.22)
Dxé= —AX —7(X)¢ =0 VX,Y € I(TM). (3.23)

Avec ,(C, PY) est appelé la seconde forme fondamentale locale
écran de S(TM).

De la méme fagon, les relations d’objets duaux induits sur S(7'M)
sont données par

D%PY = V%PY + C*(X, PY), (3.24)
Dyé= —A;X —m(X){=0VX,Y € T(TM) (3.25)

En utilisant (3.22)) , (3.24) et les formules de Gauss-Weingarten
les relations entre les objets géométriques induits sont données par

B(X,&) + B*(X,£) =0, g(AnX + A3 X, N) =0 (3.26)
C(X,PY) = g(AyX, PY), C*(X,PY) = g(Ay X, PY) (3.27)
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Proposition 3.1. Soit (M, g, S(T'M)) une hypersurface de type lumiere d’une
variété statistique (M, g, D, D*). Alors D et D* sont duaux.

Démonstration. Soit X,Y,Z € S(T'M) et P le morphisme de projection de
TM dans S(TM). Par I'égalité (3.9)), on a :

Xg(Y,Z) = g(DxY, Z) + g(Y, Dx Z)
[l

Proposition 3.2. Soit (M, g) une hypersurface de type lumiére d’une variété
statistique (M, g, D, D*). Les secondes formes fondamentales B et B* sont
non dégénérées.

Démonstration. Du fait que D et D* sont duaux, on obtient

B(X,Y)=g(A;X,Y) + B*(X,Y) (3.28)
B*(X,Y) = g(A:X,Y) + B(X,Y) (3.29)
En utilisant (3.28)) et (3.29), nous obtenons
A+ AL =0
B(X,Y) = g(A:X,Y) + B*(X.¢) (3.30)
B (X,Y) = g(AcX,Y) + B(X,£) (3.31)

(13.30]) + donne
B(X,Y)+ B*(X,Y) = g(A{X.Y) + B (X,€) + g(4:X,Y) + B(X,¢)
B(X,Y)+ B*(X,Y) = g(A: X, Y) + g(A: X, Y) + B*(X,€) + B(X,¢€)

or on sait que

B(X,¢) 4+ B*(X,£) =0

Donc on a

B(X,Y)+B*(X,Y) = g(A:X,Y) + g(AcX,Y)

En remplacant X par &,on a :

BEY)+B'EY) = g(AE V) + g(AL,Y)
BY,§)+B*(Y,§)  =g(Af+ALY)
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Avec
B(Y,§) + B*(Y,§) =0
on a :
g(ARE+ AL Y)=0
Donc

A+ Al =0
O

Proposition 3.3. Soit (M, g) un hypersurface de type lumiere d’une variété
statistique (M, g, D, D*). Alors la distribution écran (S(T'M), g,V,V*) a une
structure statistique.

Démonstration.
X.g(X,Y) = g(DxY, Z) + g(Y, D %)
En utilisant
X.g(Y,Z) = g(DxY, Z) + g(Y, Dx Z) + B(X,Y)n(Z) + B*(X, Z)n(Y)
En utilisant aussi
DY PY =V PY +C*(X,PY)¢
Ona :

X.g(Y,Z) = g(VxY + C(X,Y)E,Z) + g(Y, VY + C*(X,Y)¢)
= 9(VxY, Z2)+C(X,Y)g(§, Z2)+g(Y, VX Y)+C" (X, Y)g(Y, )

9(& Z) =0 9(Y,§) =0
X.g(Y,Z) = g(VxY, Z)+g(Y,VyY)
(3.32)

Donc V et V* sont duales

TV(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]
En utilisant

DxY =VxY +C(X,Y)¢
VxY = DyY — C(X,Y)¢
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on a

TV(X,Y) = DxY —C(X,Y){ - DyX +C(X,Y)¢ — [X,Y]
= DxY —DyX —[X,Y]+C(X,Y)¢ - C(X,Y)E
= DxY —DyX —[X,Y]
= 0

Donc
™VX,Y) = 0
T™V(X)Y) = VyY -ViX —[X,Y]

En utilisant

DyY = VY + C*(X,Y)¢
ViY = DY — C*(X,Y)E
ViX =Dy X — C*(Y, X)¢
= DX — C*(X,Y)E
TV (X,Y) = DxY — C*(X,Y)é — Dy X + C*(X, V)¢ — [X, Y]
= DyY — Dy X — [X, Y]+ C*(X,Y)E — C*(X,Y)¢E
= DLY — DL X — [X,Y]
Donc
TV (X,Y) =0

D’ou (S(T'M), g,V,V*) a une structure statistique
[

Proposition 3.4. Soit (M, g) une hypersurface de type lumiére d’une variété
statistique (M, g, D, D*). Alors les assertions suivantes sont équivalentes

1. La distribution écran S(T'M) est intégrable

2. C(X,Y)=C(Y,X)VX,Y e ['(S(TM)).

3. CH(X,)Y)=C*(Y, X)VX,Y e I'(S(TM)).
Démonstration. ¥YX,Y € T'(S(TM)), en utilisant les formules de Gauss-
Weingarten et la relation, nous obtenons

g([X,Y],N) = C(X,Y) = C(V, X) (3.33)
g([(X, Y], N) = C"(X,Y) = C*(Y, X) (3.34)
O
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Notion de totalement géodesique sur I’hypersur-
face de type lumiére d’une variété statistique

(I8],[16]) Soit (M, g) une hypersurface de type lumiére d’une va-

riété statistique

(M,g,D, D)

1. M est appelé totalement géodésique respectivement & D si
B =0.

2. M est appelé totalement géodésique respectivement a D* si
B*=0.

3. M est appelé totalement tangentielle ombilique respective-
ment & D si B(X,Y) = kg(X,Y)VX,Y € I'(T'M), ou k est une
fonction différentiable.

4. M est appelé totalement tangentielle ombilique respective-
ment & D* si B*(X,Y) = k*g(X,Y)VX,Y € I'(T'M), ou k* est
une fonction différentiable.

5. M est appelé totalement tangentiel normal ombilique res-
pectivement & D si Ay X = kX,VX,Y € I'(TM), ou k est une
fonction différentiable.

6. M est appelé totalement tangentielle ombilique respective-
ment a D* si B*(X,Y) = k*g(X,Y)VX,Y € I'(TM), ou k* est
une fonction différentiable.

7. M est appelé totalement tangentiel normal ombilique res-
pectivement & D* si AyX = k" X,VX,Y € [(TM), oi k* est une
fonction différentiable.

8. Une hypersurface de type lumiére d’une variété statistique
est a ecran localement conforme si Ay = ®A;, A, = P*A;. Ou
® et * sont des fonctions non nulles sur M. Avec ¢ coefficient
de cormalité.

Théoréme 3.3. Soit (M, g) une hypersurface de type lumiére d’une variété
statistique (]\;[,f],[?,[)*). Alors M est totalement tangentielle ombilique si
et seulement si leX + fng = pX VX € T'(TM), avec p une fonction
différentielle.

Démonstration. En utilisant (3.30) et (3.31]), on a :
kg(X,Y) = g(ALX,Y) + B*(X,¢) (3.35)
Fg(X,Y) = g(A:X,Y) + B(X,¢) (3.36)
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En additionnant (3.35)) et (3.36) membre & membre on a :

(k+k)g(X,Y) = g(AiX,Y) + g(AcX,Y) + B*(X,€) + B(X,¢€)
(k+k)g9(X,Y) = g(A;X,Y) + g(AX,Y)
(k+k)g(X)Y) = g(ALX + A X,Y)

]

Proposition 3.5. Soit (M, g) une hypersurface de type lumiére d’une variété
statistique (M,gz, D, D*). Si M est totalement normalement ombilique avec
respectivement D, D*. Alors

C(X,PY)+C*(X,PY)=0,YX € [(TM)

Démonstration. C(X, PY) = g(AnX, PY)

C*(X,PY) = g(Ay X, PY)

C(X,PY)+C*X,PY) =g(AnX, PY) + g(Ay X, PY)

Par définition, Ay X = kX (cas totalement normal ombilique)

C(X,PY)+C*(X,PY) =kg(X,PY)+ k*g(X, PY)

C(X,PY)+C*X,PY) = (k+k*)g(X, PY)

k+k*=0

C(X,PY)+C*(X,PY)=0 O

Proposition 3.6. Soit (M, g) une hypersurface de type lumiére d’une variété

statistique (M, §, D, D*). Alors,

M est a écran localement conforme si et seulement si
C(X,PY)+C*X,PY)=®(B(x,y) + B*(X,Y)),VX,Y € T'(S(TM)),

ou Phi fonction lisse non nulle sur M

C(X, PY) + C*(X, PY) = g(AyX, PY) + g(A% X, PY)
— Bg(A7, PY) + & g(AcX, PY)
= Bkg(X,Y) + Ok g(X,Y)
— OkB(X,Y) + k" B(X,Y)
=®(B(X,Y)+ B*(X,Y))
Exemple 3.1. ([6]) Soit (R3,§) une espace semi-euclidien a 4-dimensions

avec signature (—, —,+,+) de base canonique (g, 01, s, 03). Considérons un
hypersurface M de RS donné par

To = &1 + V24/ 22 + 22
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Pour simplifier, on pose f = \/x3 + x3
M est une hypersurface de type lumiere dont la distribution radicale RadT M
est engendré par

§=f(0o—01)+ \/E\/ (2209 + 2303)

Alors le fibré vectoriel transversal est donné par :

ltr(TM) = Span {N = #f(—@o +01) + V2220, + x383)}

1l s’ensuit que la distribution écran correspondante est engendrée par

{W1 = 0001, Wy = —1305 + 1205}

Alors, nous obtenons

W= vy, =
@%ﬁ = —x90y — 1303
ARG
5, = T = vaw,
VX e I'(TM)

Nous définissons une connexion affine comme suis [7]

DY =Dy, =0
D%E = —21'282
Df = V26 - V2N
Dy, = DI = V2W, — V2w, (3.37)
Alors
Dy’ = D7y, =0

D% = V2t +V2N
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Deyy, = D7 = V2Wy + V2, (3.38)

Alors (R%, 3, D, D*) est une variété statistique. Ainsi, en utilisant
les formules de Gauss, on obtient

B(X, W) = B(W;, X) =0
B(Wy, Wa) = —2v/242

B(£,6) = —V2
B(X,W,) = B(Wy,X) =0 (3.39)
et
B*(X,Wy)=B*(W,X)=0
B*(Wy, W) = —2v/222
B*(£,6) = V2
B*(X,W,) = B*(Wy, X) =0 (3.40)

Les équations ((3.37)),(3.38)),(3.39) et (3.40) impliquent que les connexions
induites D et D* sont des connexions symétriques et les deuxiemes
formes fondamentales B et B* sont symétriques. De plus,les équa-
tions B(&,€) = —v2 et B(£,€) = V2.

En utilisant (3.37),(3.38),(3.39) et (3.40), nous obtenons

DY =Dy, =0
D = V2¢
V213 1
Dy = 57 (=00 + 00) & 7 { (405 — 2220, + dwsaidn) )

Dy, = D2 = v2W, — V2w, (3.41)
et

DY = D" Xy, =0

D*¢ =2
W 212 1 2 3
We T Toy (=00 + 1) + 4f? {45020, + (425 — 223)05 )
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D*yy,, = Dt = V2W, + V2 (3.42)

Dans 1’équation si ’on choisit X = W,,Y =W, et Z = ¢,(3.41)
et (3.42) indiquent que les connexions induites D et D* ne sont des
des connexions duales.

D’apreés (3.12) et (3.13), on a :

C(X, W) = C(W1,X) =0
C(Wa, W) = —g(%f
C(§,W2) =0 (3.43)

et

C*(X, W) =C"(W,X)=0

O (Wa, W) = —@%)Q

2
CH(E,Wa) =0 (3.44)

De (3.43)) et (3.44) ,on dit que C et C* sont symétriques. Ainsi,
on a proposition (3.4) En utilisant (3.41)) et (3.42) dans (3.12) et (3.13)

on a :

VW = Vi, X =0

f2
VW, = V2W, — V2, (3.45)

1 ;T )
VW2W2 = — (2272 — ?)02 + 2$3$283

VWi = Vi, X =0

* 1 2 3 1'3
W2W2 = ﬁ 2I3$282 + (2{233 — ?)82
ViWs = vV2Ws + V2W, (3.46)

D’aprés (3.45) et (3.46), les tenseurs de torsions s’annulent par
rapport a V et V*. De plus cette équation fournit (3.6). Ainsi,V et
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V* sont des connexions duales, Cette situation vérifie la proposition
B3)
B(X7W1> = Q(DXWDS)
= §(0.¢)
0

BWy,X) = §(Dy,.€)
(0,)

I
[es BN

B(Wa,Wa) = §(Dy2,€)
= §(=2290, f(Op — O1) + \/5(9@82 + x303)
= —2$2f§(02, 80) + 2$2f§(82, 81) — 2\/51’%?](02, 02) — 2\/51’23;357(82’ 83)
= —2\/5363

B(¢.€) = §(Dg¢€)
= V24(£,€) — V2§(N,€)
— V2

B(X, W) = g(A:X,Ws)
0
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= §(—21303, [(Do — O1) + V2(2205 + 1305)
= —2x3f§(83, (90) + 2$3f§(83, 81) — 2\/51‘31‘2@(83, 82> — 2\/§$§§(837 @3)

= —2\/536%
B(£,€) = §(D*¢, €)
= §(V26 + V2N, €)
= V2§(£,€) + V23(N,€)
=2
B*(X, WQ) =

g(AzX7 W2)
0

DY = DY — B(X,W;)N =0
Di = Di — B(&,§)N
=2¢ — V2N + V2N
= V2¢
Dy = Dy? — B(Wa, Wa)N

1
= —2.1’282 + 2\/§$g4—f,2 {f(—ao + 81) + \/5(1’282 + 1’383)}

22 1

= \/2_;2 (—80 + 81> + 4_]02 {4$gl’383 + (4.7)3 - 21’24f2)82}
212 1

_ \g ]-fz (=00 +01) + g {(4} = 8raf2)00 + daa30y)

Djy,, = DY, — B(Wa, &)N
Dy, = VoW, — V2,
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D = D*" — B*(X,W,)N =0
D¢ = D¢ = B'(§,§)N
=V2¢ — V2N + V2N
_ Vi

D"z = D*y’ — B* (W, Wa)N
1
= —2%383 + 2\/§I§4—JC2 {f(—ag + 81) + \/5(56282 + LE383)}

2
_ \f;’S(—ao +0)) +
Ve
= %5

* ~*§ *
D*5,. = Dy, — B*(Wa, §)N
Dy, = V2Ws + V2,

4f2 {4[['31’383 + (41‘2 — 2I24f )82}

(—80 + 81) + 4_]02 {4.213%27282 + (433% — 2273)83}
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C(‘Xan) :g<D)V}/17N> car C($,Y) = g(Di/(vN)
(0, N)

I
o

1
- g(ﬁ;—;(—ﬁo + 0 + 172 { (423 — 239)0; + 4a323505) } , 4f2f( 3o + 01+
V2(2205 + 1305))

V2 20+ Y2030, + L ! & o
=g(— 2f 2500 + o~ 2f 300 + — 172 (423 — 229)0y + e —dasa, “1f + E—i_
\/§$282 \/§

4f2 + 4f2x383)
\/5 + Y2 V2 22 4 4/2a3 — 2/2a3 n 422222
8f2 & 8? " 16 f2 16 f2

= g(\/_Wz - \/_WlaN)
= 9(V2(=230s +220) = VEG + 1), 772 {f(—ao +00) + V{20, + 7505) })

— ( \/_m382—|—\/_3:283—\/_50—\/_51>
\/_\/_56'33529(82,32)

i {— FOo+ fOh + V2205 + ﬁxgag})

\/_\/_1‘31’29(33, 0s)

4f2 af
1
t 1P 72 V29(00,00) — 7 V29(01.0)
=0
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C*(X, W) = g(D*¥*, N)earC(z,Y) = g(Dy¥, N)

=9(0,N)
=0
C*(Wa, Wa) = g(D*}?, N)
22
1
_ g(\/_Qf( —0o + 01) + 4f2 {42320, + (42 — 223)03) } 4f2(_80 +0)
+ V2(2205 + 2305))
\/5 3 \/_ 1 3 2 o )
= g(—ﬁxgao + — Qf 81 + — 4f2 (4x382 + — 4f 203 — 4f2x383’ _E I E
\/§$282 \/5
+ 4f2 + 4f2 .’L’gag)
\/_ 2, V2 \/_ 2 4N223 19 — 2v/20%23 . 422222
Y T3 YT T3 672 L
V213 n V2air, B V223w N V22222
T T sE g

C*(&,Ws) = g(D*{*,N)
= g(V2W, + V2Wy, N)

= g(\/_( .73382 + $283) + \/_(60 + 81) 4f2 {f(—ao + 81) + \/5(.1‘282 + 1‘3(93)})
( \/_$382 + \/_ZL'283 -+ \/_(9() + \/_817 4f2 {

= —\/§x3\/§mz + \/5%2\/5553 - \/§f + \/_f
— 0

—f00 + fO1 + V2220, + \/590333})
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DY = VW' 4+ C(X, W)€

VY = DY — C(X, W)
=0

DY\ = Vi, +C(Wi, X)¢

Vi, = Dy, — C(Wy, X)¢
=0

Dy = V2 + C(Wa, Wa)é

Vi = Dy — C(Wp, Wa)¢

212 1
— \gfz (=00 + ) + e {(423 — 29)05 + 4X32305 }
2 2
+ \2;522 {f(ao —01) + \/§(x282 + x363)}
V23 V212 1
= — 2;2 (a(] - al) + 2;:2 (a() - 81) + 4_fQ {(41’3 - 2$2)82 + 4x3x383}
213
+ 2f2 \/§(an2 +ZL“3(93)

1
=5 {(23:3 - %)32 + 235337383}
D¢ =V +C(€,M)E
Vi = D" — C(¢,Wh)é
= \/§W2 - \/§W1 - 06
== \/§W2 - \/§W1
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D=V O (X, W)
VW =D — O (X, W)€
=0—-0
=0
Dy = Vi + CH (X, W)€
Vi, = D*iél — C*(X, W)¢
=0—0
=0
Dz = V32 + CF(Wa, Wa)€
Vi :m%—cm%M@§

xg;fg( " %_31)%_1%5-{4x§x265-k(4x§"213)6%)}
2@ - o)
V22205 + 1305))
— \2/]? 5(00 — 01)
+2¢J§ 300 — 00 + S (0a0s + )

4f2 {4LE3$282 + (41‘3 — 21‘3)83}

f2 {2x3m2c92 + (223 — —)83}
D = VR 4 O (€, Wa)E
VR = DR = O (€, Wh)g
= V2W, + V2, — 0€
= V2, + V2V,
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3.5 Les tenseurs de Ricci d’une hypersurface de
type lumiére d’une variété statistique
[12] En géometrie différentielle, le tenseur de Ricci est un ten-

seur qui mesure la Courbure d’une variété Riemannienne. Il est
obtenu en contractant deux indices du tenseur de Riemann.

Définition 3.3. La courbure de Ricci d’une variété semi-riemannienne (M, g),

de dimension n est un tenseur de type (0,2) défini par :
Ric(X,Y) = trace(Z — R(Z,X)Y)

= Z eig(R(e;, X)Y, e;) (3.47)

pour tout X, Y € I'(TM), ou {e;} est une base orthonormee sur M
(& = g(ei,ei)) -

Propriété 3.1. La courbure de Ricci est symétrique

Démonstration.

n

Ric(X,Y) =Y €ig(R(ei, X)Y, e;)

=1
n

Ze R(Y,e;)ei, X)

=1
n

Z R(e;,Y)X, e;)

=1

_ni (Y, X).
0

Définition 3.4. Le tenseur de Ricci d’une variété semi-Riemannienne (M, g),
de dimension n , est un tenseur de type (1,1) sur M, défini par :

Ric(X) = i eR(X,e)e;, VX € T'(TM). (3.48)

=1

Remarque 3.1. Pour tout X,Y € I'(T'M), on a Ric(X,Y) = g(Ric(X),Y).
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Définition 3.5. On appelle scalaire d’une variété semi-Riemannienne (M, g),
de dimension n, la fonction S défini sur M par :

S = traceRic = Z ei€jg(R(ei, ej)ej, e;). (3.49)

t,j=1

Corollaire 3.1. Soit (M, g) une variété semi-riemannienne, de dimension
n, de courbure constante k, alors

1. Ric(X)= (n-1)kX,
2. Ric(X,Y)=(n-1)kg(X,Y)
3. 8= n(n-1)k

Définition 3.6. Soit M une hypersurface de type lumiére d’une variété sta-

tistique M de dimension n + 2. Pour une base othonormale {Ey, ..., E,} de
['(S(TM)), le tenseur de Ricci est défini par :

Rio(X,Y)=> R(e;, X,Y,¢e;),VX,Y € T,M (3.50)
j=1
Rw(X,X) = ﬁi(ej,X,X,ej)

1

J

R((ej, X)X, ¢;) (3.51)

I

1

J
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9R(X. E)Y. B = g(ROX. EJY. B+ BB Y)C (X, E)=B(X.Y)C" (B, )

ig( (X, E,)Y, E)) Zg R(X,E,)Y, E)) +ZBE1,Y)C*(XE)

3 B YO (B B

m

D 9(R(X, E)Y, E) + §(R(X Y, N) = 3 g(R(X, )Y, E)

%

+ zm:B(EZ-,Y)C*(X, E;)

_ Zm: B(X,Y)C*(E, E) + g(R(X,§)Y, N)

Ric(X,Y) = Ric(X,Y) + Zm: B(E;,Y)C*(X, E;) — Em: B(X,Y)C*(E;, E))
+ 9(R(X,£)Y, N)

m

Z C*(Ei, E;) = ZQ(A*NEz‘, E;) =trAy
D BELY) = g(AY, Ey)

Z C* (X, E;) = Z 9(ANX, E;)
Z Z (3.52)
Pour une base orthonormée (¢;) avec
Ayer = per + ... + pnen

et
ANGi = )\61 + ...+ )\nen

On a

m

ZQ<A7\7617 e;)g(Aner,ej) = Mg + ... + A, = g(ANer, Aner)

i
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Alors

> B(E,Y)C'(X, E;) = g(AY, Ay X)

D’on

Rie(X,Y) = Ric(X,Y) — B(X,Y)trAy + g(Ay X, AfY) + g(R(X, )Y, N)

g(R*(X, E\)Y, E) = g(R*(X, Ey)Y, E))+B*(E;, Y)C(X, E;)=B*(X,Y)C(E;, E;)

Zm:g(R*(X, E)Y,E;) = Zm:g(z?z*(x, E)Y, E;) + i B*(E.,Y)C(X, E;)

-3 B(X VIO, B

m m m

Y 9(R'(X,E)Y, E)+3(R*(X, €)Y, N) = Y g(R*(X, E)Y, E)+)  B*(E;,Y)C(X, E;)

_ i B*(X,Y)C(E;, Ei) + §(R* (X, )Y, N)

RYic(X,Y) = R¥ic(X, Y)+i B*(E;,Y)C(X, Ei)—i B*(X,Y)C(E;, E)+§(R*(X, €)Y, N)

m m

Z C(Ei, E;) = ZQ(ANEu E;) =trAy

Z B*(E;,Y) = Z 9(AcY, E))
Z C(X,E;) = Z g(AnX, E;)
S B (ELY)C(X, B) = g(AcY. AxX)

RYic(X,Y) = RYice(X,Y)=B* (X, Y)trAx+9(An X, AY)+g(R* (X, €)Y, N)
(3.53)
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Conclusion

Dans ce mémoire, certaines équations fondamentales impliquant
les équations de Gauss-Codazzi sont obtenues.

A partir des résultats ci dessus, nous avons établi les tenseurs
de courbure et les tenseurs de Ricci.

A T’avenir, ous prévoyons étendre ’hypersurface de type lumiére
a d’autres types de variété.
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