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Résumé

L’objectif de ce mémoire de Master est d’étudier la contamination de 1’eau par un polluant
suivant les phénomeénes de transport d’advection et de diffusion. L’équation d’advection-
diffusion que nous avons utilisée a été discrétisée avec la méthode des différences finies
au moyen du développement en séries de Taylor afin de la résoudre numériquement. Les
simulations numériques sont réalisées avec MATLAB.

Les résultats obtenus sont conformes et vérifient les informations de la bibliographie.
Cependant, ce travail peut étre encore amélioré en variant les paramétres et en tenant
compte du terme source de 1’équation.

Mots clés : Advection, Diffusion, Equation d’advection-diffusion, Différences finies.
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Abstract

The aim of this Master thesis is to study the contamination of water by a pollutant
following the phenomena of advection and diffusion transport. The advection-diffusion
equation that we have used has been discretized with the finite difference method by means
of Taylor series development in order to solve it numerically. The numerical simulations
are realized with MATLAB.

The obtained results are in accordance and verify the information of the bibliography.
However, this work can be improved further by varying the parameters and taking into
account the source term of the equation.

Key words : Advection, Diffusion, Advection-diffusion equation, Finite Differences.
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Avant-propos

A la fin du deuxiéme cycle des études universtaires, 1'Universté du Burundi organise
des travaux de recherche pour les étudiants dudit cycle. Le présent mémoire autorise les
étudiants de Master en Mathématiques fondamentales et appliquées d’obtenir un diplome
de master en ce domaine. Ce travail de fin du cycle détermine la concentration d’un
contaminant & un point et & un moment donnés. Ce phénomeéne est régis par I’équation
d’advection-diffusion qui est I'une des équations aux dérivées partielles dont il est difficile
a résoudre analytiquement d’out le recours aux méthodes numériques. Les résultats de
cette recherche vont servir d’outil pour les chercheurs et les utilisateurs des eaux des
rivieres et des lacs. Ils pourront aussi aider les décideurs dans la prise des décisions sur
la réglémentation des installations classées et dans la prise des sanctions en cas de non
respect des exigences prévues par les textes applicables en la matiére et dans la remise en
état des sites aprés cessation des activités. Ils pourront aider les gens qui exploitent les
eaux du lac tel que la Regideso, les industriels qui jettent les déchets et les restes dans les
lacs et dans les rivieres, aider dans la protection de la biodiversité des cours d’eau.
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Introduction générale

L’objet de ce travail est de traiter le probléme de la contamination de I’eau par les pro-
cessus d’advection et de diffusion. L’équation d’advection-diffusion est I'une des équations
différentielles qui décrit les phénomeénes régis par ces deux processus de transport dont il
est question dans notre travail, elle a déja été utilisée par plusieurs chercheurs|31], [18],
[26], [29], [37], [15], [32],... Les deux termes, advection et diffusion étant différents, cha-
cun a une influence sur la contamination du polluant comme nous le montrons dans ce
travail. Ces phénomeénes sont souvent régis par un grand nombre de paramétres non li-
néaires qui intéragissent entre eux|[21] . La plupart des fois, les équations décrivant ces
phénomeénes n’ont pas de solutions analytiques et on fait recours a la recherche de leurs
solutions numériques|[IT]. Pour ce faire, il existe trois principales méthodes de résolutions
numériques de ces équations[28] : la méthode des volumes finis, la méthode des élémemts
finis et la méthode des différences finies dont nous avons utilisé dans ce travail.

Dans le premier chapitre, nous définissons les différents concepts et donnons les objectifs
et les différentes orientations de notre travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous revenons sur les théories existantes et montrons com-
ment est généréé ’équation de diffusion, I’équation d’advection et I’équation d’advection-
diffusion obtenue & partir de ces deux derniéres.

Le troisiéme chapitre parle des différentes méthodes utilisées dans la résolution numérique
et développe beaucoup plus la méthode des différences finies en utilisant le dévéloppement
en séries de Taylor. Nous faisons la discrétisation de cette équation d’advection-diffusion
dans ce méme chapitre. La simulation numérique et la discussion des résultats font ’'objet
du quatriéme chapitre. Nous utilisons le langage de programmation MATLAB dans la
simulation numérique.

Nous terminons notre travail par une conclusion et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Introduction

Dans ce chapitre, nous donnons les orientations de ce travail. Une bréve introduction a la
notion d’advection-diffusion qui est le principal point abordé dans ce travail sera donnée.
Le probléme traité dans ce travail est aussi dans ce chapitre. La pertinence de la réalisation
de ce travail sera aussi donnée.

1.1 Introduction

Les phénomeénes de transport de masse sont faciles a observer dans notre quotidien :
le mouvement du vent, la propagation d’un polluant dans I'océan, dans l'air et la lente
dispersion d’une odeur d’un parfum sont des exemples de déplacement de masse d’un
endroit & un autre que nous pouvons citer a titre d’exemples|2I]. Ces phénomeénes de
transport de masse provoquent souvent une contamination du milieu environnant et ont
un effet nocif[2I]. Ils sont souvent complexes et nécessitent des modéles mathématiques
pour qu’on puisse les décrire et sont souvent régis par des équations différentielles qui sont
indispensables dans la compréhension des phénoménes de contamination|28]. L’équation
d’advection-diffusion est I'une des équations aux dérivées partielles importantes observées
dans beaucoup d’applications d’ingénieurie et industielles[31].

1.2 Enoncé du probléme

Tout apport de substances indésirables dans 1’eau souterraine, causé par les activités
humaines et d’autres phénoménes est considéré comme une contamination des eaux|33].

La contamination des eaux souterraines survient lorsque des substances anthropiques, a
savoir fabriquées par ’étre humain, se dissolvent dans ’eau qui alimente les aquiféres ou se
mélangent a celle-ci[T1]. Les activités industrielles et agricoles sont les principales sources
de contaminantion. Une fois mélés aux eaux souterraines, ces contaminants aboutissent
dans les cours d’eau et dans les lacs.

La contamination de ’eau de surface et de I’eau souterraine est due a la présence des sub-
stances nocifs dans I’eau qui proviennent des activités humaines en grande partie comme
on 'observe sur la figure 1.1. Quoique moins nombreux, il y a des phénomeénes naturelles
qui peuvent aussi polluer I'eau. Ces polluants sont considérés comme des contaminants
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quand ils ont un effet nocif[4]. Une contamination microbiologique correspond & la pré-
sence de bactéries, de parasites ou de virus pathogénes dans l'eau, c’est a dire capable
de provoquer des maladies. Ces contaminants sont essentiellement d’origine fécale et leur
présence dans l'eau est principalement liée au rejet d’eaux usées insuffisament épurées
dans le milieu.

FIGURE 1.1 — Pollution de 'eau[2]]

Ces eaux font que beaucoup d’éspéces qui vivent dans 1’eau et qui ont besoin d’eau potable
meurent ou disparaissent.

1.3 Objectif général

L’objectif général de ce travail est de formuler un modéle mathématique qui détermine la
concentration d’un polluant au point et au moment donnés.

1.4 Objectifs spécifiques

Les objectifs spécifiques de ce travail sont :
e montrer comment est générée 1’équation d’advection-diffusion ;
e résoudre numériquement I’équation d’advection-diffusion ;

e valider les résultats de la bibliographie par comparaison & ceux des simulations
numeériques.

1.5 Importance du travail

Ce travail servira d’outil pour les chercheurs et les utilisateurs des eaux des riviéres et des
lacs. Il pourra aussi aider les décideurs dans la prise des décisions sur la réglémentation
des installations classées et dans la prise des sanctions en cas de non respect des exigences
prévues par les textes applicables en la matiére et dans la remise en état des sites aprés
cessation des activités. Il pourra aider les gens qui exploitent les eaux du lac tel que
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la REGIDESO, les industriels qui jettent les déchets et les restes dans les lacs et dans
les rivieres, aider dans la protection de la biodiversité des cours d’eau. La prédiction
du transport de ces polluants est cruciale pour la gestion efficace de ces polluants. La
population saura l'importance de ne pas jeter dans n’importe quel endroit, les déchets,
les eaux usées,etc.

1.6 L’impact de la non information sur la contamina-
tion des eaux

Si la population n’est pas informée afin de prendre des mesures adéquates sur le transfert
des polluants, il y aura beaucoup de conséquences dans différents domaines|33] :

- le social : Quand la population consomme une eau polluée, cela a des conséquences
sur leur santé. Dans les pays pauvres, 'accés & une eau de bonne qualité est trés
difficile car les installations pour assainir I’eau cotitent chéres.

- I'environnement : cela touche la biodiversité et fait disparaitre des espéces.

- ’économie : L’eau potable disparait, le prix de I’eau va augmenter.

La contamination du milieu va s’accentuer et il y aura la présence des poissons morts, la
présence des boutons sur le corps aprés une baignade, les maladies aprés avoir consommé
de l'eau. Il y aura l'altération de la santé humaine, des conséquences sur la faune et
la flore vont se manifester, il y aura la disparition de certaines éspéces, la limitation
des usagers (consommation, baignade, navigation, péche,...[24]. Les conséquences sur les
milieux aquatiques sont multiples. Elle conduit & des mortalités massives d’espéces, mais
elle a aussi des effets moins visibles : une eutropilisation des milieux; des effets moins
toxiques a plus ou moins long terme, des maladies ou des perturbations endocriniennes|21].

1.7  Quelques explications utiles

1.7.1 Installations classées

Par installations classées, il faut entendre les usines ou manufactures, ateliers, dépots,
chantiers et d’'une maniére générale, les installations de toute nature, exploitées ou déte-
nues par toute personne physique ou morale, publique ou privée qui présentent ou peuvent
présenter des dangers ou des désagréments importants pour la santé, la sécurité, la salu-
brité publique, 'agriculture, la péche et la préservation de ’environnement|24][4].

1.7.2 Les eaux usées

Les eaux usées sont toutes les eaux a évacuer des zones baties. Il s’agit des eaux provenant
des ménages, de l'artisanat et de I'industrie. Dans un sens plus restreint, les eaux usées
sont celles qui en raison de leur nature, de leur qualité ou de leur provenance, doivent
étre déversées ou rejetées dans un cours d’eau, dans le lac ou dans la mer[24]. En d’autres
termes, il s’agit des eaux qui, compte tenu du danger de la pollution qu’elles représentent,
ne peuvent étre directement rejetées dans la nature sans conséquences nocives. La grande
quantité des eaux sont collectées et rejetées directement dans les riviéres sans moindre
traitement et aboutissent ainsi au lac avec toute leur charge toxique et polluante|IT].
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1.7.3 Un polluant

Le polluant est une substance qui pollue; il provoque des effets néfastes sur I’environ-
nement. Les polluants font référence aux substances qui polluent I’environnement. Lors-
qu’une certaine substance est considérée comme nocive dans un aspect donné, elle est
considérée comme un polluant. Méme s’il s’agit d’une substance qui y est normalement
présente, le terme de pollution est utilisé lorsqu’il dépasse des limites inoffensives|3]. Les
polluants peuvent étre classés en fonction des sources dont ils sont dérivés[4]. Les polluants
du sol, les polluants de ’eau et les polluants atmosphériques font partie de ces catégories.

1.7.4 Un contaminant

Le contaminant est une substance qui existe dans un endroit ou il ne devrait pas étre. Un
contaminant n’est pas nécessairement nocif ou nuisible. La contamination est la présence
d’un matériau étranger; c’est la présence d'une substance qui n’est normalement pas
présente. Par exemple, ajouter de I'eau au lait peut étre considéré comme une forme
de contamination. Toutefois, lorsque les termes "contaminant" et "contamination" sont
utilisés pour désigner des sujets tels que I'environnement, les aliments et les médicaments ;
ils peuvent désigner I’addition de substances nocives|23].

1.7.5 Différence entre polluant et contaminant

Le polluant et le contaminant se référent a des matériaux indésirables. Un polluant est
une substance qui pollue 'environnement alors qu'un contaminant est une substance qui
contamine une autre substance ou un environnement|23|. Il est important de comprendre
la différence entre pollution et contamination afin de comprendre la différence entre pol-
luant et contaminant. La pollution est I'introduction de substances nocives dans ’environ-
nement et la contamination est la présence d’un constituant indésirable ou d’'une impureté
dans un matériau, sur un corps physique ou dans un environnement naturel. En fait, la
pollution est une contamination qui entraine ou peut avoir des effets néfastes|24]. Il ressort
clairement de ces deux définitions que le polluant fait référence a une substance nocive,
mais que le terme contaminant n’est pas nécessairement nocif, car la contamination fait
simplement référence a la présence d’une substance 1a ou elle ne devrait pas I’étre. Cela
signifie que tous les polluants sont des contaminants, mais tous les contaminants ne sont
pas des polluants.

- Eau polluée : Eau ayant subi, du fait des activités humaines directes ou indirectes,
ou sous l’action d’un processus, soit biologique, soit géologique, une dégradation de
son état, qui a pour conséquence de le rendre impropre a 'utilisation a laquelle elle
est destinéel4] ;

- Eaux usées : Les eaux dont les caractéristiques naturelles ont été modifiées par un
usage domestique, artisanal, industriel, agricole, ou toutes les eaux, qui peuvent
engendrer la pollution, si elles sont rejetées dans un milieu aquatique sans avoir été
traitées au préalable]23] ;

- Pollution des eaux : Tous les déversements, écoulements, rejets, dépots directs ou
indirects de toute nature, et plus généralement de tout fait susceptible de pro-
voquer ou d’accroitre la dégradation des eaux, en modifiant leurs caractéristiques
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physiques, chimiques, biologiques; qu’ils s’agissent des eaux de surface ou des eaux
souterraines|24].

- La diffusion de la matiére ou la diffusion des produits chimiques désigne la tendance
naturelle d’'un systéme a rendre uniforme le potentiel chimique de chacune des es-
péces chimiques qu’il comporte.

Ex : Mélange de deux produits par diffusion|21].

La diffusion chimique est un phénoméne de transport irréversible qui tend & homo-
généiser la composition du milieu. La diffusion se fait souvent des régions de plus
forte concentration vers les régions de concentration moindre [32].

- L’advection est le transport d’une quantité d’un élément donné par le mouvement (et
donc la vitesse)du milieu environnant[2I]. C’est le transport de la chaleur, de la
matiére, etc et a la vitesse du milieu environnant. Dans le domaine de la physique,
de I'ingénierie et des sciences de la terre, ’advection est le transport d’une substance
ou d’'une quantité par mouvement de masse. Les propriétés de cette substance sont
transportées avec elle. Généralement, la majorité des substances advectées sont des
fluides. La vitesse de 'advection est donc la vitesse locale de la matiére.

- La convection désigne l’ensemble des mouvements internes qui animent un fluide
et qui impliquent alors le transport des propriétés de ce fluide au cours de son
déplacement. Ce transport implique ’échange de chaleur entre une surface et un
fluide mobile & son contact ou le déplacement de chaleur au sein d’un fluide par le
mouvement d’ensemble de ses molécules d’un point & un autre[21].

1.8 Pollution de ’air

Bien qu’on ne veut pas entrer en détail dans ce travail, il existe aussi la pollution de Iair.
Celle-ci est due a I’air dont les niveaux de concentration varient en fonction des émissions
et des conditions météorologiques, et qui sont nuisibles & la santé et a I’environnement|[3].
La contamination de 'air correspond a la modification de la composition de 'atmosphére
par diverses substances en provenance de sources naturelles ou de sources anthropolo-
giques, c’est & dire provenant de I'activité humaine. La qualité de 'air peut étre modifiée
par des polluants qui peuvent étre d’origine naturelle ou d’origine anthropique. La pol-
lution de l'air a des effets significatifs, sur la santé et I’environnement, qui engendrent
des cotits importants pour la société|21]. La pollution de 'air a un impact sur la sécurité
alimentaire en perturbant le métabolisme des plantes et donc en réduisant les rendements
des récoltes et en rendant les cultures dangereuses pour la consommation. Les polluants
vont également nuire aux organismes qui vivent dans le sol et les rendent plus fertiles.
Les phénoménes naturels(éruptions volcaniques, incendies de foréts,...) mais surtout les
activités humaines(industrie, transport, agriculture,...) sont a I’origine d’émissions, de po-
luants, sous forme de gaz ou de particules dans I'atmosphére[3]. Une fois émises dans
I’air, ces substances sont transportées sous l'effet du vent, de la pluie, des gradients de
température dans 1’atmospheére|21]. Elles pourront également subir des transformations
par réactions chimiques, qui dépendent des conditions metéorologiques(chaleur, lumiére,
humidité,etc).
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Chapitre 2

Revue de la littérature

2.1 Introduction

Dans la nature, les systémes et les phénomeénes physiques les plus intéressants sont aussi
les plus complexes a étudier|21]. Ils sont souvent régis par un grand nombre de paramétres
non linéaires intéragissant entre eux. Ces modeéles utilisent souvent des systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles (EDP) non linéaires dont on ne connait pas de solutions ana-
lytiques en général[28]. La complexité des solutions de certaines équations différentielles
fait qu'une alternative au calcul de la solution exacte est sans doute souhaitable|28][L1].
Mais le véritable essor de cette alternative, les méthodes numériques, a lieu au X1X""e
siecle quand Liouville (1841) démontre que certaines équations ne peuvent pas étre réso-
lues analytiquement c’est a dire que leurs solutions exactes ne peuvent pas étre exprimées
comme une combinaison des fonctions élémentaires. Ce résultat important a également
motivé des travaux théoriques sur 'existence et 'unicité des solutions des équations dif-
férentielles. On se rend compte en fait que pour la plupart, il est possible d’obtenir des
formules donnant leurs solutions. Les équations différentielles résolubles analytiquement
sont ’exception plutdt que la régle. Et la seule facon d’obtenir des informations quan-
titatives sur ces solutions en ’absence des formules explicites est donc de les approcher
numériquement [28]. Il s’agit donc d’accepter que 'on ne peut en connaitre quantitative-
ment que des approximations et de se donner les moyens de calculer effectivement de telles
approximations en maitrisant I’erreur commise autant que possible[I1]. Depuis la méthode
d’erreur(1768), beaucoup de méthodes numeériques ont été mises au point pour faire face a
des équations parfois complexes. En effet, parallélement aux progrés mathématiques dans
ce domaine, 'utilisation croissante des équations différentielles pour décrire des phéno-
meénes physiques s’est développée également dans toutes les disciplines, de ’astronomie &
la chimie en passant par la médecine ot la modélisation des épidémies avait déja intéressé
Daniel Bernoulli, le fils de Jean, en 1760. L’avénement des ordinateurs aprés la seconde
guerre mondiale a ensuite totalement bouleversé le paysage, de par la puissance du calcul
mise a notre disposition, sans commune mesure avec celle, de grands calculateurs humains
du passé, et qui permet de simuler numériquement avec précision des phénomeénes régis
par des équations différentielles d’une grande complexité.

Pour résoudre numériquement 1’équation d’advection- diffusion, divers travaux ont ap-
paru en utilisant les méthodes des différences finies. Romao et al.(2005) ont présenté les
méthodes de différences finies de I’équation de diffusion par convection en 3D pour étudier
I'erreur dans la solution numeérique de cette équation|I].
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Chaque méthode de résolution numérique d’un probléme continu comporte une phase de
maillage et une phase de discrétisation|11] :

- La phase de maillage consiste a diviser le domaine d’étude en de petits volumes
appelés volume de controle;

- La phase de discrétisation transforme le probléme continu en un probléme discret.

Les équations ainsi que les conditions aux limites sont approchées par des équations
et conditions discrétes. Il existe trois grandes classes de méthodes pour la résolution
numérique des équations aux dérivées partielles[11][28] :

e Méthode des différences finies ;
e Méthode des volumes finis ;

e Méthode des éléments finis.

2.2 Notion de modéle

Comme nous ’avons signalé en haut, beaucoup de phénomeénes physiques sont complexes
a étudier et sont souvent régis par beaucoup de paramétres[21]. Il faut alors résoudre
le probléme numériquement en transformant les équations continues de la physique en
un probléme discret sur un certain domaine de calcul[l1]. Dans certains cas, il s’agit
de la seule alternative. Dans d’autres cas, les simulations numeériques sont menées en
parallele avec des expérimentations. Le principe d'un modéle est de remplacer un systéme
complexe en un objet simple reproduisant les aspects ou comportements principaux de
I'original(ex : modéle réduit, maquette, modéle mathématique ou numérique, modéle de
pensée ou raisonnement)|IT].

2.3 Analyse du modéle mathématique

Méme si 'on ne sait pas trouver une solution explicite du modele, il est important d’en
étudier les propriétés mathématiques, dans la mesure du possible. Il est bon de se poser
les questions suivantes|2§] :

- Le probléme est-t-il bien posé? C’est a dire : y a-t-il existence et unicité de la
solution ?

- Les propriétés physiques auxquelles on s’attend sont-elles satisfaites par la solution
du modéle mathématique 7 Si I'inconnue est une concentration, par exemple, peut-on
prouver que la solution du modeéle sensée la représenter est toujours positive ?

- La solution reste toujours vraie lorsque le pas de discrétisation tend vers zéro ?

2.4 Transport par diffusion et par advection

Le mouvement général de I’eau assure le transport advectif des poissons. Le mouvement
des poissons par rapport a 'eau est le transport diffusif. [13]
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Transport diffusl du peisson 2
(Il 5@ JOpIFCE Par ARl A Faau)

FIGURE 2.1 — Exemple de transport advectif et de transport diffusif[13]

Les phénoménes de transport et de diffusion des polluants ainsi que les transports de la
chaleur, sont d’une grande observation dans la vie de tous les jours et jouent un role im-
portant dans la vie humaine. Ils sont nombreux et d’une complexité telle qu’ils nécessitent
des modéles mathématiques pour qu’on puisse les décrire. Ces modéles sont indispensables
dans la compréhension des phénomeénes de contamination.

Les gaz et les liquides qui nous entourent et les flux & I'intérieur de notre corps ont une
grande influence sur I'environnement dans lequel nous vivons. Les fluides s’écoulent ; ils
produisent des vents, des pluies, des inondations,...et sont responsables des variations de
température et du transport des polluants dans 'air, dans 'eau et dans le sol, etc [3], [21].
L’un des phénomeénes physiques est le transport des polluants. Le transport des polluants
se produit dans une grande variété de processus environnementaux, agricoles et indus-
triels. La prédiction du transport de ces polluants est cruciale pour la gestion efficace
de ces polluants. L’équation d’advection-diffusion est 'une des équations aux dérivées
partielles importantes observées dans beaucoup d’applications d’ingénierie et industrielles
[31]. Elle a été utilisée pour décrire I'équation de la chaleur dans un film drainant [18],
transfert d’eau dans le sol [26], dispersion des traceurs dans les médias|32], dispersion
des contaminants dans les lacs peu profonds|29], propagation des solutés dans un liquide
circulant dans un tube, longue portée du transport des polluants dans I'atmosphére[37]
et dispersion des sels dissouts dans les eaux souterraines[15], etc.

Le transport de ces polluants peut étre adéquatement décrit par ’équation d’advection-
diffusion|[17].

2.4.1 La diffusion :

La diffusion est un processus de transport fondamental dans la mécanique des fluides
environnementales. C’est un phénoméne microscopique qui désigne la tendance naturelle
d’un systéme a rendre homogeéne les concentrations des espéces chimiques en son sein. Elle
difféere de ’advection parce que la diffusion est un phénoméne aléatoire dans la nature .
Nous pouvons citer a title d’exemple la diffusion d’un parfum dans une chambre vide. Si
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une bouteille de parfum est ouverte et laissée évaporer dans ’air, on va rapidement sentir
ce parfum dans la chambre entiére. Ainsi, la diffusion a deux principales propriétés : elle
est aléatoire et le transport va des régions de forte concentration vers les régions de faible
concentration. Nous savons aussi que I'odeur sera plus forte prés de la source et de moins
en moins forte en s’éloignant de la source[21][35].

2.4.2 L’advection :

L’advection correspond au transport d’'une propriété telle que ’humidité, la température ;
par un fluide, tel que l'air ou l'eau, généralement selon un mouvement & dominante ho-
rizontal. Un exemple étant le transport des fumées dégagées d’une usine a ’aide de I'air.
L’advection est due au mouvement de l'air qui disperse ce polluant, ce phénoméne étant
macroscopique[34].

2.4.3 Différence entre la diffusion et ’advection

Les deux processus déplacent le polluant d’un endroit & un autre, mais chacun accomplit
les choses de sa maniére, la différence essentielle étant la suivante[21] :

e [’advection va dans un seul sens
e La diffusion va dans les deux sens(indépendamment du sens du courant).

Cela se voit dans les expressions mathématiques suivantes :

e [’advection u%—(; est une dérivée du premier ordre, ce qui signifie que si z est remplacé

par —zx le terme change de signe (antisymétrique) ;

. . 2 L., N .. . .
e La diffusion D% est une dérivée du deuxiéme ordre, ce qui signifie que si x est
remplacé par —z le terme ne change pas de signe (symétrie).

2.5 Equation d’advection-diffusion

L’équation d’advection-diffusion est une combinaison des équations d’advection et de dif-
fusion. Elle décrit des phénoménes physiques, ou les particules, 1’énergie, ou d’autres
grandeurs physiques sont transférées dans un systéme physique en raison de deux proces-
sus : advection et diffusion. De cette définition, il suit que I’équation d’advection-diffusion
combine a la fois les équations aux dérivées partielles : diffusion et advection. En cas de
coefficient de diffusion constant et de vitesse d’écoulement constante, on peut écrire sous
la forme suivante, I’équation en deux dimensions :

oC oC oC 0?’C  oC
W+(U%+0%>—D<W+a—y2>:ﬁ (2.1)
Les deux termes sur le coté gauche représentent les différents processus physiques, respec-
tivement ’advection et la diffusion;
- C': C’est la variation d’intérét(la concentration de I'espéce de transfert de masse);
- D : Constante de diffusivité pour la masse;

- u,v : les composantes du vecteur vitesse porteur selon les axes X et Y
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- r: la source.

L’advection et la diffusion sont différentes :

La notion d’advection pure signifie que le transport d'une propriété se fait par un seul
processus qui est l'advection et sans l'intervention d’aucun autre processus comme la
diffusion.

Elle s’écrit comme suit :

— + v (2.2)

aC oc | 9CY _
ot ar oy )"

La notion de diffusion pure signifie que le transport d’une propriété se fait par un seul
processus qui est la diffusion et sans l'intervention d’aucun autre processus comme 1’ad-
vection. Elle s’écrit comme suit :

2
oC D(@C 80):70‘

E - W + a—yz (2.3)

2.5.1 Concentration C d’une substance dans un fluide :

La quantité d’intérét fondamentale en matiére d’environnement mécanique des fluides est
la concentration. Dans I'usage commun, le terme "concentration" exprime une mesure de
la quantité d’une substance dans un fluide. Mathématiquement, la concentration C' est le
rapport de la masse M d’une substance au volume du fluide :

C=

Volume du fluide TV

B Masse de la substance M [Kg] (2.4)

m3

2.5.2 Flux

Ayant la concentration dans un endroit, on a aussi besoin de définir combien de substances
se sont-elles déplacées d'un endroit & un autre. On définit alors le flux :

SURFACE A

el
‘|'.4...1. .'.IU
| i.. '90 ol . e 'IH
|\_ :‘. o. ..-! . ';"I
N/

FIGURE 2.2 — Schéma d’un flux [21]
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En physique, le flux d’une substance dans une direction donnée est défini comme la quan-
tité passante a travers une section perpendiculaire & cette direction par unité de surface
et par unité de temps[21][5].

Flur — o — substance qui passe a travers la section _ M (2.5)
el section X durée de temps At AN '
2.5.3 Flux d’advection
L’advection = flux du mouvement porteur. D’otu :
B substance Xvolume du flutde M 'V CV V _c V _c Al
~ wolume du fluide  surface x temps VANtV CAANT ANt AAT

q = C.U avec U : la vitesse d’entrainement du fluide porteur.

Ce terme s’appelle 'advection, un terme qui signifie le transport passif de la substance
d’un endroit & un autre par le fluide porteur en mouvement.

2.5.4 Equation d’advection pure

Dans l'advection pure, on s’intéresse seulement aux flux d’advection et on néglige les
autres flux comme par exemple le flux diffusif. Nous savons que le flux d’advection est :

q=CU

Soit a écrire le flux d’advection a travers la section A durant le temps (dt) dans le volume
(V =Az.A).

La variation de la masse durant un temps (dt) correspond a la variation du flux (entrée
et sortie) [21][16]. On a donc :

La variation de la concentration :

dC:d7m<carC:%)—>dm:V.dC’

la variation de la masse flux entrant et| | Source
dans 'V fluz sortant | |dans V

dans V dans V

{la variation de la masse] B fluz entrant et [

S ource}

flux sortant

= -

fluz sortant

flux entrant et
[dans V

S ource]

- Flux entrant par A = q(z,t).A
- Flux sortant par A = q(z + dx,t).A
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- La variation de la masse (dm) dans un volume (V') durant (dt) est comme suit :

d_m _ VdC
dt — dt
On a donc le bilan :
V.dC
— = lq(z,t).A] — [q(z + Az, t). Al +r

ou r est la source et V = A.Ax.

Donc,
A Ax.dC
= = gl t).A] — gl + A ). 4] + 7
% - — AZL’ +r= —% —+r
Or, on sait que :
q=CU
L’équation bilan est :
dC dq oucC
&~ _ 4 - i 2.
dt ox T ox T (2:6)
C’est la vitesse d’advection et aussi si la vitesse U est constante :
oC oC
= ] 2.
i U@x +r (2.7)
En deux dimensions :
oC oC oC
— = — — . 2.8
5 (uax+vay>+r (2.8)

Un autre processus important est la diffusion ou agitation des petits mouvements tur-
bulents agissant pour faire déplacer la substance au hasard par rapport au mouvement
moyen du fluide.

2.6 La diffusion ( loi de Fick )

La diffusion est le mécanisme de transport sous l'effet d’un gradient de concentration,
depuis les zones concentrées en matiére vers les moins concentrées . La diffusion est aussi
le processus pour lequel une substance est déplacée d’un endroit & un autre sous 'action
des fluctuations aléatoires. Au niveau de la turbulence, il est I’advection par les tourbillons
du fluide porteur[21].

Considérons le systéme a deux box (figure suivante) et le flux fluctuant compensé par un
anti flux de méme grandeur dans la direction opposée.
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cell 1

L

Ax

FIGURE 2.3 — Schéma expliquant le flux de diffusion

La loi de Fick décrit ce phénoméne en énoncant que le flux de matiére j, est proportionnel
au gradient de concentration par 'intermédiaire du coefficient de diffusivité D.

Flux diffusif = Flux issu du mouvement désordonné des molécules (agitation moléculaire).
Un simple bilan donne :
Flux netdel a2 =fluxdel a2-fluxde2al

AC dC
- _ _ D=
Ax dx

. dC dC

ou :

D = Coef ficient de dif fusivité en (m?/s)

Dans cette équation le signe (-) traduit le fait que le transfert s’effectue des zones concen-
trées vers aux zones diluées (dans le sens opposé aux concentrations croissantes).

2.7 Equation de diffusion pure :

Dans 'advection pure, on s’intéresse seulement au flux diffusif et on néglige le flux d’ad-
vection.
On sait que le flux diffusif est :

j:—D% (loi de Fick) (2.10)

ou :
- D = Coef ficient de dif fusion (m?/s);

dc

- 7> = le gradient de concentration le long du domaine.
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Soit & écrire le bilan de flux a travers la section A durant le temps dt dans le volume

V = Az. A (2.11)

La variation de la masse durant (dt) correspond a la variation du flux (entrée et sortie ).

On a:

La variation de la concentration :

dm m
= = — =V.dC. 2.12
dcC G (car C V) = dm = V.dC (2.12)
la variation de la masse [ fluz entrant et]  [Source (2.13)
dans V' durant dt | flux sortant | |dans V|’ ’
la variation de la masse Jluw entrant et Source
= - . (2.14)
dans V dans V
| fluz sortant
dm flux entrant et Source
ar | - B dans V|~ (2.15)
flux sortant
- Flux entrant par A = j(z,t).A
- Flux sortant par A = j(x + dx,t). A
- La variation de la masse (dm) dans un volume (V) durant (dt) :
d .d
d_? = Vd—tC(V = volume). (2.16)
D’ou le bilan :
V.dC
Mais, V = A.Azx, donc :
A Az.dC
d—f; = [j(z,8).4] — [j(z + Az, t).A] +r. (2.18)
dc Jj(z+ Az, t) — j(z,t)
—_— == . 2.1
dt Ax T (2.19)
ac dj
= __ . 2.2
dt Ox T (220)
L’équation bilan est :
oC aj 0 oC
e Y 2 (D) 4 2.21
ot Oz T Oz ( 8:6) T (221)

C’est 1’équation de diffusion en une dimension et aussi la deuxiéme loi de Fick. Si le
coefficient de diffusion D est constant, en deux dimensions, on a :

2 2
oC D(@C 80):%

E - W + a—y (2.22)
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2.8 Equation d’advection- diffusion

On additionne a présent le flux advectif et le flux diffusif pour obtenir le flux total @

Q = advection + dif fusion = Cu — DgradC = Cu+ Cv — D (% + %) . (2.23)

En suivant les mémes étapes que précédemment, on obtient 1’équation d’advection - dif-
fusion :

oC  (9Q  9Q o(Cu) | 0 (,8C\ 9(Cv) 8 (,9C
= (E+ 5+ + 3 (0%) t o (0

Si u, v et D sont constants,

oC oC oC 0?’C  9*C
- - — —D|=—+=—|=r 2.25
ot "o Ty (8x2+8y2) g (2.25)
ou :
- C : Concentration d’intérét ;
- u,v : les composantes du vecteur vitesse U suivant les axes X,Y ;
- D : Coefficient de diffusion ;
- r :terme source.
Et 50
— = Accumulation. (2.26)
ot
u% + v% = Advection. (2.27)
2 2
D <887€ + %) = Dif fusion. (2.28)
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Chapitre 3

Méthodologie

Dans ce chapitre nous parlons et montrons les méthodes numériques que nous avons
utilisé.

3.1 Résolution numérique des équations aux dérivées
partielles

Introduction

Un probléme aux dérivées partielles nécessite la donnée de :
e Un domaine D ;

Une équation aux dérivées partielles(EDP) ;

Des conditions aux limites;
e Une condition initiale.

Pour obtenir une approximation numérique de la solution du probléme, nous devons ap-
procher les dérivées partielles de 'EDP en chacun des nceuds du domaine discrétisé en
utilisant les valeurs de la variable dépendante en ces noeuds et aux noeuds avoisinants.

Il existe trois grandes familles couramment utilisées de méthodes qui nous aident a passer
d’un probléme exact continu régi par une EDP au probléme approché discret :

e Les différences finies :
La méthode consiste a remplacer les dérivées partielles par des différences divisées
ou combinaisons des valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fini de points
discrets ou nceuds du maillage[11].

e Les volumes finis :

La méthode integre, sur des volumes élémentaires de forme simple, les équations
écrites sous forme de loi de conservation. Elle fournit ainsi de maniére naturelle
des approximations discrétes conservatives et est particulierement bien adaptée aux
équations de la mécanique des fluides. Sa mise en ceuvre est simple avec des volumes
élémentaires rectangles.
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o Les éléments finis :

La méthode consiste a approcher, dans un sous-espace de dimension finie, un pro-
bléme écrit sous forme variationnelle dans un espace de dimension infinie. La fonction
approchée est dans ce cas une fonction déterminée par un nombre fini de parameétres
comme, par exemple, ses valeurs en certains points ou nocuds du maillage.

Toutes ces méthodes sont basées sur le méme principe :

On discrétise la courbe, le domaine, la surface ou le volume supposé continu sur lequel
on veut intégrer 'EDP, c’est a dire qu’on le découpe en éléments, segments surfaces ou
volumes, petits mais pas infiniment petits. C’est I’étape de discrétisation.

Cela signifie qu’au lieu d’intégrer 'EDP comme une fonction continue, on I'intégre comme
une fonction discréte. Bien siir, pour ce faire, il va falloir trouver les méthodes qui per-
mettent de mener une telle intégration. C’est 'objet des schémas aux différences, aux
éléments et volumes finis.

3.2 La méthode des différences finies

En analyse numérique, la méthode des différences finies est une technique de recherche des
solutions approchées d’équations aux dérivées partielles qui consiste a résoudre un systéme
liant les valeurs des fonctions continues en certains points suffisamment proches les uns des
autres|28|. Elle apparait comme la plus simple & mettre en ceuvre car elle procéde en deux
étapes : d'une part la discrétisation par des différences finies des opérateurs de dérivation,
d’autre part la convergence du schéma numérique ainsi obtenu lorsque la distance entre
les points diminue. La méthode des différences finies consiste & approximer les dérivées des
équations de la physique aux dérivées partielles au moyen des développements de Taylor
et se déduit directement de la définition de la dérivée|[IT]. Elle est due aux travaux de
plusieurs mathématiciens : Euler,Taylor,Leibniz,...

3.2.1 Définition d’un maillage

Un probléme posé sur un domaine continu n’est pas résoluble tel qu’il est par un ordina-
teur, qui ne peut traiter qu'un nombre finis d’inconnues|2§|.

En mathématiques, la discrétisation est la transposition d’un état continu(fonction, mo-
deéle, variable, équation,- - - ) en un équivalent discret.

Un maillage est la discrétisation spatiale d’un milieu continu, ou aussi, une modélisation
géométrique d’'un domaine par des éléments proportionnés finis et bien définis.

Il est un ensemble de points dits sommets du maillage. Dans la pratique, il s’agit d'un
tableau de coordonnées.

L’objet d’un maillage est de procéder a une simplification d’un systéme par un modéle
représentant ce systéme et éventuellement dans I'optique de simulations de calculs ou de
représentations graphique[2§)].
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3.2.2 Schéma de discrétisation
3.2.2.1 Maille

Une maille est un ensemble d’arétes qui délimitent un élément.

Noeud : c¢’est un point de calcul sur ’élément(extrémité ou milieu de la maille).

FIGURE 3.1 — Schéma du maillage régulier

FIGURE 3.2 — Schéma du maillage irrégulier
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1,1

FIGURE 3.3 — Schéma du maillage

3.2.2.2 Pas de discrétisation

Le pas de discrétisation est la distance entre deux points successifs, donc la distance entre
deux points de calcul.

Ym+1I

Y X

m+1

FIGURE 3.4 — Schéma du maillage et pas de discrétisation

Ici , le pas de discrétisation est h.
h=Az=Ay
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3.2.3 Développement en série de Taylor

Nous allons utiliser le développement en série de Taylor pour approximer les dérivées
partielles.

Soit une fonction f qui dépend de plusieurs variables, elle peut étre développée en série
de Taylor autour de x comme suit :

0f (80P OPf (Aa) Of

flatBe) = J@)+ Ayt =gt g g (3:1)
2 (Azx)" O™
= ey B (3:2)
n=1 :
Le calcul de % nous donne :
of _ flatAr)—f@) (D)3 (AaPdf .

ox Ax 21 0z2 31 Ox3

En sommant tous les termes en Ax de degré supérieur a un et en les représentant par
O(Az), on a :

of _ flz+Az) - f(z)
or Az

qui est une approximation de la dérivée premiére de f par rapport a x.

Si les indices "i" sont utilisées pour représenter les points, I’équation devient :

+0(Az). (3.4)

of| _ fin— i

En considérant maintenant le développement en série de Taylor de f(x — Ax) autour de
x,ona:

of | (Ax)**f (Az)’0°f

flo—Ar) = J@) = Aegmt =g = g T (3.6)
Ax)" "
= f)+ (1 T 3.7)

Le calcul de % nous donne :

of _ fla)— f(w - A)
ox Ax

+ O(Ax). (3.8)

Of | _ fi— fim

7 Rl vt O(Az). (3.9)

qui est connue comme la premiére différence arriere de % d’ordre Az.
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Considérant maintenant les développements en série de Taylor (3.1)) et ( et en sous-
trayant (3.6 . de -, nous obtenons :

flz+ Az) — f(z — Az) = 2Ax

of Az)* P f
T R (3.10)

Le calcul de % nous donne :

% B flx+ Azx) — f(z — Ax)

2
o AL + O(Az)=. (3.11)
o of f f
_ i — fia 9
5| sAr T O(Az)*. (3.12)

(2

Cette représentation de % est la différence centrée approximatif de la dérivée premiére
d’ordre (Az)?.

Le développement en série de Taylor de f(x + 2Az) autour de = donne :

Of | (28x)?@f | (2hx) 0*f

flot282) = f(z) + QAz) 5+ a5+ 31 a28

(3.13)
Et le développement en série de Taylor de f(x + 2Az) autour de = donne :

of (AP Pf  (282)° 9P
flo—200) = f(x) — (280) 2 BTSRRI (3.14)

En multipliant (3.1)) par 2 et en soustrayant le produit dans (3.13]), nous obtenons :

o2 PE
—2f(x + Az) + f(x + 2A2) = —f(2) + (Ax)? 81']; + (Ax) 8_;; (3.15)
Le calcul de % nous donne :
o*f _ flx+2Az) = 2f(x + Az) + f(x)
or? (Az)? +O(Az).
ou
Pl fira=2fin + fi +0(Ax). (3.16)

x|, (Ax)?
L’équation (3.16)) représente la différence avant approximatif de la dérivée seconde de f

par rapport a x et est d’ordre de (Ax).

La multiplication de ({3.6) par 2 nous donne :

0 Ax)? 9? Ax)? 9?
2f(x — Az) =2f(x) — 2Azx (9_f+2( ;) 8xJ;_2( ;) (91:J3C+“' (3.17)

En soustrayant (3.17) dans (3.14)), nous avons :
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2f(z — Az) — f(z — 2Az) = f(z) — (A:E)Q% + O(Ax)?. (3.18)

2
Le calcul de % nous donne :

o0 f _ flx —2Ax) = 2f(x — Az) + f(x)
Ox? (Ax)?

+ O(Ax).
ou

o f Ji—2fia+ fie
x|, (Ax)?

+O(Ax). (3.19)

L’équation (3.19)) est la différence arriére approximatif de 227{.

Pour obtenir la différence centrée approximatif de la dérivée seconde, il faut addition-
ner les équations ({3.1)) et (3.6)).

En effet, la somme donne :

flz+ Az) + f(x — Az) =2f(x) + Q(AZL‘)Q% + O(Ax)*. (3.20)
Donc, )
Z(Ax)z% = f(z + Az) — 2f(z) + f(z — Az) + O(Ax)™. (3.21)

Alinsi, on a enfin :

f _ fla+Ax) —2f(z) + f(z — Ax)

75 = A +O(A)2.

ou
O f _ firn—2fi+ fin
or?|, (Az)?

Les approximations des dérivées d’ordre supérieur a deux par rapport a x peuvent étre
calculées de la méme maniére.

+ O(Ax)?. (3.22)

Pour des raisons de commodité, définissons la premiére différence avant f; 1 — f; par A, f;
et la premiére différence arriére f; — f;_1 par V. f;.

Généralement, la différence avant et la différence arriére du premier ordre peuvent étre
exprimeées par :
n n—1

et
Vifi= V(YL ).

Des opérateurs variés de différence centrée peuvent étre définies de fagon similaire.
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En utilisant les opérateurs que nous venons de définir, les approximations des dérivées
d’ordre supérieur a deux par les différences avant et arriéres peuvent étre exprimées res-
pectivement par :

a1 ALf;
52| = g +O) (3.23)
o Vifi
S| = T + 06 (3.24)

et celles qui sont centrées peuvent étre exprimées par :

" An —2 +V2 i+
@amn i = & 22(Ax)n fivs + O(Az)?  pour n pair. (3.25)
) Alfina + Vi f
an ?EL j—n=1 Z Z’+L*1
— 2 2 A 2 . - 5
dam |, 2(Ax) + O(Az)® pour n impair (3.26)

3.2.4 Discrétisation de I’équation d’advection-diffusion

Comme nous I'avons vu, I’équation d’advection diffusion en deux dimensions est :

2 2
oC oc  oC D (8 c 0 C) . (3.27)

— tu—+v—— — T+
ot ox dy ox?  0y?
Nous allons la discrétiser en utilisant les approximations décrites ci-haut.

L’approximation est une représentation imprécise ayant toutefois un lien étroit avec
la quantité ou l'objet qu’elle refléte comme par exemple 'approximation d’'un nombre
d’une fonction mathématique, d'une solution, d’un probléme d’optimisation, d'une forme
géométrique,...[2§]

L’idée étant de remplacer les dérivées partielles qui interviennent dans 1’équation aux
points du maillage par des développements en série de Taylor|25].

Au lieu de chercher f(z), on cherche les valeurs de f aux nceuds du maillage, donc f; =
f (i)

L’équation d’advection diffusion en une dimension :

oc  oC 0*C
-— —=D— ; ;o — . 3.28
at+“ax 97 >0 ; —oo<x<oo (3.28)
avec les conditions aux limites Cy(tp, z) = Co(x);a <z < b

La discrétisation de la solution en différents points est donnée par :

oc, . Ccmiocr

g (1) =~ (3.30)
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oC cr—or
0*C n cr, =207 + C’Z"Jrl
el —(a}) ~ = (3.32)
oc , . cr,—Cr
En substituant les équations (3.30)), (3.31]) et (3.32)) dans (3.28) on obtient :
citt = ¢y Cr -G,y Ci, — 207 + C7,y
WU (G (W),
crtoocor cr cry cr, cr Cr
i =l = p-=L_2D D :
At At o “Ar T Y Ax Ax? Ax? + Ax? (3:35)
Et en continuant les calculs, on trouve :
it = —uA—CZ. +u— q 1+ D 201 ) 2DA—(J + D Q(Jz+1
At At At At
=(1—-u—=2D— | C" —+D—|C" .
(1 U ZDAxQ) Cr+ (qu + N ) Ccr, (3.36)
At .
+ DECPrl
Enposantoz—qu;DAA:;&2 £, on a :
CrY = (1= a = 20)C0 + (a + B)CI, + A, (3.37)
En substituant (3.30)), (3.31]) et (3.33]) dans (3.28]) nous obtenons :
e e e Cr, =200 + O,y
Al +“< 2Ar ) =D ( A2 ) (3:38)
crt—crooon, CpyCpy cy cr
d : il gyl - p—=L _9p i 4 ptI 3.39
A TUar Yane T PAp T Rp PR B39
crttoocr Ci cr cly cr Cr
i = gy +D-=L 2D 4 D! 4
AT AL “aAr T oAy TP AL Az2 " Ag? (3-40)
<1:>Cz o :C’L 2A C’L+1 IAT Cz 1 A QCZ 1 A QCz A 201+1‘ (341>
En posant o = u IS DA 5, on obtient :
At At At At At
Ctt'=(1-2D— | Cl'+ (u=——+D-—— | O, + | D-— —u—— | CI . (3.42)
! x x 1 x x +
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On a donc :
it = (1=28)C7 + (5 +8) O+ (8- 5) Ol (3.43)
En deux dimensions, 1’équation d’advection diffusion étant la suivante :
oC oC oC 0?’C  9*C
— — —=D|(—+— . 3.44
o "oz Ty <0m2+8y2)+r (344)
Sa discrétisation est donnée par les approximations suivantes :
oC ot — oy,
— (2" )~ L] 4
(e = (3.45)
oC .. G~ Gty
*C, . G, —200+ Gy
oc , Ciy; — Oy
%( )~ T (3.48)
— (2l ~ 4
5 ) =~ (349
°c, Citj =203 + Oy
oC Cli — O
— () = = = .0l
o (:L‘w) oA (3.51)

En substituant les équations (3.45)), (3.46)), (3.47)), (3.49) et (3.50) dans (3.44]), on obtient :

n+1 n n n n n
crr = Oy tu Gy — Oty tv Gy — Oy
At Ax Ay
_p (Gt =200+ iy N Cij1 =208+ O
Ax? Ay?

n+1 n n n n n
antoon o on Oy, o o C

’ 2] . 2,J . 1/7]7]-
At At TUAr " Ar TUAy T U Ay
- D i—1j 2D— 1 D i+1,j +D bj—1 2D 4+ D 4,41

T Aa? Ax? Ax? Ay? Ay? Ay?

(3.52)

(3.53)
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At A At A At
n—+1 n n n n n m
= i =0 - UECM R, it — A_Cm' YAy ~ G+ sz ~alit1
At n A n At n At n At "

(1—u£—v£—2DAt —2D At)C’"

Az Ay Ax? Ay?

At At . At At . A n At .,
+(U—+D )q it (Ay+DA_)Cw1 Az? C“UJFDA 3Chon

Enposanta—uﬁt—vﬁz'ﬂ DAAIZ DAAtQ,AJ;—Ay,
On a :

Cit = (1 =2a = 4B)CY; + (a + B)CLy j + (a+ B)CF_y + BCE ; + BCY L. (3.54)

Enposantoz:uAt,B—v , Y= DAIQ DAAtQ,ona:

CHl = (1—a=B—)C+ (a+)C; + (B+7)C 1 +7CF ;#7074 (3.55)

Et en posant que :

At At )
a=ux,, , Y = DxQ,w—DAQ,ona.

C”+1 (I—a—=B—-2y=2w)C +(a+7)Ci" ;+(B+w)Cl_ +7C ;+wC . (3.56)

En substituant les équations (3.45)), (3.47)), (3.48]), (3.50) et (3.51)) dans (3.44]), on obtient :

ot — o, Oy —CF Oy — O,
1,7 2,7 i+1,7 i—1,7 2,741 2,7—1
A ( 2z ) T ( Ay )

(Czn 1, QCZ]' + Cﬁl’l,j + C??jfl B 2023’ + CZ?J’H)

(2

Ax? Ay?
(3.57)
crft o o cn cn cn. cn.
L) T i+l i—1,5 i,j+1 1,j—1
T A A T "anr T "2Ar T UaAy T Uaay
cr cr cn cr cn. cn.
=D——2 —9op-tL 4 p—*d 4 pit _op b 4 p_itl 3.58
Az? At VA TV g Ay TP Ay (3.58)
At At At At At
n+1 n n n n n n
Gl =0l - Uoag i T oA Gt T U5 C”+1+vmq‘j‘1+D@q—lﬂ
At . At N At At At
—QDA—C A QCZ+1]+ A CZ] 1 —QDFC A_yQCi’j"'l
At At At At At At
—(1-2D— -2D n —-D—|Cr —+D ”
( Az °PA 2) i (uzm Az ) Clag * (“mx PR 2) ¢

At At At ALY .,
_(v——D )CJ+1+<2Ay+DAy)C”1 (3.59)

i—1,5
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En posant a = u{t = etﬂ DAL = DAAtQ,Ona:

CZJJ‘FI = (1-48)C}; — 2a = B)CL 1 ; + a+ B)CF, ; — 2a = B)CYi 1y + (2a + B)CY 4.
(3.60)

En posant a = usk, —UE et v =DA% DAAtz,ona:

CZ;’rl =(1- 47)6%‘ — (20 — ’V)Oz+1g + (2 +7) z‘n—1g (28 —)C7! ij+1 T (28 +7) Zj—r
(3.61)

En posant a = us3t, 3 = UQAAty, = DAL et —DAAtQ,ona:

CZJJ‘FI = (1 =27 =2w)C}; — 2o —7)Cfy ; + 2o+ )0y — (28 —w)Ci + (28 +w)CF .
(3.62)

3.2.5 Discrétisation des conditions aux limites

Une condition aux limites est une contrainte sur les valeurs que prennent les solutions des
équations aux dérivées partielles sur une frontiére. Les conditions initiales et les conditions
aux limites aident a comprendre la concentration des polluants et le comportemment de
la distribution du polluant a travers un milieu (domaine) ouvert comme ’air, les riviéres,
les lacs et le milieu poreux [I]. La connaissance des conditions aux limites est nécessaire
a la résolution du systéme puisqu’elles apparaissent dans le schéma.

Il existe différents types de conditions aux limites : Dirichlet et Neumann a titre d’exemples|28][21].

On se place sur le segment [0, L] que 'on discrétise a 'aide d'une grille définie par ses
somimnets.

zr, =nAzx avec n € [0,L] et NAz =L (3.63)

On dit que Az est le pas de la grille. L’écart entre z,, et x, 1 est constant. On parle de
grille uniforme. On considére une fonction réguliére u : [0, L] — R et on note u,, la valeur
de u en z,

Up, = u(zy) (3.64)

On se place en n = 0 c’est a dire z,, = 0. Nous remarquons que la grille ne contient pas
de points a gauche de x,. Il n’est pas donc possible de considérer une différence centrée
pour approcher u/(0). Nous devons donc utiliser une différence décentrée a droite

Uy — Up

Ax

u'(0) ~ (3.65)

Nous avons donc trois types possible de conditions aux limites|2§] :

- Condition de Dirichlet : u(0) = . C’est la plus facile a discrétiser. Elle s’écrit tout
simplement

Uy = « (3.66)
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- Condition de Neumann : v/(0) = «

_ 1 1
uleu() = clest & dire — Euo + Em = . (3.67)

- Condition de Fourrier : v/(0) + yu(0) = «

U —u : 1 1
le O 4 yug = 0 cest a dire (y — A_x)uo + Al =@ (3.68)

On se place en n = N c’est a dire x,, = L. Nous ne disposons pas cette fois-ci de points de
grille & droite de x,. Il nous faut une différence finie décentrée a gauche pour approcher
u'(L)

w@)gﬁﬂi%kl (3.69)

Il nous faut encore discrétiser les trois types de conditions a la limite :
- Condition de Dirichlet : u(L) = p.

Uy = . (3.70)
- Condition de Neumann : v/ (L) =
e = [ c’est a dire _ b +L = (3.71)
Ax B . Az UN-1 AxuN - ‘

- Condition de Fourrier : /(L) + du(N) = «

UN — UN_ . 1 1
NA—le + duy_1 = B c’est a dire (6 — A_a:)uN_l + A_ycuN = f. (3.72)

3.2.6 Formulation vectorielle
3.2.6.1 Forme non éliminée

Les N + 1 valeurs u(z,) de la solution ont été approchées par u,. Nous avons discrétisé
I’équation principale et les conditions aux limites et avons obtenu un systéme de N + 1
équations affines reliant ces u,[17]. Nous mettons maintenant ces équations sous la forme :

AU =1 (3.73)

avec A € RIWVADXINHD 17 — RN+ o | = RNHL,

La premiére ligne (n = 0) de (3.73)) contient, suivant la condition & la limite en x = 0,
soit (3.66]), soit (3.67) soit (3.68).

La derniére ligne (n = N) de (3.73|) contient suivant la condition a la limite soit (3.70)),
soit. (571), soit (3.72).

Exemple 3.2.1. Nous allons montrer la matrice A et le terme source | du probléme
suwant :
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—u'"(x) +u(x)=1, x€]0,L],
u(0) =2, (3.74)
u'(L)=3
La discrétisation sur une grille uniforme prend la forme suivante :
u(0) = 2,
—tmel R tunil 4oy, =1, pour n=1 a N—1 (3.75)
UN—AUIN—l — 3
ou sous forme ordonnée :
u(0) = 2,
1 2 1 _ 1 4
— &z lUn-1 + (F + 1) Up — xozlUny1 = 1, pour n=1 a N—1 (3.76)
—aUn—1 + AsUy = 3.
Nous identifions maintenant avec (3.73)) qui s’écrit sous sa forme développée :
N
Z A, u; =1,, pour n=04a N. (3.77)
i=0
On obtient donc :
] h
Ui 1
U= = (3.78)
UN—-1 1
et
[ 1 0 . 0
_ﬁ A2a;2 +1 _Ain? 0 0
0 _AIQ:Q A222 +1 _A}ﬂ 0 0
A= (3.79)
0 0 _AZQ AiQ +1 _Aic?
1 1
[ 0 e v
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3.2.6.2 Forme éliminée

Nous remarquons que la premiére et la derniére ligne de A n’ont pas la méme structure
que les lignes centrales de cette matrice. Afin de corriger cette propriété, qui peut étre
génante lors de l'inversion numérique nous éliminons les inconnues wug et uy par simple

opérations algébriques. Reprennons les deux premiéres lignes de ([3.76|)

En éliminant ug, on a :

2 1 2
Ap TH U apte =t s

De méme, en partant des deux derniéres lignes de (3.76))

1 2 1 _
_AxQUNfZ + (A:c2 + 1) UnN-1 — A$2UN - 17
1 1 _
_HUN—I + EUN = 3.

En éliminant uy, on a :

1 1 3
oyt [ uy =1+ 2
Ag2N 2+<A$2+ )uN ! +A$

On obtient donc la formulation éliminée : A'U’ =1’ avec

(751 1+ﬁ
U = A = : et
UN-1 1+%
-A332+1 _A}EQ 0 0
_Alﬁ Ai?*l _Alﬁ 0 0
A=
o 0 _AL'Z ﬁ*’l _ALZ’
L0 0 0 g g

Aprés élimination, la matrice A est symétrique.

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)
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3.2.7 La méthode du point fantéme ou virtuel

Les différences finies dans la section précédente ont approché a ’ordre 2 I’équation prin-
cipale et seulement & l'ordre 1 la condition a la limite. La méthode du point fantéme ou
virtuel consiste a prolonger a tout R la solution du probléme pour la discrétiser en utilisant
une différence finie centrée lorsque la condition a la limite contient une dérivée[30]. Dans
ce cas, on doit ajouter un point de la grille. Pour concrétiser, reprenons notre exemple :

A gauche nous devons approcher une condition de Dirichlet. La discrétisation de u(0) = 2
s’écrit :

up = 2. (3.85)

Cette discrétisation est exacte. Nous n’avons pas besoin de rajouter un point de grille.
Afin de pouvoir discrétiser la condition a la limite «'(L) = 3 & I'aide d’une différence finie
centrée autour de 0, nous introduisons le point de grille :

Ty = L+ Ax. (3.86)

Nous approchons u(zx1) par uy4i. La condition w'(L) = 3 s’écrit :

UN+1 — UN-1
N-1 3.87
2Ax ( )

Pour pouvoir fermer le systéme, nous devons discrétiser I’équation principale en x,, pour

n=1aN. . +
Up—1 — LUp Un+1
- s tu, =1, (3.88)

pour n =1 a N. Pour le cas d'une formulation non éliminée avec point virtuel, on a :

s
! 1
U= = :
UN-1 1
un
| UN+1 ] - -
et
[ 1 0 . 0
_AicQ Ai? +1 _Alx? 0 0
0 _Aiﬂ Ai2+1 _Ala:2 0 0
A= . (3.89)
0 0 _AZQ Ai2+1 _ﬁ
1 1
. 0 0 —5xz 0 Az
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Pour une formulation éliminée avec point virtuel, il nous faut éliminer

ug et uy,1. Pour ug, le calcul a été déja fait auparavant. Pour uyyq, on a

uN_1—2unN-+u
_uUN-—1 N N+1+UN:1,

Az
(3.90)
uN+1A;12LN—1 — 3
Apreés élimination, il suit :
1 1 1 1 3
U -4z =4 3.91
Ag N i (Am2 * 2) =5 * Ax (3:91)
On identifie alors les matrices et les vecteurs :
u.l 1+ Azx?
U/ — . l/ _ :
UN-1 1 ' 3
U 2 T Az
et
[ L +1 -5 0 0 ]
_Alacz A?ﬂ +1 _ﬁ 0 0
A= . (3.92)
0 0 _AL'Z ﬁ +1 _AicQ
| 0 0 0 -—zz zwtiyl

3.2.8 Notion de consistance d’un schéma numeérique

On appelle erreur de consistance e; j la quantité obtenue en remplacant 'inconnue par la
solution exacte dans le schéma de discrétisation, en chaque point du maillage (x;,¢;)[28].

Le schéma est d’ordre p en temps et ¢ en espace si ’erreur de consistance vérifie :
e;.j = O(At?) + O(Az?). (3.93)

Le schéma est consistant si I’erreur de consistance tend vers zéro lorsque les pas de dis-
crétisation tendent vers zéro. L'erreur de consistance est obtenue en remplacant w4y j1n
par u(x; + kAz,t; + nAt) dans le schéma de discrétisation. Elle estime I'erreur commise
par le schéma au temps t,,.
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3.2.9 Théoréme d’équivalence de Lax :

Pour un probléme linéaire et bien posé, on a 1’équivalence suivante :

Convergence < Consistance + Stabilité.

E.D.P Equation discrétisée
CONSISTANCE
( Solution exacte ) Solution discréte)
CONVERGENCE STABILITE
Solution numérique)

FIGURE 3.5 — Convergence, stabilité et consistance[11]

3.2.10 Stabilité

La stabilité est la propriété de contrdler toute perturbation. Elle traduit sa faculté a
adopter un comportement régulier lors de l'introduction de toute perturbation due par
exemple au mauvais calcul d’une condition a la limite ou d’une condition initiale. Un
schéma est dit stable si toute perturbation d’origine numérique est amortie ou au mieux
non amplifiée. Il sera dit instable si au contraire toute perturbation, aussi minime soit
elle, est amplifiée au cours du temps ou dans 'espace.

Tix)

Instable

x (m)

Q L

FIGURE 3.6 — Comparaison stabilité et instabilité
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3.2.11 Convergence

La notion de convergence d'un schéma exprime sa propriété a tendre vers la solution exacte
du probléme traité pour des paramétres de maillage, tels que le nombre de noeuds tendant
vers I'infini[30]. Il est possible de montrer que celle-ci est assurée sous deux conditions
d’aprés la définition suivante :

Un schéma est dit convergent s’il est a la fois stable et consistant. Il est convergent si
I'erreur globale tend vers zéro quand les pas de discrétisation tendent vers zéro.

La notion de consistance est directement reliée a l'erreur de trancature d’un schéma, a
savoir l'erreur commise lors de la discrétisation des termes de dérivées|28]. Cette erreur
est générée lors du choix de 'ordre de précision de la discrétisation, c’est a dire du terme
a partir duquel nous négligeons le reste du developpement limité :

A 2
S oA (3.94)
2 ~—

Termes négligés

d’T
Ax+ w i

dT
Ty =Ti+
dz

i

L’erreur commise suite a la troncature des termes a partir d’un certain rang (2,3, ...) est
appelé erreur de troncature. Un schéma sera dit consistant si cette erreur diminue avec le
pas d’approximation(z ou t)[30].
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Chapitre 4

Résultats numériques et discussions

Dans ce chapitre, nous résolvons numériquement 1’équation d’advection diffusion en une
dimension en utilisant le langage de programmation MATLAB et nous faisons la discussion
des résultats. Au début nous avons utilisé les données suivantes :

La longueur du domaine L = 100;

La concentration C' = 100;
Le coefficient de diffusion D = 107%m?/s;

Le coefficient d’advection v = 107"m/s;

- Le temps variant de 36 & 180 jours.

Par la suite nous avons varié les données et avons remarqué que les résultats changent avec
les données comme le montrent les figures trouvées. En utilisant MATLAB |, nous avons
obtenu différents résultats des simulations pour des données aussi différents. Plusieurs cas
ont été présentés. Pour question de visibilité et comme la concentration est en fonction du
temps et de la distance nous présentons les résultats en deux dimensions : sur les figures,
I’axe vertical représente la concentration du polluant et 1’axe horizontal représente la
distance et le temps apparait sur les légendes.

La concentration diminue et avec la distance et avec le temps. Plus on s’éloigne du point
de départ, plus le temps augmente et plus la concentration diminue et tend vers zéro .
Plus la distance est grande, plus le polluant prendra beaucoup de temps pour se répandre
sur tout ce domaine d’étude.
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4.1 Tableaux montrant les données utilisées dans les
simulations :

TABLE 4.1 — Tableau 1

Figure | Distance L Coeflicient de Coeflicient Intervalle de
numéro diffusion D en m?/s | d’advection v en m/s | temps t en jours
Figure 4.1 100 10°¢ 1077 320 — 1600
Figure 4.2 100 10°¢ 1077 800 — 4000
TABLE 4.2 — Tableau 2
Figure Distance L Coefficient de Coefficient Intervalle de
numéro diffusion D en m?/s | d’advection v en m/s | temps t en jours
Figure 4.3 300 107 1077 320 — 1600
Figure 4.4 300 107 1077 2800 — 14000
TABLE 4.3 — Tableau 3
Figure Distance L Coeflicient de Coeflicient Intervalle de
numéro diffusion D en m?/s | d’advection v en m/s | temps t en jours
Figure 4.5 100 1074 1077 02—-1
Figure 4.6 100 10~* 10-7 2—-10
TABLE 4.4 — Tableau 4
Figure Distance L Coefficient de Coefficient Intervalle de
numeéro diffusion D en m?/s | d’advection v en m/s | temps t en jours
Figure 4.7 100 107° 107° 28 — 140
Figure 4.8 100 107° 10°° 144 — 720
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4.2 Simulations numériques
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FIGURE 4.1 — Courbes montrant 1’évolution de la concentration C au temps de 320, 400,
800 et 1600 jours sur une distance égale a 100, le coefficient de diffusion D = 107%m?/s

et le coefficient d’advection v = 10""m/s.

100

90~

80

70+

60 -

50

Concentration

40

30

20

10

I I
C apres 800 jours
C apres 1000 jours

C apres 4000 jours

C apres 2000 jours [

0 10 20 30 40

L
50
Distance

60

70

80 920

100

FIGURE 4.2 — Courbes montrant 1’évolution de la concentration C au temps de 800, 1000,
2000 et 4000 jours sur une distance égale a 100, le coefficient de diffusion D = 107%m?/s

et le coefficient d’advection v = 10""m/s.
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Conccentration

T
C apres 320 jours
C apres 400 jours
C apres 800 jours [
C apres 1600 jours

100

FIGURE 4.3 — Courbes montrant ’évolution de la

et le coefficient d’advection v = 10""m/s.
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concentration C au temps de 320, 400,
800 et 1600 jours sur une distance égale a 300, le coefficient de diffusion D = 107%m?/s
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FIGURE 4.4 — Courbes montrant 1’évolution de la concentration C au temps de 2800, 3500,
7000, 14000 jours sur une distance égale a 300, le coefficient de diffusion D = 107%m?/s

et le coefficient d’advection v = 10""m/s.
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FIGURE 4.5 — Courbes montrant I’évolution de la concentration C au temps de 0.2, 0.25,
0.5 et 1 jours sur une distance égale a 100, le coefficient de diffusion D = 107*m?/s et le

coefficient d’advection v = 10~"m/s.
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FIGURE 4.6 — Courbes montrant I’évolution de la concentration C au temps de 2, 2.5, 5
et 10 jours sur une distance égale a 100, le coefficient de diffusion D = 107*m?/s et le

coefficient d’advection v = 10""m/s.
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FIGURE 4.7 — Courbes montrant 1’évolution de la concentration C au temps de 28, 35, 70
et 140 jours sur une distance égale a 100, le coefficient de diffusion D = 107%m?/s et le
coefficient d’advection v = 107%m/s.
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FIGURE 4.8 — Courbes montrant 1’évolution de la concentration C au temps de 144, 180,
360 et 720 jours sur une distance égale a 100, le coefficient de diffusion D = 107%m?/s et
le coefficient d’advection v = 107%m/s.
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Conclusion générale et Perspectives

Notre travail a porté sur la contamination de I’eau par diffusion et advection. Nous avons
tout d’abord défini quelques termes que nous avons pu utiliser dans ce travail. Nous
avons montré comment est générée 1’équation d’advection diffusion laquelle équation qui
a été discrétisée par aprés en utilisant la méthode des différences finies qui repose sur la
discrétisation du domaine d’étude. Nous avons par la suite fait la résolution numérique
de cette équation en une dimension et en ne tenant pas compte du terme source du
contaminant. Enfin, nous avons fait les simulations numériques de la concentration du
polluant en utilisant la méthode des différences finies que nous avons présenté au troisiéme
chapitre de ce travail. Les résultats trouvés sont conformes avec ceux de la littérature.

Nous avons remarqué que la concentration du polluant varie suivant le temps en un point
donné. De I'autre coté, la variation de la vitesse donc du coefficient d’advection, la varia-
tion du coefficient de diffusion ainsi que le changement du domaine d’étude permettent
d’obtenir différents résultats.

Cependant, notre travail n’est pas exhaustif. Les méthodes numériques que nous avons
utilisées ont été considérées en une dimension et nous n’avons pas tenu compte du terme
source de I’équation. Dans nos recherches futures, nous pourrons travailler sur ce sujet
en utilisant cette méme équation en tenant compte de son terme source. L’application
d’autres méthodes de résolution numérique comme celles de volumes finis et des éléments
finis nous pousserait d’aller plus loin. Les experimentations et les résultats du laboratoire
nous permettraient d’obtenir des informations complémentaires.
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