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INTRODUCTION GENERALE

Dans le prése'nt‘ travail, nous nous proposons de traiter la résolution des
équations différentielles par la méthode de FROBENIUS.

Les équations différentielles constituent un couronnement formé par le
calcul différentiel et par le calcul intégral. Le calcul différentiel sert surtout a
mettre. les problémes en équations, le calcul intégral permet de les résoudre.

Ce travail est structuré en trois chapitres. Le premier et le second chapitre
traitent de la résolution des équations différentielles du premier et du second
ordre respectivement. '

Le troisiéme chapitre montre la resolutlon des equatlons dlfferentlelies par
la méthode de FROBENIUS.
Une conclusion est donnée & la fin du travall



CHAPITRE I : EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINARES DU
PREMIER ORDRE

1.1. Définition

On appelle équations différentielles les équations dont les inconnues sont
des fonctions d’une ou plusieurs variables. Ces équations comportant non
seulement les fonctions elles-mémes, mais aussi leurs dérivées. Si les fonctions
inconnues dépendent d’une seule variable indépendante, les équations sont
appelées équations différentielles ordinaires. Une équation différentielle du
premier -ordre est une équation pouvant contenir la variable x, la fonction
inconnue y et nécessairement la seule dérivée y' de y.

Elle se présente sous la forme générale F(x,y,y")=0 ou x -désigne la variable
“indépendante, y la fonction inconnue, y' = % sa dérivée et F une fonction
donnée de ces trois variables.

Par exemple les éqﬁations différentielles . xy'+y - y*en(x)=0(1.1) et
(1-x)y+xy-1=0 (1.2) sont des equatlons différentielles ordmalres du premier
ordre.

Par des calculs algébriques. élémentaires, on peut transformer - lequa‘uon
différentielle F(x, y,y ) =0 sous la forme y' =fx,y).

Exemple s01t xy'+y - yzén(x) 0.0na: y—l( 2fnx - y) (1.3) avec x>0.

Sous cette forme y’ est isolé dans le plermer membre, I’ equauon dlffelentlelle
(1.3) est dite « résolue par-rapport a y' ». Le second membre de ’équation (1.3)
‘ne-contient pas y’, il peut contenir x et y et de maniére générale avec y' isolé dans
le pwm*er membre 1’équation d1fferentlelle du premier ordre se presente sous la

forme y'= fx,y) (1.4).
Cette forme est appelée forme de référence de lequatlon d1fferentlelle du

premier ordre. La forme la plus simple pour (1.4) est celle yv'=fx) (1 5)

La solut10n de I equatlon différentielle (1. 5) est donnée par y(x)= j I dt+c.

(1.6) dans la région ot f(x) est continue. La constante d’intégration ¢ est
* déterminée pour les valeurs ¥x) en x=x,(1.7) ; c’est-a-dire y, = y(x,)=c (1.8).
Par conséquent la solution (1.6) qu1 satisfait 4 la condition y=Yy, pour x=ux, est
donnée par :

»(x) f? Yo + ij (¢)ee . (1.9)



La condition y=y, lorsque x=x, est dite initiale pdur la solution de 1’équation .
(1.5). Toute condition initiale détermine uniquement la solution y=g¢(x) de
" I’équation (1.4).

Pour préciser la condition initiale (1.8), désignons cette’ solution par
y=0¢(x,x,,y,)- Par exemple la solution particuliére de ’équation différentielle

‘Q =y? est donnée par :
dx
1
‘qo(x’xo’y(]):— 1 .'
L oxy -l —
Yo

1.2. Eqﬁation différentielle linéaire du premier ordre

1.2.1. Déﬁniﬁon :

Soit I un intervalle ouvert de R. On appelle équation différghtielle linéaire du
premier ordre une équation de la forme :u'(x)+ p(x)u(x)= f(x) (1.10) ou

p,I:I=>R sont deux fonctions.continues.

Par exemple 1’équation différentielle u'(x)+ cosxu(x) = sin2x est une équation

.

différentielle linéaire du premier ordre. [ ——

1.2.2. Solution générale de l’é‘quaﬁon différentielle linéaire sans second
membre

Soit I un 1nterva11e ouvert de R, x, un élément quelconque deletp:I—> Rune

fonction continue.
Toute solution de lequatlon dlfferentlelle dite sans second membre :

_ [ psras
u'(x)+p(x)Lt(x)=0 (1.11) est de la forme i)=Ce€ (1.12)
avec Ce R,

Pal deﬁmtlon I’ expressmn (1 12) est appelee solution générale de I’équation
dlfferentlelle (1. 11) ~



" Démonstration

Supposons que v:I—> R est une solutlon de I’ equatlon différentielle (1. 11) et
| S [ psyas
‘considérons la fonction auxiliaire v [— R défini par.v(x)=v(x) €

~ Alors pour tout- xel : \_)(x) 0, ce qui- ent‘raine:que la fonctien vil — R est

constante sur I. Par consequent 11 existe un nombre réel ¢ tel que pout’ tout SR

'[ P (s )ds

dlémentxdel: v(x )= ce
- Laréciproque est évidente.. |

1.2.3. Solution generale de l’equatlon dlfferentlelle llnealre du premler '
ordre avec second membre ' :

Soit Tun intetvalle ouvert de R, x, un élément quelconque deIetp, £:1— R
deux fonctions continues. De plus §Upposons que iYo : I — R soit une solution” _
partieﬁliere del’ éciuat‘ion difféfentielle (i 10)' Toute solution v : I - R de
l équation différentielle u'(x)+ p(x)u(x)= £(x) est de la forme '

] poras ' |
v(x)=v,+ C € 0, - (113)avec Ce R. Par deﬁmtlonl expressmn (1 13)
~est appelée solution generale de !’ equat1on (1 10).

) -Demonstration

Supposons que v I—) [R est une solutlon de l’equatlon dlfferentlelle (1 10) et V, :

- considérons la fonction auxiliaire v :I> R deﬁme par v(x)=v(x)—=v,(x).

. Par construct1on v I—) [R est une solutlon de’ I equat10n dlfferentlelle (1.11).
Ce qui entrame I’ ex1stence d’une constante C tel que pour tout xel,

[ pyas
W=ce
" Donc pour tout élément x de I.: v(x)=v, (:x)f'v(xl)=y;,'(x)+ ce



- 1.2.4. Ex1stence d’une solution partlcullere de l’equatlon dlfferentlelle
linéaire du premier ordre

Soit 1 un' intervalle ouvert de R, xoun élément de T et p,f: 1> Rde’ux fonctions
continues. On se propose de trou,vér_une fonction C:I — ‘R de sorte que
: \ _ Jj p(s)ds
I’application v, : I-> R définie par v, (x)= C(x)W( )-avec W(x)=€ ’
soit une solution de 1*¢quation dlfferentlelle (1.10). Pour céla il suffit que pour
‘tout x € I on ait la relatlon

v, (x)+ P}y, (x) C (W (x)+ COxW* (x)+ P(x)C(x W7 ()
| C'(x ) (x)+ C(x))(W <x>+P<x>W<x>)

c<><x> #
)=

Par conséquent, en posantC =0, on obtlent que la fonctlon v0 I—> R définie

En intégrant, on a ( )) s+C.

A/\

par :

W) = W[ /! ((S)) s
différentielle. (1.10) |

1.2.5. Principe' de s-upei‘posit‘ion de solutions [15]

Smt ITun 1ntervalle ouvert de R f1, fetp: I—) R. tr01s fonctlons contlnues et

: I [R (respectlvement vl > R) une solutlon particuliére de lequatlon'-
dlfferentlelle u'(x)+ plx)u(x)= ( ) (respectlvement de u'(x)+ p(x)u(x)= £, (x))

Alors la fonction v: 1> R définie par »v(x)':y(x),+\~‘z(;c)“est une solution -
particuliére de.I’ equatlon dlfferentlelle u'(x)+ p(x)u(x)= fl(x)+ 'fz(x).

~ Par exemple trouvons la solutlon générale de lequatlon dlfferentlelle
u'(x)F cos(x)u(x)=sin 2x+cosx

Etant donné que pour toutx e R: -



— E:osxdx

e =e ™" on sait en utilisant la formule v,(x)= W(x)f &ds
(d’apres 1.14) que la fonction v : R > R définie par

v(x) = Lxe?i"“’ sin2sds = 2(sinx—1)+2¢™"* est une solution particuliére de

I’équation différentielle u'(x)+cosxu(x)=sin2x tandis que la fonction :

- e . ~ ~_—sinx sin § ) —sinx . . .
v : R—>R définie par v(x)= € _Le coss ds=1-e est une.solution

particuliére de 1’équation différentielle. u'(x)+ cosxu(x)) = cosx.

Par conséquent v,: R—> R définie par v, (x)=v(x)+ v(x), v,(x)=2sinx -1+ e " est
une solution particuliére de I’équation différentielle -
u'(x)+ cos(x)u(x)=sin 2x+cosx.

Finalement, on obtient en utilisant (1.13) que :

v(x)=(2sinx~1)+ Ce ™" est la solution de I’équation différentielle
u'(x)+ cos x.u(x)=sin 2x + cos x. ' '

‘1.3.' Quelques équations différentielles »particu"liéres»du' pr_emiéi' ordre

.a)‘ L’équation différentielle du premier ordre qui péut s’écrire sous la forme
y'=g(x) h(y) est appelée équation différentielle & second membre séparé.

Par exemple ’équation y'= x?y est une équation différentielle a second membre
séparé. '

b) Dans une équation différentié_lle du premier ordre écrite _‘soué la forme
y'= F(s) (dite forme de référence), il peut arriver que le second membre.ne
dépende que du rapport Y Cela signifie que sil’on remplace y par ty et x

x -

par x, le second membre ne change pas.

Une équation de ce type s’écrit y'= f] [ZJ
! [ 5



L’équation différentielle du premier ordre y'=2m?Z estune équation de ce type.
_ PR G,

Si dans les deux membres, on remplace y par 1y et x par 7, on obtient
tyﬂnty Y2
x x X X

Le second membre ne change pas dans cette transformatlon L’équation donnee_'_ ‘
est dite homogéne.
Les équations d1fferent1elles du premler ordre qui peuvent s’€crire sous la forme

y'= f[—J sont' appelees equatlons homogenes
X

c) Les é.quations différentielles du «premiér ordre qui, sous la forme de
référence s ecrlvent y=rf [M] -(1.15) [i;tﬁ}sont appelées
a'x+by+c' a b

équations dlfferentlelles du premijer ordre se ramenant a lequatlon
homogéne.
2x—

x—2y+

Par exemple I’ equat1on différentielle y'= . Lest du type (1 15)

2 -1
carT;t—.'

d) L’équation différentielle du premier ordre s’écrivant y'=a(x)y +b(x)y"
avec m =1 est appelée équation de Bernoulli.-

e) L’équation différentiellé du premier ordre qui s’écrit _y':————l—-— est
S | a(y)+b(y)

appelée équation renversée.



_ CHAPITRE II : EQUATIONS . DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU

SECOND ORDRE

* 2.1. Définition

Une équation différentielle du second ordre est une équation différentielle qui
contient nécessairement un terme contenant la dérivée seconde (") de y.

Ainsi I’équation différentielle ~xyy"+x(y')’ y=3yy' (2.1) est une équation
différentielle du second ordre.

. Une équation différentielle du-second ordre est dite linéaire si pour chacun de

ses termes, la somme des exposants de y", ' ety vaut au plus un. :
Ainsi dans 1’équation 'différenticlle du second ordre 2y"+y-y=2¢" (2.2), la
somme des exposants de »", y' et y dans chacun des termes vaut respectivement
L1,1. :

Donc D’équation différentielle du -second ordre (2. 2) est une equatlon
différentielle linéaire du second ordre :

Par contre 1’équation différentielle dusecond ordre 2yy"+x(y) y=3y'yn’est pas
une €quation hnealre du second ordre car la somme des exposants.de y",y' ety

1+1 = 2 p‘o_ur le premie'r terme .
2+1 = 3 pour le deuxiéme terme
1+1 = 2pour le troisiéme terme

2.2, Forme générale de Péquation différentielle linéaire du second ordre

- Une équation différentielle du second ordre en y est un équatiori de la forme

y+P(x)y+0(x)y = f(x) (2.3); elle est dite homogéne quand f(x)=0" et non
homogéne quand f(x)#0 ‘

Nous supposons que les coefficients - P(x) et O(x) sont tous continus dans un
domaine D et en outre que: P(x)= 0 dans D.

" Les coefficients peuvent étre complexes mais ici nous traitons les équations a

coefficients réels.
Par exemple I’équation différentielle 2y"+y ~y—2e* =0(2. 4) est une equatlon

dlfferentlelle linéaire du second ordre dont les coefficients de », y -et y sont
respectivement 2,1 et -1. '



Théoréme [15]

Etant donné un point quelconque x, dans D et un ensemble arb1tra1re de deux
nombres a et g, il existe une solution et une seule de I’ equat1on (2.3) dans D
satisfaisant aux conditions initiales y(x,)= aet y'(x,)=p. De plus, la solution
y(x) de la méme que ses dérivées y'(x), y"(x)est continue dans D.

Corollaire

Si une solution y(x) de I’équation homogéne y"+P(x)y'+Q(x); =0 (2.5) satisfait A
_¥(%)='(x,)=0 (2.6) en un point x situé dans D, alors y(x) est identiquement
nulle. C

Démonstration

- La fonction qui est identiquement nulle satisfait certainement & (2.5). Par
. conséquent, en accord avec 1’unicité de la solution, y(x) doit étre identiquement
nulle. '

- Théoréme d’existence et unicité de la solution [3]
Soient P, Q € C,(, Bavec a,f ¢ R.

Alors il existe y(x) unique tel que :

- dans |, g elle satisfait a I’équation ~différentielle linéaire du second ordre (2.5)
A . {y(xo):yo et ‘
¥ (xo ) =¥

ye C? ]a,ﬂ[ (espace des fonctions deux fois continliment dérivables
dans ]a,ﬂ[) .

Si y,(x) et. jzz(x) sont solutions de (2.5) alors y(x)=C,y,(x )+ C,y,(x) (ol C, et
C,appartiennent & I’ensemble des nombres complexes) est une solution de (2 5).

‘ Définition

Un ensemble de deux solutions de (2.5) qu1 sont linéairement 1ndependantes est
appelé un systéme fondamental de solutions de (2.5).
Par exemple, les solutions y,(x) et y,(x) définies comme ci-dessus constituent

un systéme fondamental.



10
2.3. Le Wronskien de y; et y,
a) Définition

Considérons y, et y, deux solutions de l’équétioh différentielles (2.5)
Le Wronskien de ces deux solutions est :

n(x) w(x
y;.(x) Valx

j ()= 7 () @)

W (x) =W [(x), p,(0)](x) = dét

b) Formule de Liouvile
Théoréme [15]

Soient J, Alun intervalle ouvert de R, P, Q :Jr, f[— R deux fonctions continues
et y,(x), »,(x) : Jr, B{— R deux solutions de I’équation différentielle (2.5).
Alors, les deux fonctions y,(x) et y,(x) sont linéairement indépendantes si leur
Wronskien ne s’annule en aucun point de |z, g.

Démonstration

Soient »(x) et y,(x) deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation
(2.5). Montrons que pour tout x€ o, g, W[y, (x), »,(x)] (x)=0.

‘Pour cela, raisonnons par absurde et supposons qu’il existe un élément x, de

Iz, B pour lequel W[y, (x), y,(x)] (x,)=0.

Alors, il existe deux constantes ¢, et ¢, non toutes nulles telles que

.{Clyl (%) +Cyy, (%) =0 2.8)

Cy,(x,)+¢,p, (%) =0
Considérons maintenant la fonction auxiliaire :

y: ]a,,B[—) R définie par : | : ,
y(x)=Cy,(x)+C,y,(x). "Par construction, on a que pour toutxelr [ ,
"(x)+ plx)y' () + Qx)y(x) =0 -

Comme  d’autre part y(x,)=y'(x,)=0 (par le corollaire du Théoréme de.
la page 9), on-obtient que pour tout x e J, B[, y(x)=0.
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De ce résultat, on en déduit que les deux fonctions y(x) et y,(x) sont
linéairement dépendantes. D’ou- contradiction. On a aussi montré que y,(x) et
v,(x) sont linéairement indépendantes et leur Wronskien ne s’annule en aucun

point de |a, A[.
Pour démontrer la réciproque de cette assertion,. raisonnons de nouveau par
“absurde et supposons qu’il existe une constante C, telle que y,(x)=Cy,(x) (c’est-

a-dire y,(x) et*y,(x) sont linéairement dépendantes avec W[y, (x),y,(x)]=0).

Alors pour tou’é _xe‘]f_x,ﬂ[ : o
W)y,@x) = 2 &y, ) - &y, ()

_ : C}’z(X)}"z(X)-— Cy;(x)yz(x) =0

D’ou contradiction.
Théoréme [10]

Soit un intervalle Jr, [ ouvert de R: P; Q: Jo, /[~ R deux fonctions
continues et y(x) et y,(x) deux solutions linéairement indépendantes de -
I’équation (2.5). ' '

_Toute solution y(x) de (2.5) de la forme y().c)=C_I y,(x)+ C,,(x) avec ¢,,c, € R
est appelée solution générale de 1’équation donnée.

Démonstration

~Soit y(x) une solution de I’équation différentielle (2.5) et x;un élément
quelconque de o, f[. Comme W[y, (x),y,(x)](x,)#0, on sait qu’il existe deux
constantes ¢, et ¢, telles que : '

. {Cl}’l (x) TC Y, (x): y(xo)

e, (x)+_c2y‘2_(x)= y'(x,)

Ainsi la fonction y: |, B[ R définie par :
(x)=c, y;(x)f C,y,(x) est solution de I’équation (2.5) satisfaisant les conditions

initiales y(x,)=y(x,) et y'(x,)='(x,) Par conséquent en utilisant le théoréme
d’existence et d’unicité de la solution de 1’équation- différentiell€ (2.5), on peut’

affirmer que pour xe lu, Bl 1 y(x)= y(x)=Co () + 3, (x).
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Théoréme [15]

Considérons P, Q des fonctions continues, y,(x) et y,(x) deux solutions de
I’équation (2.5), P,QeC, |z, 4[.

Alors soit W (x)=0 dans Jo, [
Soit W(x)=0 V(x)e |, B[

w(x) est solution de lééquation différentielle homogene du premier ordre (1.11).

- Démonstration
O e TN
CRAo )

dW(x)

~ = ()4 (X)if; ()= 71 () () 71 (<) () = fl () (6)- ¥, (x)ys ()
y,(x) et y,(x) sont solutions de I’équation (2.5) | | '
S e o Y
I

Aprés avoir multiplié respectivement (1) et (2) par y,(x) et y, (x),
la soustraction membre & membre donne :

yl,(x)y;(x)——'yz(x)y"(x)+P(y'2(x)yl( ) yz( ) ( ))+Q(y1( ) (x)“yzl(x)yl (x))=0

o 5@ -5 @ = T 0 )

dx .
anx) + PW(x)=0 , , @9)

D’ou

En intégrant (2. 9) ona: w(x)= exp% L f}z’f}w €, ,B[ @10y
- ou W(x,) est une constante et exp% f £)dE };t 0 4
L’équation (2 10) est appelée Formule de L10uv111e.
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¢) Méthode de réduc‘ﬁon d’ordre

On suppose qu’on connait la solution y,(x) de 1’équation (2.5). A partir de 13, on
cherche la deuxiéme solution_ y,(x) linéairement indépendante de y,(x).

doutons 47200 D)) Wb ) o
Calentons 4 20} Sl 2 ehi () WLt e

~Selon la formule de Llouville donnée en (1.10) ; on a-:

(3,6 I;V(xo)_eXp{’ [ ple)ae |
E[yl (x)j R Al

2.12)

En intégrant (2.12)ona: ¥,(x)=y(x eXPHf }b P 2.13)

Cherchons une solution llnealrement 1ndependante en utilisant une variable C,
ona: y()=Clnl) (14) = cf)=28)

yl x)

“Selon (2.12) ¢(x)=A exp P £)de {—=>— OU x,,x, sont des constantes et A
Lv( )]Z o |

une constante choisie arbltralrement

Exemple

_ &y dy
(1—x2)ﬁ+2 > -2y= o( 1<x<1)

y,(x)=x est solution

M= ()G L]

)= ool [ peh|=ol- 2 a1
e x[j%_jdx]
y[lj e 2?)

X

Ainsi la solution générale de l’équati-on différentielle

(l—x )d y+2xQ—2y=O est y(x):C;x~C2(1+x2)
dx? dx .
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2.4. Equation différentielle avec second membre

Soit y"+P(x)y'+ Q(x)y =R(x) . . ' (2:15)

2 .

Posons 1’opérateur L = d—z +jP(x)i)+ Q(x)
. dx dx '

"a) Onva trouver les deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation
homogéne associée a L(y)=0. Ces deux solutions sont y,(x) et y,(x).
b) La solution générale (y,) de cette équation homogene est la combinaﬁSon
‘linéaire des deux premicres. ‘
¢) Soit y,la solution partlcuhere de lequatlon avec second membre La

solution générale de y+P(x)y'+0(x)y = ( ) s”écrit alors y(x)=y, + ¥,

Soit P(x), O(x)€C, k. A, », et y, deux solutions linéairement indépendantes de

L(y.): 0, y(x) = Clyl»(x) +Cyy, (x) .
Théoréme [3]

La différence entre deux -solutions particuliéres est- aussi une solution de
’équation homogeéne c'est-a-dire si y,et y, sont solutions particulieres -de
L(y)=R(x). '

Alors y, —y, est une solution de L(y)=0

Démonstration

Comme v, €t y, sont solutio_ns._'de' L(y){: R(x) ;ona
7 +P(x)V/1 +Q(x)V/1

. V/2+P(x)'//2+Q( )‘//2 R

* La soustraction membre 3 membre donne :
.~ o)+ POy, — v, ) 400Ny, —v,) =0 - © (2.16)
Posons v, -y, =¢.Ona alors ¢>"+P(x)(p'+Q(x)(p =

Ce qui implique que ¢ =y, —y, .est solution de I’équation homogéne -L('y) =0..
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2.5. Equation homogéne a coefficients constants

- Dans les équations différentielles linéaires de second ordre & coefficients
constants, le seul terme pouvant contenir la variable x est le terme indépendant
" (indépendant de y",y'et y) et généralement on écrira une équation différentielle
linéaire homogéne du second ordre a coefficients constants sous la forme
ay"+by'+cy =0 (2.17) o1 a, b, ¢ sont des constantes. —

‘Ainsi  Iéquation  différentielle 2y"+)'-y—2¢* =0 est une équation
différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants car les coefficients
de y",y' et y sont respectivement 2,'1, 1 et ils ne dépendent pas de x. Ce sont des.

constantes. Considérons D’équation différentielle - homogene a coefficients
constants ay"+by'+cy = 0. (2 18)

rx

Pour ¥ cohvenablemcnt choisi la fonction ekponentielle ~y(x)=e_ (2.19) |
satisfait I’équation (2.18). ' '
On le démontre en dérivant deux fois (2.19) par rapport a x. Substituons
y'=re”, y'=r2e" dans le premier membre de (2.17), nous obtenons :

P(I”)e = ar?e” +b7”€ +ce™ avec P() =ar’ +br+c (220)

Par conséquent si r est une racine de I’équation (2.20); on a P(r)=0 .

Cette expression est appelée équation caractéristique de (2.17), alors la fonction
(2.19) satisfait. (2.17) :

L’équation (2.20) est une équation du second degré en ». On distingue donc tr01s

cas suivant le signe de b° — 4ac
Premier cas : b2—4ac>0

- Donc on a deux racines réelles d.istinctes' r et r,. On a deux s‘olutiolns y=eTet
y, =™ de ’équation (2.17) '

ryx

et e _
= )e

" Mais comme W [J’l (x), y?(x)kx‘): . (rlfrrZ)
net ne
etque n,—n# 0= ” [y](x yz(x)]¢ 0-

La solution générale de I’ ¢quation (2. 17) est la comblnalson llnealre de yl( () et

$,(x). Donc Y ( ) Cie™ +C,e™ est solution générale de (2.17). _
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Deuxiéme cas : b2-4ac=0

b

- On a deux racines réelles égales 7 = n=-0
; _ :
Pe)-2. ok)=<
_ a a
() = exp- fp(f)d§}=e “
‘ W(x) .—éx e_;x . __b_x
= — 7 = 4 ~dx = 2a
g e T e
A b,
J’2(x): xe *

‘Troisiéme cas : »2—4ac<0

On a deux racines complexes conjugués 7 et r,. y(x)=ce™ +c,e™. est solution
générale de 1’équation donnée. '

7 2.6. Equations différentielles du second ordre de FUCHS
2.6.1. Déﬁniﬁon d’un point singulier d’équétions différentielles linéaires

On appelle un point singulier de 'l’équationy différentielle (2.5) un point x auquel |

I’un au moins des coefficients P(x) et Q(x) posséde une discontinuité.

Par exemple, considérons la fonction 2x = y. Evidemment y satisfait ‘—1}1 ;l y et
. : ) X X

est continue (holomorphe) au pbint x=0 , tandis que le coefficient l.poss‘ede une
X o .

discontinuité (pdle simple) en ce point.

En effet ]jm y(x)= y(0)=2.0=0= y est continue en x =0

) x—0 o . ) .

lim y'(x): Y alors l.’(i’éxiste pas dans R, donc 1 présente une discontinuité en

0 0 . x . -
x=0. On appelle ordre de pdle de P(x) le degré du point singulier:

x—0

" Par exemple P(x)= iz aun pole d’ordre 2 en x=0.
R X . . .
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2.6.2. Points singuliers réguliers : Th_éoréme de FUCHS

‘Nous considérons 1’équations différentielle (2.5) : y"+P(x)y'+0(x)y =0 on P(x) et

o(x)sont des fonctions a valeurs complexes avec une singularité isolée en un
point x,, mais analytiques uniformes dans un domaine K du plan complexe
défini par : 0<|x—x,|<a (2.21);2>0.

Soit x un point dans K. Alors quelques soient les conditions initiales que I’on se
fixe en ce point X, il existe une solution de 1’équation (2.5) satisfaisant a ces
conditions. Quand pour toute solution y(x), il existe un nombre positif'p tel que
lim(x—x,)" y(x)=0 V(x) (2.22) le point x,est dit point singulier régulier pour

I’équation (2.5)

Théoréme de FUCHS [15]

Pour ‘_que x, Soit un point singulier régulier pour l’équation différentielle
homogene (2.5), il faut et il suffit que P(x) ait un pole d’ordre un au plus et
0O(x)ait un pdle d’ordre deux au plus au point x,.

- Démonstration

La condition est nécessaire.  L’équation (2.5) posséde une solution
y(x)=(x—x) p,(x) ainsi que cela a été établi précédemment. Puisque x,est un
point singulier régulier pour (2.5), ¢,(x) posséde tout au plus un pdle au pointx,,
car dans le cas contraire (2.22) ne pourrait avoir lieu. Ainsi y,(x) peut s’écrire.
sous la forme y,(x)=(x—x,) o(x) (2.23). -

Pour trouver une autre solution linéairement indépendante dey,, on utilise la

* méthode de réduction de I’ordre et I’on pose y,(x)=y(x) ra)(t)dt .

Alors, o(x) satisfait a 1I’équation

i—ff{P(x)+2J/J:—;(§€)l}w=b | | | - '(2.;4)
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Par conséquent, w(x) peut se mettre sous la forme a)(x) :(x—x;))f v, (x) ou v (x)
est une fonction holomorphe dans le domaine K.
¥, (x)= yl(x){h log(x X, )+ (x - xo) t//(x)} (2..25) ou & est une constante, w(x)une

fonction holomorphe dans le domaine K. De plus en vertu de l’equatlon (2.22),
w(x) posséde tout au plus un pdle au point x,

Puisque y,(x) et y,(x)sont des solutions hnealrement indépendantes de (2 5),
P(x) peut se mettre sous cette forme : :

x l(x)y2(x)' ;(x)yl(x)
A= e )

;_;x{log[yl( i [ﬁg))ﬂ} w

i) 4 d(n
7 (%) dx{logz;[m}

P(x) a un pole dfofdre‘ un au plﬁs. '

Puisque O(x)est donnée par : QOfx)=-2 ) P(x) 2t 19 le résultat ci-dessus avec

1(x) J’1(x)
(2.23) implique'que O(x) a en x,un pdle d’ordre au plus égal a deux.
La condition est suffisante’: Par hypothése, I’équation (2.23) peut étre écrite
sous la forme. :

=z )y b= )Py +Oly=0 o (2.26)
avec P(x) et O(x) holomorphes dansun domaine |x - %,|<a

Soient P(x)= p,+ p(x —x,)+ p(x —x, ) + ..

0(0)=go +qlx—x)+ gole—x, f +.. @27)
les d.éy‘_elopperhents de TAYLOR de P(x) et Ofx) respeétivem‘ent. Soit la
fonction y(x )de la forme y(x)=(x~x, {1+Za (x-x, } o (2.28)

qui satisfait & (2. 26) En substituant (2 28) dans (2.26), nous obtenons
(x - xo)'{r(r —1)+>a,(r+ n)(r +n—-1)x- xo)"} + (x - xo)'
P(x){r+ Sa,(r +'n)(x—x0)"} #(r-x) Q(x){l+gqn"(x __xo)"}'

i

n=1
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Ensuite en substituant  (2.27) dans cette équation nous obtenons, par
identiﬁcation des coefficients, les équations suivantes :

r +(P —1)r+q0—0

a, {(r +1F +(P,=1)(r+ 1)+ q(, }+ rp; +q,=0 | | | (2.29)
: az{(r+2)2 (P, —l)(r+2)+q0}+al{(r+l)P+ql}+rp2+q2—0 o
donc, r doit satisfaire ’équation F(r)=r*+(B,~1)+¢, =0 (2.30)

Cette équation est appelée équation aux indices pour (2.26). Soient et rles
deux récines de I’équation aux indices (2.30) et s=#, -1 (2.31)
Ensuite, faisant usage de F(r,)=0et de (P, —1)+2# =s, nous obtenons

F(r+n)=(+n) +(B -1)r +n)+qq
= F(r)+2nr, + n + (P, = )n
= n2+n{(f’(,—l)+2}*l}:n(s+n) 7
C'est-a-dire F(,+n)=n(s+n) _ » (2.32)

A cause de (2. 31), F(r,+n)=0 pour tout n=12
Donc posantr =r, les coefficients a,sont success1vement déterminés par les
¢quations (2.29). ' -

Si la série de puissances entiéres Zan (x — Xy )n S (2.33)

n=1
ainsi obtenue a un rayon de convergence positif, alors (2.5) posséde

effectivement une solution de Ia forme y(x)=(x=x,) {1 + i a,(x-x, )"}

Ensuite, nous allons déterminer une - autre solution qui soit linéairement
“indépendante’ de y,(x). Nous allons d’abord cons1derer le cas ol s=r-r, est
différent d’un entler positif. ’

‘De (2.30) et de F(r2 + n) =n(-s+ n), il résulte :

. . . -1
Lo L < o k=syp,,

Flr+n) nz[l—ij 2

-2
n

S

n
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Nous obtenons une solution y, (x) de la forme : o
y,(x)=(x - }co ’2{1+Zb x— xo)} _(2.34)_ qui est linéairement indéperidante |

n=1
de yl( ) :
Nous allons considérer ensuite le- cas ou-la différence s=r-r, est égale 4 un

entier. Par la méthode de réduction d’ordre, autrement dit, en posant
y=n[t)e . | o (2.35)
* | 2 x
nous obtenons 2 +[ p( ) yl( )Jz =0
(x xo) Vi (x) :

P) | 2y(x)

X=X, yl(x)

z(x) de (2.36) est donnée par z(x)= exb[ r{(tli (;) ) +2yy—‘(£t))}dt] oil le second

membre est le produit de (x - x,) et d’une série de puissances entiéres de (x-x,).

(2.36)

Puisque a un pdle d’ordre un au plus au pomt x=1x,, la solution

1] existe donc une solution y;(x) linéairement indépendante de y,(x), qui est de la

forme y,(x)= y(x) [ () = ,(x){ploglx = x,) + 2, (x)x = 5,

o,(x) est hblomorphe dans le domaine|x - x‘0|“< a .
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CHAPITRE III. RESOLUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
PAR LE DEVELOPPEMENT EN SERIE AUTOUR
D’UN POINT SINGULIER REGULIER : METHODE DE
FROBENIUS

3.1. Définition d’une série de Frobenius

On appelle série de Frobenius une série de la forme y(x):ianx”"(a;t 0) (3.1)

n=0

qui satisfait I’équation différentielle y"+P(x)y'+Q(x)y =0.
Théorémes de FUCHS [3]

1. Soit x=0 un point régulier singulier de I’équation (2.5). Alors toute
solution de cette équation est : :

- soit holomorphe en x=0

- soit posséde un pdle en x=0

- soit posséde un point de blanchiment en x=0qui est soit du type puissance ou

du type logarithmique.

2. Si x=0 est point régulier singulier de I’équation (2.5) il existe p>0 tel

que  pour  tout Ze C, |Z/<pet on  peut  écrire

zp(z): Do+ D2+ D22+ = Zp,,z"
n=0

3. Soit r(r —1)+ p +g, = 0une équation appelée équation indicielle du second
degré de solution 7et r, qui sont des réels tels que » >r,. Alors 1’équation
différentielle (2.5) posséde au moins dans l’intervalle 0<x<p deux
solutions y,(x) et y,(x) linéairement indépendantes qui sont de la forme
suivante :

D y)=x"Y ax"

n=0

2) y,(x)=x"> bx" avec r, —r, =entier positif

n=0

3) y,(x)=p,(x)enfx| + x> b,x" avec r,=r,
4) y,(x)= Ay (x)en(x)+ x* avec r, —r,= entier positif.

3.2. Exemples

a) nzre R;rn-re N
Soit 2xy"+y'+xy =0 3.2)

P(x)=5-ct O)=>
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x =0 est un point régulier singulier car
Donc P(x)posséde un pdle simple en x=0
C’est alors possible de faire le développement en série de la solution.

Posons y(x)= i ax™"
n=0

Y= arenp

n=0
y'(x)= i a,(r+n)r+n —’1)"4"'2
n=0 R i

Faisans la substitution dans Iéquation différentielle | (3.3)
On a: |

2x§: a,(r+ n)(r +n-1)""2+ i a,(r+ h)‘x””’f1 + xi a,(x) =0 » | (3.4)

n=0 n=0 ' n=0 B
PN zi a, (l’ + n)(r +tn— 1)r+n—l + i dn (l’ + n)x”"—_l + i anxr+n+1 =0 : ) (3.5) AI
n=0 n=0 . n=0 )

Posons dans la troisiéme-somme de (3.5) que :

n=n+2

=>n=n-2

> n+l=n'-1 :
La troisiéme somme devient ) a,x™"'= g, x™*"" (3.6)

n=0 n'=2

La somme (3.6) peut étre écrite : D a,x™!
' : n=2

L’équation différentielle (3:5) prend la forme :

i 2a,(r +n)r +n—1x""" +'i a,(r+nx™"! +Vi a, x"*" = 0 - (3.7)
n=0 n=0 n=2 '

Dans les deux premiéres sommes de (3.7), n varie de 0 a 1 tandis que dans la
troisiéme somme »>2,0n a : _

[2ayr(r —1)+ar e + 2a,(r + Dr + a,(r + " +

S fa Ll ) +n 1) e la, b =0 I Y )

n=2
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Le coefficient de x™~' (n=0),ona: -

a,[2r(r=1)+r]=0 "
e 2r(r=1)+r=0
& 22 =2r+r=0
o 2rt—r=0 ,
&r=0o0u2r-1=0
orn=Yetr,=0

Cherchons les coefficients a;, a, a3, ... pour 7 = % remplagant » par sa valeur

dans le coefficient du deuxiéme terme de (3.8),ona:
a2(r+1r+r+1]=0 :

= a{2(%)}é+54-1}:0
a,=0 ‘

Le coefficient de x™*":n>2 .
a, [2(r + n)(r +n- 1) + (r + n)]+ a, 50
o afr+n)20+n-1)+1]=-a,,
& a, [(r + n)(2r +2n-2+ 1)] =-a,,
sa,(r+n)2r+2n- 1)= —é,,_’z

a

Sa,=-— 2
(r +n)2r+2n- l)or -
.. = B '
T n(2n 1)
_q - asz,__al_ : ao.. —a,, __az
4=0;a= 3(6 )" 0 eT s T 4+1)
Or a,=— oll g, =—2 O T
2 25 “T 2459 5(10+1) st
a-2 - a, . -—a- _ s

%= T2+ 613 2.4.5.6.9.13 AR

Rappelons que y,(x)=x" Zanx

n=0.

y(x)= x” a,x° +ax' +a2x +a3x +a4x +ax’ +ax® +.. ] -

‘ _ % a _aox + ao _ aox
»x)=x {0 25 2459 24569.13
. 2 .4 - 6
_ A x aa—
—adl 1 + - +...
yl@ o¥ ( 25 2459 2456913 ]

¥, (x)=x" i b,x"avec r,_,
n=0
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Le coefficient de x' (n=1)
2b,(r+1)r +b,(r+1)=0 -
&b [2(r+l)r+r+ []=

=9 (2r +2r+r+l)

< B5(2.0+2.0+0+1)=0
& b=0 '

Le coefficient de x™*"*

b”[2(r +n)(r+ nFi)+ r4nl+b,, =0
< b|(r +‘n)[2(r +n-1)+ =-b,., orr= O
&b, =2n(n-1)+n]=-b, ,

— bn—2
<:>b"_—2n(n—1)+n
b =— by

" n(2n-2+1)
o b =t
" n@2n-1)

—b b ~b ~b
Q_O;%_z@ib 23 ;3:3@ib:3§=0;
Pl VY S Sl 2 Sl YRS
T 48-1) 47 23477 7 510-1) 59

— b 2 __b4 _bo

b = =
f6(12-1) 611 2346711

¥, (x): x° [b0x° +bx' +b,x* +b,x* +b,x* +bx’ +7b6x6 + ]

b, b, b, ]
@yl—( ) I:b _T3 x*+ 0 __x*- x° :'

234.7 2.3.4.6.7.11

2 4 6‘

@yz()b[l LA ]

23 2347 2.3.4.6.7.11
La solution générale de I’équation (3.2) est :

9(x)= a,y,(x)+b,y,(x) ol g, et b, doivent déterminées par les conditions initiales.

b) n#ne C/R



25

x! "+xy+y 0 - -39

P
m;mﬂ )=a
fim O(x) = lim— = +

T x0T x—éd‘xz |

Donc P( ) et ofx) possedent une dlscontlnmte au pomt %=0, de plus P(x)
- O(x) possédent des pdles respectwement d’ordre 1 et 2.

" Donc le point x =0 est un point régulier singulier. _ .
C’est possible de faire le développement en serle de la solutlon

‘Posons y(x)= Z ’*”(aoi 0)la solu‘aon de (3.9)
| y;(x)=ia,,(f‘_+n)x
PW=Fa,f )+

rdn=-1

Falsant la substxtutlon dans 3. 9) ona-
S ox Za (r+n)(r+n 1 ren 2-{~xz\arn(r~luJrq)x”"’ 1+Zax
@Za (r+n)(r+n 1) ’+"+Za (r+n ’+”+Zax

n=0

_<:>Za[r+n)(r+n l)+r+n+1],t’“’:\ | ‘ (3’.10)

n=0
" Le coefﬁment de X (n 0)

ao[r+n)(r+n 1)+r+n+l]=,0,~ a, #0
‘ @ao[(rj },)+r+ ] 0. v
<:>a0(r2~r‘+r+1)=0

@ao(r +1) 0

Sri+1=0 (equaﬁon mdxclelle)
ort=-1

o=

S n=in =i
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nxl: ,,[(1+n)(r+n )+r+n+1]=0
,,[(1+n)(n+1~ )+1+n+l] 0
a(z +ni—i+ni+n —n+n+1+l) 0
a"(—1+_2m+,n +1—1+n—n+_l)=0 .

a, (n2 + 2ni)= 0 .

=0 car (n* +2ni)= 0

On a deux solutions réelles linéairement indépendantes

yl(x): xi = eilnx
=i —iénx

yz(x):x =e

Pour xe% ¢nlx| =
 oyx)=e™= cos(¢nx)+isin(¢nx)
yz(x)z e —itnx

fnx et arg.x=0

= cos(tnx) —isin(tnx) -

»(x) et y,(x) sont linéairement 1ndependantes si Wy( ) v, (x )]
}’1(‘)'*‘}’2( ) 2cos€n( ) o
%)+ ,(x))= cos(enx)

* 31(x) =2, (x)=2isinn(x)
%i(}ﬁ(x)_yz(x)):Sin(lnx)

_ y(yl(x)+y2(
’%i(}ﬁ(x) Y2 )

=
—
v
o .
o]
73]
“—~
=]
~—

N
I
wn
—-
=
Ny
3

/\

v

x~} deux solutions linéairement indépendantes (# (x)= 0)
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La solution générale de 1’équation (3.9) est :

vze C /{0}: y(z)=ayz' +b,z”
)=

“Vxe Riy(x ¢, cos(£n(x))+ c; sin(n(x))
) =1,
e R 6w
P(x)=—,0(x)=
x .
. 11
lim Pe)=lim =5

Donc P(x) posséde une discontinuité au pointx=0. De plus P(x) posséde un

pble d’ordre 1 (pdle simple) d’on le point x=0 est un point reguher singulier.
On peut faire le développement en série de la solution.

Posons y(x)= i "(a, # 0) la solution de (3. 11)

r+n r+nl

(r + n)(r +n-— l)x”"_2
Substituons dans (3.11)

xi a,(r+n)r+n-1x""* + i'an (r+ n)xr+'n-1 ~0

n=0 = |
@Z”: an(l‘ + n)(r +n-— 1)xr+n—1 " ia’i (I‘ " n)xr+n-1 —0
n=0 n=0

< an(r+n)(r+n+1—.1)x’+""l =0

NN

<

n

a,(r+nfx*=0 . B o (3.12)

1
(=4

Le coefficient de x'(n =0)

a,r’ =0, -~ a,#0 }
=0 (équation indicielle)
onr=n=0
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Le coefficient de " ( ':'1),1 ona:
al(r+1)2:0 Ofn:O

o a0+1f =0

< a =0

Le coefficient pour n>1, a,(r+n) =0

a,=0 car r+n=0.

y(x)=1a,  (a, doit étre déterminée par les conditions initiales)
I (x) =1. '

On cherche la.deuxieéme solution. L’équation indicielle est a*=0, on a
r=r,=0 et a, choisie arbitrairement. |

7,(x)= constante =¢, = 1. Dans I’équation (3.11), P(x):l
,. 0= ' .
y(x)=c,, Prénoms x,=x, =1, A=Co"
3 de|d
y 2‘(x) = C(x)c0 = Ac, Jlexp{—ri}—f
X X0 &g CO
J; d§ A

Enx Inx

La solution est de la forme Enxi C,x""(C, " 0),
n=0
La-solution générale de (3.11) est:
yx)= ani c,x™ Z xm( a0 £0,c, #0)
n=0
3.3. Equation de Bessel -

3.3.1 Définition et résolution
On appelle équation de Bessel, 1’équation y"+l y'{l —'U—ZJ y=0 (3.13)
. - , X x )

u est un nombre complexe donné dont on peut toujours suppOSer la partie réelle
supérieure ou égale 4 0. Les solutions usuelles de cette équation sont de la forme

y=x‘iakxk S (3.14)
k=0 ) : S

Soient y"+= 1 y+{1—'u—]y 0 et y=x Zx"” sa solution

y(x)= Z a (A+ k)x“k“

i (A+k)(A+k- 1) S
k=0
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Substituant dans (3.13), ona :

2\ o L
Zak(ﬂ,+k)(/1+k D724 17 lzak(ﬂ-f'k)xﬁk ]+[ - ]Zak.xkﬂ =0
: k=0

2
k=0 X

o

i a,(A+ k) A+ k—1)x**" 2+Zak(/1+k)x‘+k 2+Zak ey ax =0

k=0 ] k=0

o

Z {(k+‘/1)2 p}ak "+“+Zak =0 - “(3.15)

k=0

Nous faisons cette hypothese pour ﬁxer les idées et simplifier les
démonstrations. -

En fait, presque tous les résultats établis ici, en particulier, ceux de (3.13), (3. 14)
sont valables pour x quelconque complexe.

En €écrivant que les coefficients respectlfs des termes en x*, x**!, x*** pour k>2,
doivent étre nuls

On obtient ’(ﬂz‘uz)ao =0 - ' : (3.16)
L+ 2P ~utfa =0 o @I
(k+ Y —pla, +a,, =0 |  (318)

‘Comme on peut. toujours supposer a, =0dans (3.14) en convenant d’appeler
a,x* le premier terme non nul du developpement (3.14), I’équation (3. 16)

donne ! _ :

A=ty - (3.19)
Cherchons d’abord la solution correspondante a A = u

Les équations (3.17) et (3.18), s’écrivent:

Qu+1)a, =0 , | S (320)
kk+2u)a, +a,,=0 . ' o - (3.21)

I1 résulte de (3.20) et (3.21) que tous les coefficients d’indices impairs sont nuls,
quand aux coefficients d’indices pairs, a,, pour n>1, on obtient facilement leur
expression d’apres (3.21) . ’ ‘ '

( 1) a4 | > .‘
Fon= Al + 1) +2)(u+ n)n : (3.22)

En choisissant :

1

) (3.23) |
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On obtient : a,, = 21’ 22"n'r(zﬂl)+ — 1),' (3.24) et pour (3.14)

J (x)_[zj"iﬂ’

(3.25
2 ,,=or(n+,u+1) ( )

11 est évident que la série au :second membre converge quelque soit x et mémie
" uniformément sur tout intervalle borné et on appelle fonction de Bessel
d’indice 4, la fonction J,(x) définie par (3.25).

3.3.2. Exemples

1) x2y||+xyl+x2y:0 . ' - ) (3.26)

C’est une équation différentielle d’ordre u=0
P(x)= l,liné plx)= lin(}l :% (p(x) posséde une discontinuité au point x=0).
x X—=> X—=> x . . O . ’

De plus P(x) posséde un pdle simple Q(x)=1.

Le point x = 0est un point régulier singulier.
Faisons le'développement :

0
k

[}
(=]

y(x)= > ax™* avec a, #0

8

Y(6)= 3 e+ s

=0

=

0

y'!(x) =) a (r + k)(r +k— 1)x,’+""2 ’ .
. _

k

Remplagons dans 1I’équations (3.26)

xliak (r+k)r+ k—1x™* 2 +x iak (r+k)x* +,zm: ax"™*? =0

k=0 ' k=0 k=0
©

o> a, (r+k)r+k-1)x"*+ iak (r+ k)x"* + iqu’”‘” =0 ‘ S (3'.27)
k=0 ) k=0 . ’

k=0

Pour la troisiéme somme. de (3.,'27)'
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Posons k+2=k'= k=k'-2 donc Zakx”k” =Y a, ,x"

k'=2
Prenons ia,;. Zx’*"'=iak X
k'=2 . k=2
L’équation (3. 27) devient : _
Zak r+ k)(r +hk—1x" + Zak r+ k) rHk +Zak X o (3.28)

Dans les deux premicres sommes de (3.2'8)'1{ varie de 0 a 1 tandis que dans la
troisi¢éme somme £>2 ;ona:

[aor(r - l)+ aor]x’ +-[a1 (r + l)r +aq, (r + l)]x’+I + i {ak [(r + k)(r l|—Ik - l)+ (r + k)]

© k=2

| +a,, X =0 (3.29)

Le coefficient de x"(k =0)
ao[r(r—l)-i-r]zo_ ,  a,#0

r(r=1)+r=0 _
rP—r+r=0 (équation indicielle)
rr=0 -

=>n=r=0

Cherchons les coefficients a,a,,...pour n=r,=0 c'est-a-dire les coefficients de
r+l(k _ 1)

Le coefficient x*'(k=1) :
al(r+1)r+al(r+1):0 '
c>al[(r+1)r+'r+1]=0

a =0 car (F+1)r+r+10

Pour k>2: [k(k 1)+k]ak+a“—0
o (K —k+k)a, +a,, =0

2
< kta,+a,_,=0

‘ 1
<> a, = —Fak_z

. a 1
a4 :Eaz-z :-2_2ao
11
a, :—?,—za?-_2 =—§2—a1 =0
1 1 1
a4 a4 2

T T
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1 1
. as = —?as_z —:—,5—2612 =0
1 1
a; =—

— 0, =——a :(—~)3#a '
6> 6-2 6> 4 224262 0
m a,
=Y e
—(_ )m 2 2 Za 2
22.12(2.2) (32) 2%m’
g :
— _11" %
1) 2°"(1.2.3.4...m)?
or (1.2.3.4...m)=m !

= (_l)m 22,,,( )2 ;g =1

=SCU ey

m=0 22’" (m')z :

Or J,(x) est une fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre u

v,(x)est'une fonction de Bessel de deuxiéme espéce d’ordre u

Jo(x)=(x)= Z "

22m

Deuxiéme solution : méthode de réduction d’ordre

r =rdonc y,(x)= ynx +-i b,x*

k=0 .

Posons : v(x)= gbkxk ; yz(x_)i'fnxJo(x?+ v(x)
Y ()= Jole) sl ) +v )

y" (X)% =

T+ LI+ )+ )
¥y +xy+x'y =

) (__zjo(x)+_1;,(x)'+en(x)J;;(x)+vv-(g)-+x[ijo(x)+en(x)15(x)+v-(x D
+ x> (en(x)J, (x)+v(x))=0

o ety = ()b 20 () () )+ () 4 o () + e ()
+xv'(x)+ x En(x)Jo(x)+ x*v(x)=0

& XY"+xy+xty =

= En(x)(xlzJ; (x)+x J,(x)+ sz(; (x))-F xzvf'(”x.) +xv'(x)
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+x v( )+ 2xJ( )= 0
+Or x2J;(x)+ xJ,(x)+x%J,(x)=0 car elle est semblable 2. I’équation. dlfferentlelle
xzy"+xy +x2y =0 ‘
Donc,ona: x v"(x)+ hal (x)+ X v(x)+ 2xJ (x) 0
x29"(x)+ 2 (x) + x2v(x) = —2xJ, (x) e ' (3.30)

Or v(x Zb x5 vi(x)= ib}ckxk'l ; v"(x)ﬁibk(k—l x*?
k=0

k=0

(3.30) devient : S .
o 0 o - _ k a .
> (- +Y bt +Y bt =2 Y L ot . 321y
k=0 k=0 k=0 . . ..

k=2,4,6% (Ejz
2

Dans la troisieme somme de (3.31)

Posons : k' k+2=>k=kK-2

Donc Zb xk+2_ Zbk X —Zb x

(3.31) devient :

Sh (k-1 + Yt + Sp =2y L
k=0

k=0 k=2 k= 2462k[k]
2

Pour k=0,0na: b,.0+5,+0+0
= b, est quelconque

Pour k=1; 5.0+5.1=0
=b =0
Pour X =24.6,...

ﬂ : k paire

. 2
k22 blk(k-1)+k]+5,_, = 2"-1[%,!} :

0: k impaire
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T N2
b k*+b, ,= 2"_—1(5 !j

Pour & impaire : b, =_—Z#

& 4b, +b, =1
< 4b, =1-b,
&b, = 1 5
4 4 |
b, =0 ne pas ajouter & y, un multiple de y,

bty GO

2 Yk-2 T
k k2% 1(5@
2

Or %bk"—z': 0

2k 1[ Ij
¥ 3x* 11 -

R

= b

C’est la fonction de Bessel de deuxiéme espéce d’ordre 0.

La solution générale de (3.26) est

¥(x)=Jo(x) + X, ()
2. x*y"+x' [xz - l]y =0, Ici u =-l
R 4 4 2 .

C’est la fonction de Besse‘lfdé premiére'espéée d’ordre %

" ‘1' . . 4x?-]
-l et
lim P(x)= !{l_r)réa = % (ri"existe pas)
limQ(x) = 40-1_-1 (n’existe pas)

(3:32)
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P(x) et O(x) possédent une discontinuité au point x=0. De plus P(x) et O(x)
posseédent respectivement un pdle d’ordre 1 et 2. Le developpement autour de
x=0 est possible car x=0 est un point régulier singulier. :

Posons y(x)= iakx”k 'solution de (3.32)

k=0
«©

Y (x)=> a,(r+ k-
y"(x):i B+ k=)

Remplagons dans 1’équation (3.32), ona:

iak (r+ k)(r +k- l)x”" + iak (r + k)x"+’.+ iakx{cwfz _iiakka =0
k=0 . :

k=0 k=0
Le coefficient x'(k =0)

ao[r(r—1)+r—£|=0

@do[rz—r+r—i]:0,a0 £0

o7 _i =0 - (équation indici’elle)
ot 1 =7 our =-—
= 0= ) =
i —‘l :
17y

Le coefficient x*'(k=1)

al[r(r+1)+r+1—i}=0

1
<:>a[7 +r+r +1- Z]:O

k=0

(3.33) -
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1Y 1
@ak{(k+§] —Z}+ak_2=0

1
o ak(k2+k+%—zj =-a,_,

< a, [k(k + 1)] =-a,_,

1
a, =— a
O k(k+1) c
al:__O, a,=- Gn _— 4y a : —4;_, :_QI "=0

22+1) 237 7 3B+1) 34
Qo _—4 G '

BT 45 2345

- 4
La premiére solution y,(x)=J,(x)= a0+\/—[1——'2+x——'...]

Multiplions (3.34) par %, ona:
X

- . 3 5
@Jy(x)—aoxé(x—);!+%— ]
© W3 5
Or x—%+—);—'—' = sin(x)

Deuxiéme solution
n—rel,,

x)=x" ib,,x" avec r, = ——12—, -

r+n—1

O+nbx

Ms'

Il
(=)

n

(r+n)r+n—1)x""2

Ms

»(x)=

3
Il
(=]

Remplagons dans l’é-quation. (3.32),0ona:

X . r+n r+n r+n+2 1 'r+n_
Z 1+n r+n 1 +Zb r+n +Zb 4Zb =0

n=0 7 -n=0 © on=0 n=0

(3.39)

(3.3'4) |
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Pour la troisi¢me somme de (3.34)

Posons n'=n+2=>n=n'-2,0na:

n=0 n'=2

o o0 o
rentd2 — ren’ — r+n
Z b,x Z b,_,x Z b, ,x
n=2

(3.34) devient

]

S ) n s S L S

n=0 - n=0 n=0 n=2

Le coefficient de x"(n=0):
1
bol:I (r—l)+r—z:l =0
1 1

| @bo[‘%(—}/z—l)—a—z}zm ~b0_¢0 :

= b, est quelconque.
Le coefficient de x™'(n=1) :

' bll:(r+l)r+r+l—%:'=d |
o b=+ %)+ n)+1-x4]=0
R SALAR |

o 1
k<:>bl[— 4+‘Z]~:0

< 06,=0 = b quelconque

Pour n>2, le coefficient x™*":

b[(n- %)~ =1+ (n~ 1)~ %]+ b,,=0
ob(m—Yn—n-Yn+ Y+ Y+n-Y-Y)=-b, ,
bl -n)=b,

b, [n(n - 1)] ==b,,
-5,

n(n - 1)

< b, =



bl by b b b
Po202-1) 12 7" 43 1234 4

" b ~b, . -b b
b, =(-1)'-2c ; b=—L ; h=—3=—T1 =71
o = )(2n)!’ 3277 54 2345 5
b (—l)mbl

xz x4 x6 x3 xS 7
Orl-—+=——-"—+..=cosx et x——+=—-"—+.. sinx
A7 4 6 33T
y,(x)=byx” cosx +bx ¥ sinx
Prenons b, =b, = \/z :
% sinx

':J_%(x): %x%cosx.; Jy(x)= %x‘

y(x)= 3 (x)+ y,(x)

" La solution générale de (3.32) peut étre écrite comme
y(x)= G J}g(x)+ CzJ—%(x)

>,
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail, nous avons étudié les équations différentielles ordinaires du
premier ordre et les équations différentielles linéaires du second ordre.

Nous avons ensuite résolu ces derniéres -par la série de FROBENIUS autourz
d’un point singulier régulierx =0 & travers des exemples variés.

Notre but a été atteint. Cependant, la résolution que nous ‘avons'faite n’est pas
exhaustive. La résolution des équations différentielles par la methode de
FROBENIUS garde donc un caractére exploratoire.

.C’est ainsi que nous invitons d’\autres chercheurs 4 s’initéresser a ce sujet et nous
sommes.disposés a recevoir toute remarque qui pourrait améliorer ce travail.
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