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INTRODUCTION GENERALE

Dans le présent travail, nous nous proposons de traiter la résolution des
équations différentielles par la niéthode de FROBENIUS..

Les équations différentielles constituent un couronnement formé par le
calcul différentiel et par le calcul intégral. Le calcul différentiel sert surtout à
mettre les problèmes en équations, le calcul intégral permet de les résoudre.

Ce' travail est structuré en trois chapitres. Le premier et le second chapitre
traitent de la· résolution des équations différentielles' du premier et du second
ordre respectivement.

Le troisième chapitre montre la résolution des équations différentielles par
la méthode de FROBENIUS. .'
Une conèlusion est donnée à la fin'du travail.
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CHAPITRE 1 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES OR])INARES DU
PREMIER ORDRE

1.1. Définition

On appelle équations diffé~entielles les équations dont lès inconnues sont
des fonctions d'une ou plùsieursvariables. Ces équations comportant non
séulement les fonctions elles-mêmes, mais aussi leurs dérivées. Si les fonctions
inconnues dépendent d'une seule variable indépendante, les équations sont _
appelées équations -différentielles ordinaires. Une équation différentielle du
premier ordre est une équation pouvant contenir la variable x, la fonction
inconnue y et nécessairement la seule dérivée y' de y.
Elle se présente sous -la forine générale F(x,y,y?=O où xdé~igne la variable

, indépendante, y la fonction inconnue, y' ~ dy sa dérivée et F une fonction
dx

donnée de ces trois variabl~s. '

Par exemple
(l-x)yi+xy-IO

ordre.

les équations différentielles, xy'+y - y 2fn(x) = 0 (1.1) et
(1.2) _sont des équations différentielles ordinaires du premier

Par des calculs alg~briques- élémentaires, on peut transformer l'équation
différen~ielle F(x,y,y?=O sous la forme y' = f(x,y).

Exemple: soit xi+Y - y 2 fn(x) =O. On a : y'= !(yZfnx - y) (1.3) av~c x>O. -- x __
Sous cette forme y' :est isôlé dans_ le premier niembre, l'équation différentielle
(1.3) est dite « résolue parrapport à y' ». Le second membre de l'équation (1.3)

-ne contient pas y', il peut contenir x ety et de man-ièrègénérale avec y' isolé dans
-le rremier membre l'équation difféièntielle du premier ordre se présente sous la
forme y'::::: f(x,y) (1.4). ' -
Cette fonne est appelée forme de référence de l'équation différentielle du
premier ordre. La forme la plus simple pour (1.4) est celle y' = f(x) (1.5)

La solution de l'équation différentielle (1.5) est donnée par y(x)= rj(t)dt+c-
- , < • .'1:,) ,

(1.6) dans la région oii j(x) est- contitme. La constante d'intégration c est
detûiùinée'pour les valéurs y(x) en x=x,,(1.7); c'est-à~dire Yo =y(xo)=c (1.8).

Par conséquent la solution (1 ;6) qui satisfait à la condition y =Yo pour x =X o est
donnée par:

(1.9)
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La condition y= Yo lorsque x= Xo est dite initiale pour la solution de l'équation 

(1.5). Toute condition initiale détennine uniquement la solution y =qJ(x) de 
. l'équation (1.4). 

Pour préciser la· condition initiale (1.8), désignons cette solution par 
y =qJ(x,xo'yo)' Par exemple la solution particulière de l'équatiori différentielle 

.: =y 2 est donnée par : 

1 
. qJ(x, Xo,Yo )=·---1­

X o -1+­
Yo 

1.2. Equation différentielle linéaire du premier ordre 

1.2.1. Définition· 

Soit 1 un intervalle ouvert de [RI.. On appelle équation différentielle linéaire du 
premier ordre une équation de la forme: u '(x)+ p(x).u(x)=f(x) (1.10) où 

p, f: 1 ~ [RI. sont deux fonctions continues. 

Par exemple l'équation différentielle· u'(x)+cosx.u(x) = sin2x est une équation 
différentielle linéaire du preinier or'dre. --"'~--"'-"----' 

1.2.2. Solution généralè de l'équation différentielle linéaire sans second 
membre 

Soit 1 un intervalle ouvert de [RI., X o un élément quelconque de 1 et p : 1 --* [RI. une 

fonction continue. 
Toute. solution de l'équation différentielle dite sans second membre: 

u '(x)+ p(x)u(x)=ü (1.11) est de la forme v(t)= c 
_ 

e 
fp(s)ds 
Xo 

(1.12) 

avec CE [RI.~ 

Par définition, l'expression (1.12) est appelée solution générale de l'équation 
différentielle. (1.11) 
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Démonstration 

Supposons que v : I~ OIS. est une solution de l'équation différentielle (l.11) et 

r p(s)ds 
,	 _ ' _' 0 ' 

.considérons la fonction auxiliaire v : 1~ ,OIS. défini par, v(x) =v(x) e 
Alors pour tout" XE 1: ~'(x)= 0, c~ q~i' entraîne .que la fonction ~: 1 .~OIS. est 
constante sur 1. Par conséquent, il'è.xiste, un nombre réel ctel que pout' tout. 

- , C' )' ~ r p (s )ds
élément x de 1 : v x = ce , " •XQ 

La réciproque est évidente." 

L2.3.Solutiong~néralede l'équation différentielle linéaire du premier 
'ordre avec'second membre 

Soit 1un intervalle ouvert de OIS., Xo un élMnent quelconque deI et p, f : 1~ OIS. 

deux fonctions contÏimes. De plus supposons que :vo : 1~ OIS. soit une solution' 

particulière de l'équation difféfentieÜe (1.10). Toute solution v: 1~ OIS. de 
l'équationdifférentielle u '(x)+ p(x)u(x}= j(x) 'est de la forme 

-rP (s )ds	 '. 
o 

{,:	 v(x)=vo+ C e (1.13) avec CE OIS. , Par définition i'expression(1.13) 
est appelée solution générale de l'équation (1.10). 

'Démonstration 

Supposons que v:'I~ OIS. est une solution de l'équation différentielle (1.10) et 

, ,considérons la fon:ction auxil1aire ~ : l~ OIS.' définie par ~(x) = v(x) - v0 (x) .. 

-	 -. 
Par construction: v : I~ OIS. ,est une solution de l'équation différentielle (1.11). 
Ce qui entraîne l'existence,' d'une constante C tel' que pour' tout xEI, 

.~ fp (s) ds 
_ X o 

v(x)= c	 e 

_ ", ., '., -' r p ( s ) ds 
o 

Doncpour tout élément xde 1.: y(x)~ vo(x):'~(x)=vo(x)+ C e 
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1.2.4; Existence d'qne solutionparticûlière de l'équation différentielle
 
linéaire du premier ordre
 

Soit 1 un intervalle ouvert de IR?, xoun, élément de 1 et p, f: 1 ----.+ IR?. deux fonctions 

continues. On se propose de trouver. une fonction C:I. ----.+IR? de' sorte que 

.	 -fop(s)ds 

l'application Vo : 1----.+ IR? défini~ parvo(x)=C(x)W(x) avec w(x)=e 
soit urie solution de l'·équation différentielle (LlO). Pour cèla'ilsuffit que pour 

. tout x .E 1ànait la relation: 
v~(x)+ p(xh(x)	 = .c(x)w(x)+ c(x)w'(x)+ p(x)c(x)w(x)
 

= c(x)w(x)+ C(xXw '(x) +P(x)W(x))
 
= C'(x)w(x) = f(x) ou
 

En intégrant, on a	 c(x) = r~~:~dS + C . 

Par conséquent, en posantC =0, ·On obtient que la fonction Vo : I~ IR? définie 

par: 

vo(x)·=w(x)r',f(s)ds (1.14) est une solution particulière de l'équation 
. ..lxo W(s) 

différentielle. (1.10) 

1.2.5. Principe de sUperposition de solutions. [15] 

Soit 1un intervalle ouvert de.1R? ;fi,h etp : 1----.+ IR?trois fonctions continues et 

~ : 1----.+ ~. (respectivement· ~:1 ~IR?) une solution' pariiculièrede i'équation' 
différenti~lle u'(~)+ p(x)u(x)=fJx) (respectivement de u'(x)+ p(x).u(x) = f2(X)) 

Alors la fonction v: 1----.+ IR? définie par v(x) =~(x)+ ~(x) est une solution' 
particulière dèl'équation diffétentiellê u'(x)+ p(x):û(x)= ft (x) + f2(X) . 

. Par exemple, trouvons la solution générale de l'équation différentielle: 
u '(x}+ c'os(x).u(x)=sin 2x + cos x 

Etant donné que pour tout x E IR? : 
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_l~osxdx . 

e = e -sm x , on sait en utilisant la formule V (x) = W(x) r f((S ))dso_ - oWs 
-

(d'après 1.14) que lafonction v : IR<. ~ IR<. définie par 

sinx~(x) = e- resins sin2sds = 2(sinx-t)+2e-sinx est une solutionparticulière de 

l'équation différentielle u'(x)+ cosx.u(x)=sin 2x tandis que la fonction: 

sinx
v: IR<.~IR<. définie par ~(x)=e-sinx re~inscoss ds= l_e- estune.solution 

particuliere de· l'équation différentielle u 'Jx) + cosx.u(x)y= cosx. 

sinx estPar consequent Vo: IR<.~ IR<.définie par Vo(x )=~(x) + ~(x), Vo (x)~ 2sinx -1 + e-

une solution particulière de l'équation différentielle
 
u '(x) + cos(x)u(x) =sin 2x + cos x.
 

Finalement, on obtient en utilisant (1.13) que:
 

v(x) = (2sinx-l)+ C e-sinx 
est la solution de l'équation différentielle 

u'(x)+ cosxou(x) = sin 2x+ cos x. 

1.3. Quelques équations différenfiellesparticulières-du premier ordre 

a) L'équation différentielle du premier ordre qui peut s'écrire sous la forme 
y' =g(x) _h(y) est appelée équation différentielle à second membre séparé. 

Par exemple l'équation y'= x 2 y est une équation différentielle à second membre 
séparé. 

- . ­

. b) Dans une équation différentielle du premier ordre écrite -sous la forme 
y'= F(s) (dite forme de référence), il peut arriver que le second membre:ne 

dépende que du rapport y . Cela signifie que si l'on remplace y par ty et x x- .- . 

par lx, le second membre ne changè pas. 

. Une équation de ce type s'écrit Y'=f(~J 

6
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L'équation différentielle du premier ordre y'.= y fn y est une équation de ce type. 
. x x . 

Si dans les deux membres, on remplace y par ty et x par lx, on obtient 

ty fn ty = y fn y . 
tx tx XX 

Le second membre ne change pas dans cette transformation. L'équation donnée . 
est dite homogène. . 
Les équations différentielles du premier ordre qui peuvent s'écrire sous la forme 

y' =f( ~) sontappelées équations hom~gèhes. . 

c) Les équations différentielles du premier ordre qui, .sous la. forme de 

relerence.'.Ç' s ecnven ~, .. t y'= f[ ax+by+c J. (115)• (d
a 

'1:- /;
b).sont appelées 

. . a'x +b'y + C' 

équations différentielles du premier ordre se ramenant à l'équation
 
homogène.
 

Par exemple l'équation différentielle y'= 2x-y+l est du type (L15)
 
• > x-2y+l .. 

2 -1car -'1:--, .
 
1 - 2
 

d) L'équation différentielle du premier ordre s'écrivant y' =a(x)y + b(x)ynl 

avec m '1:-1 est appelée équation ·de Bernoulli.· 

e) L'équation différentielle· du premier ordre qm s'écrit y' = 1 est 
. a(y) + bey) 

appelée équation renversée. . 

qui, .sous la. forme de

(
a b).d '1:- /; sont appelées

ramenant à l'équation
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y' =f( ~) sontappelées équations hom~gèhes. .

c) Les équations différentielles du premier ordre

.'.Ç' ~' .. t f[ ax+by+c J (115)relerence s ecnven y'= . •
. . a'x +b'y + C'

équations différentielles du premier ordre se
homogène.

Par exemple l'équation différentielle y'= 2x-y+l est du type (L15)
• > x-2y+l ..

2 -1car -'1:--, .
1 - 2

d) L'équation différentielle du premier ordre s'écrivant y' =a(x)y + b(x)ynl

avec m '1:-1 est appelée équation ·de Bernoulli.·

e) L'équation différentielle· du premier ordre qm s'écrit y' = 1 est
. a(y) + bey)

appelée équation renversée. .



--
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CHAPITRE II: EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU 
SECOND ORDRE' 

2.1. Définition 

Une équation différentielle du second qrdre est une équation différentielle qui
. , ' 

contient nécessairement un terme contenant la dérivée seconde (Y") dey. 

Ainsi l'équation différèntielle . xYY"+X(y,)2 y = 3yy' (2.1) est une équation 
différentielle du second ordre. 

Une équation différentielle du' second ordre est dite linéaire si pour chacun de 
ses tennes, la somme des exposants de y", y' et y vaut au plus un. 
Ainsi dans l'équation -différentielle du second ordre 2y'i+y'~y =2e X (2.2),la 
somme des exposants de y", y' et y dans chacun des termes vaut respectivement 
1,1,1. _, 

Doné l'équation différentielle du second ordre (2.2) est une' équation 
différentielle linéaire dù second'ordre. 
Par contre l'équation différentielle dti'second ordre 2yy"+x(y'Yy =3y'yn:est pas 
une ,équation linéaire du second ordreear la somme des exposants de y", y' et y 

dans chacun des termes vaut : . 

1+1 ~ 2 p.our le premier terme 
2+1 == 3 pour le deuxième terme 
1+1 = 2 'pour le troisième terme 

2.2. Forme générale de l'équation différentielle linéaire du second ordre 

, - . 

Une équation différentielle du second ordre en y est un équation de la fonne 
y"+p(x)Y'+Q(x)y = f(x) (2.3); élIe est dite homogène quand j(x) =0 ' et non 
homogène quand j(x)::I: 0 . 

Nous supposons que les coefficients p(x) erQ(x) sont tous continus dahs un 
domaine D et en outre que p(x)::I: 0 dans D. 

Les coefficients peuvent être complexes mais ici nous traitons les équations à 
coefficients réels. 
Par exemple l'équation différentielle 2y"+y'-y - 2e X =0(2.4) est une équation 
différentielle linéaire du second ordre dont les coefficients de y~', y'et y sont 
respectivement 2,1 et -1. 
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Théorème [15] 

Etant donné un point quelconque Xo dans D et un ensemble arbitraire de dèux 

nombres a et fJ, il existe une solution et Une seule de l'équation (2.3) dans D' 
satisfaisant aux conditions initiales y(xo)= aet y'(xo)= fJ .' De plus, la solution 

y(x) de la même que ses dérivées y'(x), y"(x) est continue dans D. 

Corollaire 
, ' 

Si une solution y(x) de l'équation homogène y';+p(x)Y'+Q(x)y'=o (2.5) satisfait à 
" y(xo)=y'(xo)= 0 (2.6) en un point x situé dans D, alors y(x) est identiquement 
nulle. 

Démonstration 

La fonction qui est identiquement nulle satisfait certainement' à (2.5). Par 
, conséquent, en accord avec l'unicité de la solution, y(x) doit être identiquement 

nulle. 

Théorème d'existence et unicité de la solution [3] 

SoientP, Q E Co(]a,fJDavec a,fJE~. 

Alors il existe y(x) unique tel que: 

- dans la, fJ[ elle satisfait à l'équation différentielle linéaire du second ordre (2.5) 

y(xo)=YO et 
{y'(xo)= y'o 

YE C
2 ]a, P[ (espace des fonctions deux fois coIitinûment dérivables 

dans ]a, pD .' 
Si Yl(X) et,yz(x) sont solutions de.(2.5) alors Y(X)=C1YI(X)+CZYzCx) (où Cl et 
Cz appartiennent à l~en.semble des nombres complexes) est une solution de (2.5); 

Définition 

Un ensemble de deux solutions de (2.5) qui sont linéairement indépendantes est 
appelé un système fondamental de solutions de (2.5). 
Par exemple, les solutions YI (x) et Yz (x) définies comme ci-dessus constituent 
un système fondamental. 
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2.3. Le Wronskièn de YI et Y2 

a) Définition 

Considérons YI et Y2 deux solutions de l'équation différentielles (2.5)
 
Le Wronskien de ces deux solutions est:
 

b) Formule de Liouvile 

Théorème [15] 

Soient p,p[un intervall~ ouvert de IRS., P, Q :}x,p[~ IRS. deux fonctions continues 

et YI(X), Y2(X) : }x,p[ ~ IRS. deux solutions de l'équation différentielle (2.5). 
Alors, les deux fonctions YI (x) et Y2 (x) sont linéairement indépendantes si lèur 
Wronskien ne s'annule en aucun point de }x,p[. 

Démonstration 

Soient YI (x) et Y2 (x) deux solutions linéairement indépendantes de l'équation 

(2.5). Montrons que pour tout x E }X, pL w[Y, (x )'Y2 (x)] (x);{: 0 . 

:Pour cela, raisomlons par absurde et slipposons qu'il existe un élément Xo de 

}X, p[ pour lequel' W[yI(X); Y2 (x)] (xo) ~ o. 
Alors, il exi~te deux constantes CI et C 2 non toutes nulles telles que 

.'{CIY~ (xo) + C2~2 (xo)~ 0 (2.8)

CrY, (xo) + C2Y2(xo) - 0
 

Considérons maintenant la fonction auxiliaire: 

y: }x,p[ ~ IRS. définie par:
 
y(x)=c,y,(X)+C2Y2(x).Par construction, on a que pour toutXE}x,P[ ,
 
Y"(x)+ p(x)y'(x) + Q(x)y(x) =0
 

Comme d'autre part y(xo) =y'(xo) =0 (pat le corollaire du Théorème de 

la page 9), on 'obtient que ,pour tout x E}x, pL y(x) =0 . 
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Il 

De ce résultat, on en déduit que les deux fonctions YI (x) et y z(x) sont 
linéairement dépendantes. D'où contradiction. On a aussi montré que YI (x) et 

Yz(x) sont linéairement indépendantes et leur Wronskien ne s'~nnule en aucun 
point de p,,B[. 
Pour démontrer la" réCiproque de cette assertion,. raisonnons de nouveau par 

, absurde et supposons qu'il existe une constante C, telle que YI(X)=Cyz(x) (c'est­

à-dire YI (x) eUY2(x) sont linéairement dépendantesavec W[YI (x),Yz (x)];t 0). 

Alors pour tout x È p,,B[ : 
, W[yI(X),yZ(x)](x) ,; 'YI (x)y~ (x)- y; (x)yz (x) 

= cYz(x)y~(x)-cy~(x)Yz(x)=o 

D'où contradiction. 
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,l'équation (2.5) . 

. Toute solution y(x) de (2.5) de la forme Y(X)=ÇIYI(X)+CzYz(x) avec c~,cz E [W. 

est appelée solution générale de l'équation donnée. 

Démonstration 
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Théorème [15] 

Considérons P, Q des fonctions continues, YI (x) et Yz (x) deux solutions de 

l'équation (2.5), P,QE CO ]a,p[. 

Alors soit' W(i) = 0 dans ]a, p[ ._ 
Soit W(x)*'o v(x)É ]a,p[ 

W(x) est solution de l'équation différentielle homogène du premier ordre (1.11). 

Démonstration 
- . 

YI(X)' yz(xj . () '() '() ()
W ()x = '()' '( = YI XYz X ~ YI X Yz X 

YI X Yz X 

dW(x) ( ) ,,(.) ,(')" ( .) '()' () "() (). . ( ) ",( ).. "() ()'----'-'-- = YI X Yz x + YI x Yz X - YI X Yz X - YI X Yz X = YI X Yz X - Y1 X Yz X 
~ .' 

YI (x) et Yz (x) sontsolutions de l'équation (2.5) 

~;' (x)+ p(x)Y; (x) + Q(x)YI (x) = 0 ' (1) 

y; (x)+ p(x)y~ (x)+ Q(x)Yz(x) = 0 (2) 

Après avoir multiplié respectivement(1) et (2) par Yz (x) et YI (x), 

la soustraction membre à membre donne : 

En intégrant (2.9), o~a: w(x)=w(xo) exp~ rp(;)i;~XE]a,p[ (2.10) . 
o 

où W(xo) est une constante et exp ~ rp(;)d;J* 0 

L'équation (2.10) estappeleeFormule de Liouville. 
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c) Méthode de rédueiion d'ordre 

On suppose qu'on connait la solution YI (x) dé l'équation (2.5). Â partir de là, on 
cherche la deuxième solution Y2 (x) linéairement indépendante de YI (x). 

. ~('Y2(X)J ~ Y~(X)YI(X)- y; (X)Y2 (x) - W[yl(x);yl~)] (2.11)C 1 1 a cu ons dx YI (x) -. [YI (x)y. - [YI (x)Y . 

. Selon la formule de Liouville donnée en (1.10) ; on a: 

(2.12) 

En intégrant (2.12)on a: y, (x) =yJt)w(xJrexp~ rP(e)del[Yl1:)]' .(2.13) 

Cherchons une solution linéairement indépendante en utilisant une variable C, 

on a: Y2(X) =C(X)YI{X) (2.14) => C(x) = Y2((X))
YI X 

. Selon (2.12) c(x)=Af. exp~ fP(&)d~}[yI~:)Yoù XO'X j sont des constantes etA 

une constante choisie arbitrairement. 

Exemple 

.( 2)d2y . dy . ( . )1- x -. + 2x- - 2y =0 -:-1 < x < 1 
dx 2 dx .
 

YI (x) =x est solution
 

p(x) = 1~:2 ' . p(x) E Co ]-l,l[
 

2
W(x) =exp~ rp(~)d~}= exp{ - fI ~:2 dX} ~ 1- x
 

f1- X2 [ fdx f ].
Y2=Xr=X ~- dx 

Y2 =X( - ~
1 - x)'=-(1 + x 2 ) 

Ainsi la solution générale de l'équation différentielle 
d 2 d .

(1- X2)~ + 2x-.Z:- 2y =0 est y(x) =Clx -C2(1 + x2)
dx2 dx . 
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2.4. Equation différentielle avec second membre 

Soit y"+p(x)y'+Q(x)y =R(x) (2~15) 

d Z
" d'"

Posons l'opérateur L=:-z+P(x)-+Q(x)
dx dx 

. a) On va trouver les deux solutions linéairement indépendantes de l'équation 
homogène associée à L(y) =0 . Ces deux solutions sont YI (x) et yz (x). 

b) La solution génénile (Yh) de cette équàtion homogène est la combinaison 
'linéaire des deux premières.: . ' , 

c) Soit yp la solution particulière' de l'équation avec second membre~ La 

solution générale de y"+p(x)Y'+Q(x)y =R(x) s'écrit alors y(x) =Yh +Y p 

Soit p(x), Q(x) ECo, p,,B[, YI et Yz deux solutions linéairement indépendantes de 

L(y)=O, y(x) = C1Yl(X)+Czyz(x). 

Théorème [3] 

La différence entre deux' solutions particulières est- aus~i une solution de 
l'équation homogène c'est-à-dire si lf/I et lf/z sont solutions particulières de
 
L(y) =R(x).
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2.5. Equation homogène à coefficients constants 

Dans les équations différentielles linéaires de. second ordre à coefficients 
constants, le seul terme pouvant contenir la variable x est le terme indépendant 

. (indépendant de y",y'et y) et généralement on écrira une équation différentielle 
linéaire homogène du second ordre à ~oefficients constants sous la forme 
üy"+by'+cy =0 (2.17) où a, b, c sont des constantes. 

."J. 

'Ainsi l'équation différentielle 2y"+y'-y - ,2ex 
= 0 est une équation 

différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants car les coefficients 
de y",y' et y sont respectivement 2,1,-1 et ils ne dépendent pas de x. Ce sont des 
constantes. Considérons l'équation différentielle -homogène à coefficients 
constants ay"+by'+cy =o. (2.18) 

Pour r convenablement choisi la fonction exponentielleY(x) = erx 
(2.19) 

satisfait l'équation (2.18). 

On le démontre en dérivant deux· fois (2.19) par Tapport à x~ Substituons 
y'= re TX ,y"= r 2 e TX dans le premier mèmbre de (2.17), nous obtenons: 

. . - . 

() 
. -. 

rx rx rx rx . .P r.e =ar2 e + bre + ce avec P(r) =arZ + br + c (~.20) 

Par conséquent si r est une racine de l'équation (2.20), on a P(r) =°.
 
Cette expression est appelée équation caractéristique de (2.17), alors la fonction
 
(2.19) satisfait. (2.17) 
L'équation (2.20) est une équation du second degré en r. On distingue donc trois 

cas suivant le signe de b2 
- 4ac 

Premier cas : b2 - 4ac > ° 
T1X et. Donc on a deux racines réelles distinctes· rI et On a deùx solutions YI = er • 

z 

yz =eT,x de l'équation (2.17) 

rx 
e1iX e 2 .. . ) (Y, +y2)x

. Mais comme W~l (x), Y2(X)Kx) = rx =(r -r, e 
l r. er2x 2 1 .r.e 2: - 1 

et que rz -l'j "* O"~ W[YI(X)'Y2(X)]"*O .
 
La sol~tiàn générale de l'équatioh (2.17)' ~st la combinaison linéaire de YI (x) et
 

Y2XYz(x). Donc Y (.x:) = C1e rtx + C2e est solution générakde (2.17).·. 

rxe 2 .

(
. ) (Y, +y2)x= r -r, er. er2x 2 1 .

2
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Deuxième cas : b2 - 4ac =0
 

On a deux racines réelles égales ri = rz =-~
 
~ 2a 

bp(x)=-, Q(x)=~ 
a a 

. b 

W(x) =exp{- fp(~ )d~}= e--;;x 

.Troisième cas: b2 - 4ac < 0 

On a deux racines cùmplexes conjugués 1j et rz . y(x) =cle"x + cze"x, est solution 
générale de l'équation donnée. 

2.6. Equations différentielles du second ordre de FUCHS 

2.6.1. Définition d'un point singulier d'équations différentielles linéaires 

On appell~ un point singulier ,de l'équation différentielle (2.5) un point x auquel 
l'un au moins des coefficients p(x) et Q(x) possède une discontinuité. 

Par exemple, considérons la fonction 2x =y. Evidemment y satisfait dd~ =.l y et 
, ,x x 

est continue (holomorphe) aù point x ='0, tandis que le coefficient .lpossède une 
x '.
 

discontinuité (pôle simple) en ce point.
 

En effet limy(x)= y(o) =2.0 =0 => y est continue en x == 0 
, x~o , '. ' . 

l!ll1 Y'(x)~~ alors ~n'existe p"; dans II!., donc ~. présente unè discontinuité en 

x =0. On appelle ordre de pôle de p(x) le degré du point ,singulier: 
. '1' ,

. Par exemple p(x)=~, aun pole d'ordre 2 en x =o. 
, x . , . 
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2.6.2. Points singuliers réguliers: Théorème de FUCHS 

Nous considérons l'équations différéntielle (2.5) : y"+p(x)Y'+Q(x)y =a où p(x) et 
Q(x) sont des fonctions à valeurs cOmplexes avec une singularité isolée en un 
point xo' mais analytiques uniformes dans un domaine K du plan complexe 

défini par : a< lx - xol < a' (2.21) ; a'>O. 

Soit x un point dans K. Alors quelques soient les conditions initiales que l'on se 
fixe en ce point x, il existe une solution de l'équation (2.5) satisfaisant à ces 
conditions. Quand pour toute solutiony(x), il existe un nombre positifp tel que 

lim (x - Xoyy(x) =a v(x) (2.22) le point Xoest dit point singulier régulier pour 
x~o . 

l'équation (2.5) 

Théorème de FUCHS [15] 

Pour que Xo soit un point singulier régulier pour l'équation différentielle 

homogène (2.5), il faut. et il suffit que· p(x) ait un pôle d'ordre un au plus et . 
Q(x) ait un pôle d'ordre deux au plus aupoint Xo' 

Démonstration 

La condition est· nécessaire.· L'équation (2.5) possède .une solution 
YI (x) =(x - xo)" qJo (x) ainsi que celaa été établi précédemment. Puisque Xoest un 
point singulier régulier pour (2;5), qJo(x) ·possède tout au.plusun pôle au pointxo' 

car dans le cas contraire (2.22) ne pourrait avoir lieu. Ainsi YI (x) peut s'écrire 
sous la forme YI (x) = (x - xo)' qJ(x) (i.23). 

Pour trouver une autre solution linéairerrient indépendante deYI' on utilise la 

.. méthode de réduction de l'ordre et l'on pose Yz (x) =YI (x) f OJ(t) dt .. 

Alors, OJ (x) satisfait à l'équation 

dOJ +{P(x)+ 2Y;(X)}OJ=~ (2.24)
dx . YI (x) 
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Par conséquent, lû ( x) peut se mettre sous la forme lû ( X) = ( x- Xor VJ 1(x) où Vil (x) 
est une fonction holomorphe dans led9màine K. , 
Y2(x)=Yl(x){hlog(~-xo)+(x-xoYVJ(x)} (2'.25) où h est une constante, 'VJ(x)une 
fonction holomorphe dans le domaine K. De plus en vertu de l'équation (2.22), 
VJ(x) possède tout au plus un pôle au point Xo' , 
Puisque YI (x) et Y2 (x) sont des solutions linéairement indépendàntes de (2.5), 
P (x) peut se mettre sous cette forme : 

p(x) a un pôle d'ordre un au plus. 

Puisque Q(x) est donnée par: Q(x) =:= - Y;'((x )) :... p(x)Y; ((x )) le résultat cr-dessus avec 
,~X ,~x 

(2.23) implique que Q(x) a en Xouri pôle d'ordre au plus égal à deux. 

La condition est suffisante: Par hypothèse, l'équation (2.23) peut être écrite 
sous la forme. 

~-~r~~~~~~~~~Q~~=O (2.26) 

avec p(x) et Q(x) holomo'rphes dans 'un domain:e Ix-xol< a' 

Soient p(x) = Po + pJx-xo)+ P2(X-XOY+'" 

Q(x) = qo +ql(~ -.:. xo)+ Q2(X - Xo) + ... ' (2.27) , 

les développements de tAYLOR de p(x) et Q(x) respectivement. Soit la 

fonction y(x) de la f6rme y(x) ~ (x - x,r{l+t,a.(x - x.)"} . (2.28) 

qui satisfait à (2.26). En sub~tituant (2~28) dans (2.26), nous obtenons: ' 

(x - xo)'{r(r -1)+ ~an(r + n)(r + n-l)(x ~xoY} + ~x- xo)' 

p(x){r+ ~ ~n (r +n)(x-xoY'} +(x -xoY Q(X){l + ~an(X-XoY'}' 
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Ensuite en substituant, (2.27) dans cette équation nous obtenons, par 
identification des coefficients, les, équations suivantes : 

1'2 + (po -1)1' + qo =0 '
 

a1{(r+lY +(~ ~1)(r+l)+qoFrpi +q[ =0 (2.29)
 

a2{(r + if + (po -1)(1' +2)+ q~}+al{(r +1)~ +qJtrp2 +q2 =0'
 
donc, r doit satisfaire l'équation F(r) = 1'2 +(~ ~ 1) + qo =0 (2.30)
 

Cette équation est appeléeé,qqation aux indices pour (2.26). Soient fj et'r2 les
 
deux racines de l'équatibn aux indices (2.30) et s = 1j -1'2 (2.31)
 
Ensuite, faisant usage de F(fj) =0 et de (po -1)+ 21'1 =s, nous obtenons:
 

F(fj +n)=(fj +n)2 + (po -1)(fj +n)+qo 

= F(fj)+2nfj +n2+(po"-1)n 

= n2+ n{(Po-1)+ 2rJ= n(s + n) 

C'est-à-dire F(r[ + n) =n(s + n) (2.32) 

A cause de (2.31), F(fj + n) *- 0 pour tout n =1,2 
Donc posant fj =l', les coefficients' an sont successivement déterminés par les 
équations (2.29). 

rt) 

Si la série de pùissances entières Ian(x - xot (2.33) 
'n=l 

ainsi obtenue aun rayon de convergence positif, alors (2.5) possède 

effectivement une solution dela forme y, (x)~ (x - x. y' {l +~ G"(x - x.)"} 

Ensuite, 'nous allons déterm'iner une', autre solution qui soit linéairement 
indépendante de YI (x). Nous allons d'abord considérer le'cas où s = 1'1 - 1'2 est 
différent d'un entier positif. 

De (2.30) et de F(r2+ n)= n(~ s + n), il résulte: 
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, ' 

Nous obtenons une solution yz(x) de la forme·: 

. y, (x) = (x - x.)" {l + t.b" (x- x.r} (2.34) qui est nu~airemeut iudépeudante 

de' YI (x). , " 
Nous allons considérer ensuite le cas où la différence s = li - rzest égale à un 
entier. Par la méthodè de réduction d'ordre, autrement dit, en posant 

y ='YI f z(t)dt (2.35) 

, , ( p(x) 2y; (x )J ' , 
nous obtenons Z + ( ') + ()' Z = 0 (2.36) 

x - xà Yi x 

Puisque p(x) + 2Y1('(x)) 'a un pôle d'ordre un au plus au point x = X , la solution
 
x-xo YI x _ ' o
 

z(x) de (2.36) est douuée par z(x) = ex{r{ (1~(~) + 2:.~~] Hoù [esecoud 

membre est le produit de (x - xo) et d'une série de puissances entières de (x - ~o) . 

Il existe donc une solution Yi(X) linéairement indépendante de YI(X), qui est de la 

forme Yz (x) = YI (x) rz(t fit =YI (x ){Plog(x -~ xo) + CfJz (x )(x ~ Xot } 
CfJz (x) est holomorphe dans le domaine lx - xJ< a' . 

(2.35)

(2.36)
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CfJz (x) est holomorphe dans le domaine lx - xJ< a' .
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CHAPITRE III. RESOLUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES 
PAR LE DEVELOPPEMENT EN SERIE AUTOUR 
D'UN POINT SINGULIER REGULIER: METHODE DE 
FROBENIUS 

3.1. Définition d'une série de Frobenius 

"" On appelle série de Frobenius une série de la forme y(x) = Ianx,+n(a:;t:O) (3.1) 
n=O 

qui satisfait l'équation différentielle y"+ p(x)Y'+Q(X~y =0 . 

Théorèmes de FUCHS [3] 

1.	 Soit x =0 un point régulier singulier de l'équation (2;5). Alors toute 
solution de cette équation est: 

- soit holomorphe en x =0 
- soit possède un pôle en x =0 

- soit possède un point de blanchiment en x =0 qui est soit du type puissance où 
du type logarithmique. 

2.	 Si x =0 est point régulier singulier de l'équation (2.5) il existe p> 0 tel 

que pour tout Z E C, Izi < p et on peut écrire 

"" 
zp(z) =Po + P1Z

l + pzz2 + ... =IPn zn 
n=O 

3.	 Soit r(r -1)+ Por + q, =0une équation appelée équation indicielle du second 
degré de solution ri et rzqui sont des réels tels que ri Z rz . Alors l'équation 
différentielle (2.5) possède au moins dans l'intervalle 0 < x < p deux 
solutions YI(X) et Y2(X) linéairement indépendantes qui sont de la forme 
suivante: 

"" n1)	 YI (x) =x" l anx 
11=0 

"" 2) Yz (x) =x"	 Ibnx" avec 1j - 1'2 :;t: entier positif 
,,=0 

3)	 Yz (x) =YI (x)enlxl + x" l bnx" avec ri =rz 

4)	 Yz (x) = AYI (x)en(x) + x" avec 1j - rz = entier positif. 

3.2. Exemples 

a)	 1j:;t:r2 E ~; rl-r2'i1Ô ~ 

Soit 2xy"+y'+xy =0	 (3.2) 

p(x)=_1 et Q(x) = 1.. 
2x	 2 
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x= 0 est un point régulier singulier car 
Donc p(x)possède un pôle simple en x =0 

C'est alors possiple de faire le développement en série de la solution. ' 
<Xl 

Posons y(x) =2: anx,+n 
n=O 

Y'(x)= i>n(r + n)x,+n-I 
n=O 

<Xl 

y"(x)= Ian(r + n)(r + n _])"'-n-2
 
n=O
 

Faisans la substitution dans l'équation différentielle (3.3) 

On a: 
,+n

~ 00' ex:> IX>

22xIan(r + n)(r +n _ltn + Ian(r + n)x,+n-I+ XIan(x) (3.4)- l' =0
 
n=O n=O' n=O
 

et) , 0:> 00

1<=> 2l an (1' + n)(r + n -ltn- + l an (1' + n)x,+n-I + l anx,+n+1 =0 (3.5) , 
n=O n=O n=O 

Posons dans la troisième-somme de (3.5) que: 
n'= n+2 

:::::> n=n'-2 

:::::> n +1 =n'-1 
<Xl <Xl 

:La troisième somme devient l anx,+n+1 = l an'_2X,+n'-1 (3.6) 
n=O ~=2 

La somme (3.6) peut être éèrite : l an_ 2X r+n-1 

n=2 
L'équation différentielle (3.5) prend la forme: 

I2a (r + n)(r + n -l)x,+n-I +'Ian(r + n)x,+n-I +fa~_2X'+n-' = 0' " - (3.7)n
n=O n=O n=2 

Dans les, deux premières sommes de (3.7), n varie de -0 à l tandis que dans la
 
troisième somme n z 2, on a :
 
[2aor(r -1)+ aor ]:e-I + [2al(r + 1)1' + al(r + 1)]x' +
 

l {aJ2(r+ n)(r + n -1)+ (1' + n)]+ an_2}X'+n~1 =0 (3.8) 
n=2 

,+n
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Le cOefficient de xr
-

I (n=O), on: a : 

ao[ 2r (r.~ 1) + rJ =0 

~ 2r(r - 1)+ r =' ~ 

~ 21'2 - 21' + l' =' 0 

~ 21'2 - r =' 0
 

<=> r =0 ou 2r - 1=0
 
<=> rI =Xet r2 =0 

Cherchons les coefficients a], ab a3, ... pour rI = X, remplaçant r par sa valeur 
dans le coefficient du deuxième terme de (3.8), on a : 
al [2(r + l)r + r + 1] =0 

<=> a{2(X)X + ~ +1}= 0 
al =0 

r n ILe coefficient de x + - : n ~ 2 :.,
 
an [2(r + n)(r + n - 1) + (r + n)] + an-2=0
 

<=> an {(r + n)[2(r + n -1) +l]} = -an_2
 
<=> an [(r + n)(2r + 2n - 2 + 1)] =-an_2
 
<=> an(r + n)(2r + 2n -1) =-~n~2
 

(r+.n)(2r+2n-l) 
or r =0 

G _ 
I1 2<=>a=

.' n n(2n + 1)
 
a -a .' -a -a-a
a = 0 . a = . 3-2 = _1 = 0 . a = _0 • a = 4-2 =_2 

l '3 3(6+1) 21 ., 2 2.5' 4 4(8+1) 4.9 

. -a a· -a -a .or a2 = _0 d'où a = 0 , as = 5-2 = _3 = 0 ; 
2.5 

4 
2.4,5.9 5(10+.1) 5.11 

a6 - :i . a4 . -ao . . a _ -G7- S - 0
 
a6 = - 6(12 + 1) = -6.13 = 2.4.5.6.9.13' 7 - 7.15 ­

'"" r 
Y2 (x) =x , l bnxn avec r2=0 

n=O 
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Le coefficient de X" (n =1) 
2bl (r + l)r +b[ (r + 1) = 0 . 

<=> bl [2(r + l)r + r + 1] = 0 

<=> bl (2r 2+2r + r + 1)= 0 

<=> b[(2.0 +2.0 +0 + i)= 0 

<=> bl = 0 

r II 1Le coefficient de x + ­

bJ2(r + n)(r + n- i)+ r + n]+bll~2 =0 

<=> bll[(r +n)[2(r + n -1)+ 1] = -bn_2 or r = 0 

<=> bn = [2n(n -1)+ n] = ~bn_2 

2n(n - 1)+n 

b bn_2 '
 
<=> Il = n(2n - 2 + 1)
 

-b
<=> b =. n-2 
/1 n(2n-1) 

b - 0 . b -' - b2-2 - - bo . b - - b3_2 '- - bl - 0 . 
. 1 - , 2 - 2(4 _ 1) - 2.3 ' 3 - 3(6-1) - 3.5 - , 

b - - b4-2 - _ - b2 _ bo . b _ - b5_2 _ - b3 - 0 . 
4 - 4(8-1) - 4.7 - 2.3.4.7 ' 5 - 5(10-1) - 5.9 - , 

b - -b6_ 2 _ -b4 _ -bo 
6 - 6(12 -1) - 6.11 - 2.3.4.6.7.11 

La solution générale de l'équation (3.2) est:
 

y(x) = aOY l (x)+ bOY2 (x) où ao et bo doivent détenninées par les conditions initiales.
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X
Zy"+.xy'+y =0

p(x)=l,. Q(x) 1
X X

Z

[. 1 '1.' p(' ')', 1lm- = lm x =::~'.
X-40 X X-40, ' .0

, limQ(x) =l1m~ = 1
X-40 X-4 0 x ' 0,
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(3.9)

Donc p(xyet Q(x} possèdent une discontinuité au point x =0, de plus' p(x) et
, Q(x) possèdent des pôles respectivement d'ordre let 2.
Donc le point x =0' est un point régulier singulier.
C'est possible de faire le développement en série de la solution.

'Posons y(x) =f anx
r
+

11 (ao* 0)' la solution de (3.9)
11-0

,«>

y'~(x)= :l>,,(r + n)xr+n
-

1

n=O
«>

,yll(X) = Ian(r + n)(r + n_l)xr+l1-z
, n=O

Fais~nt la substitution dans (3.9); on a:

X
Zf a" (r + n)(r+fi -1)xr+~-2 '+x fa" (r -+ n)xr+n-l + f anxr+" '= 0
n=O', n-o n=O - ,

00 00' 00.'

<=>:l>Jr+n)(r+n-l)xr+n+ Ian(r+n)xr+ll + Ianxr+" =0
n=O ,,=0 ;'=0 '

<=> fà~[(r+n)(r+n'-::1)+r+n+1]xr+n ='0
n=O ' -

Le coefficient de xr (n =0) .'

ao[(r + n)(r + n-1) -f r +n+ 1] =.0, ao1: 0
<=> ao[r(r -1)+ r+ 1]; 0
<=> ao~z - r + r + 1)= 0

<=> ao~r + 1)= 0

<=> r Z + 1=0 (equation' indicielle)
<=> r Z =-1

<=> r Z = i Z

<=> li = i,rz =-:i

'. li =i:

(3:10)
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n~ 1:	 a" [(1' + n)(1' + n~ 1) + l' + n+ 1] = 0 

a,,[(i + n)(n +i -l)+i +n+ 1]= 0 
a"V2+ni -i +ni+ n2-n +n + i +l}=O 

a,,(-l +2ni +n2+ i -i+n'- n+1)= 0 
a,,(n2+ 2ni)= 0 

an=O car (n2+2ni):;éO 
al = a2 = a3 = = 0 

00 

rOr YI(X)= x , ba"xn 

n=O 

00 

1'2 -- -1'.. Y2 ()X -_ Xr2.L."" bnXn 

n=O . 

.n~ 1: b,,[(n - i)(n - i C-1 +1)+ ll~ 0
 

bn =0 car (n - iY + 1:;é 0
 

Y2(X)=X- i
 

On a deux solutions réelles linéairement indépendantes 

Yi (x) =Xi =:: eiinx 

i iinxY2 (x) = X- =e-

Pour xErR:, enlxl:-::: I!.nx et aig. x= 0
 

=> YI (x) = eiP.nx =cos(enx) + isin(I!.ni)
 
Y2 (x) = e- i cos(fnx) - isin{fnx)·
P.l1x = 

Yl (x) et Y2 (x) sont linéairement indépendantes si Wfyl (x), Y2 (x)]:;é 0
 

YtCx) +Y2(X) =2cosfn(x)
 
X&I(X)+ Y2(x))=cos(fnx)
 

. YI(X)- Y2(X) =2isinfn(x) 
Xi (YI (x)- Y2 (x)) = sin(1nx) 

'. X(y1(X)+ Y2(X._))=. cos(lnx)} .	 .deux solutions linéairement indépendantes (W(x):;é 0)
Xi(YI(X)- Y2)-smfn(x) 
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La solution générale de l'équation (3.9) est: 

'ï/zE C/{O}:y(z)=:aoz i +boz-i 

. 'ï/XE ~;:y(x)=clcos(en(x))+cisin(en(x)) 

xy"+y'=O (3.11) 

p(x) =: !,Q(x) =0
 
x
 

limP(x) =lim! =! 
x~o x~o x 0 

Donc p(x) possède une ,discontinuité· au point x =o. De plus. p(~) possède un 
pôle d'ordre ((pôle simple) d'où le point x =0 est un point régulier singulier. 
On peut faire ledéveloppeinent en série de la solution. 

Posons y(x) =x' i>nxn(ao :;t: 0) la solution de (3.11) . 
n=O 

y (x) = i>Jr+n)x,+n:-l
 
n=O
 

y"(x) =.f an (r + n)(r + n _1)x,+n-z
 
n=O
 

Substitùons dans (3.11) 

xf an(r + n)(r'; n _1)x';tn-z + fûn(r +n)x,+n-l =0 
_0 n~ 

<=>Îan(r + n)(r + n _1)x,+n-l + Ia,;(r + n)xr+n-l =0 
n=O n=O 

<=> l
00 

an (r +nHr +n +1-1) xr+n-l =0 
n=O 

00 

<=> Ian(r + nY x,+n-l =0 (3.12) 
n=O 

Le coefficient de x'-l(n =0) 
aorz 

=: 0 , ao :;t: 0 

r Z 
=: 0 (équation indicielle) 

<=> rI =rz =0 
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Le coefficient de x'(n;'" 1),on a : 

al(r + lY = 0 or ri = 0 

<=> al(O+lY =0 

<=> al =0 

Le coèfficient pour n> l, an (r+ ny= 0 

an = 0 car r+ n:;t 0 . 

YI (x) = lao (ao doit être déterminée par les conditions initiales)
 

YI (x) = 1.
 

On cherche la. deuxième solution. L'équation indicielle' est a r2 = 0, on a
o


1j = r2 = 0 et ao choisie 'arbitrairement.
 

YI (x) =constante = Co =1. Dans l'équation (3.11), p(x) =! .. x 

YI (x) = Co, Prénoms Xo ~XI =1, A=Co 

Y (x) = C(x)c = Ac IX exp{- f de} d~o o
2 xl Jxo e C 

o 

Y2(X) =~ rdç =~Rnx = Rnx 
Co 1 ç Co 

La solution est de la forme Rnxl
00 

Cnxl'+n (Co :;t 0), 
n;O 

Lasolùtion générale de (3.11) est: 
00 00 
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3.3. Equation de Bessel 

3.3.1 Définition et résolution 

On appelle équation'de Bessel, l'équation y"+!Y'+(I- Ji: Jy ~ 0' (3.13) 
·x x 

Ji est un nombre complexe donné dont on peut toujo~rs supposer la partie réelle 
supérieure ou égale à O. Les solutions usuelles de cette équation sont de la forme 

(3.14) 

Soient y"+~yl+(I-~:Jy=o et y=xÀ~xk+Àsasolution 

y'(x) =i>k(2 + k)xHk-1 
k;O. 

00 k 2y"= Iak (2+k)(2+k-l)xÀ+­
k;O 
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Le coefficient de x'(n;'" 1),on a :

al(r + lY = 0 or ri = 0

<=> al(O+lY =0

<=> al =0

Le coèfficient pour n> l, an (r+ ny= 0

an = 0 car r+ n:;t 0 .
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Substituant dans (3.13), on a : 
2


~ak(2 + k)(2 + k _1)xMk -2+x-l~ak(2 + k)xMk-l+[ X ;/2 J~akxk+). =0 .
 

I ak(2 + k)(2 + k _1)xMk -2+Îak(2 + k)xMk-2 + fakxk+)' - j12Iakxk+).-2 =0
 
k=O k=O k=O· k=O
 

I {(k+;,1f _j12}akxk+).-2+ Iakxk+)' =0 {3.15} 
k=O k=O 
Nous faisons cette hypothèse· pour fixer les idées et simplifier les
 
démonstrations.
 
En fait, presque tous les résultats établis ici, en particulier, ceux de (3.13), (3.14)
 
sont valables pour x quelconque complexe.
 
En écrivant que les coefficients respectifs des te~mes en x)., XMl, X)'+k pour k:2: 2,
 

doivent être nuls;
 

On obtient	 (22-u2)ao =0 (3.16) 

{(l + 2t.- u2 }al =0 (3.17) 
{(k +2)2 - j12 }ak +ak_ =0 (3.18)2 

.Comme on peut. toujours .suppo~er ao :j:. 0. dans (3.14). en convenant d'appeler 

aox). le premier terme non nul du développement (3.14), l'équation (3.16) 
donne! 
2 =±j1 (3.19)
 

Cherchons ·d'abord la solution correspondante à 2 = j1
 

Les équations (3.17) et (3.18), s'écrivent:
 

(2j1 +1)a1 :=: 0	 . (3.20) 
k(k +2j1)ak + ak_2 =0	 (3.21) 

Il résulte de (3.20) et (3.21) que tous les coefficients d'indices impairs sont nuls, 
quand aux coefficients d'indices pairs, a2n pour n:2: 1, on obtient facilement leur 

expression d'après (3.21) . 

(3.22) 

En choisissant: 

(3.23) 
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" . . " 1 . (-lt " 
On obtIent. aZII = z" ("" ) (3.24) et pour (3.14)

2" 2 nn!r ,LL+n+l 

. (3.25) 

'" . ­

Il ~st évident que" la série a~ second membre converge quelqué soit x et même 
uniformément sur tout intervalle" borné et dn appelle fonCtion de Bessel" 
d'indice Il, la fonction JI' (x) définie par (3.25). 

3.3.2. Exemples 

C'est une équation 'différentielle d'ordre Il = 0 

p(x)=l,limp(x)=liml:=l (p(x) possède une discontinuité aU point x=O). 
x x->o x->o X O. . 

De plus p(x) possède un pôlesiinple Q(x) = 1. 

Le point x = 0 est un point régulier singulier. 
Faisèms le'développement : 

y(x) = i>kXr+k avec ao :;t: 0 
k=O 

<Xl ". 

k ty'(x) = L ak(1' + k)xr+­
k=O 

<Xl , 

k zY"(X) = L ak (1' + kXl' +k _l)xr 
+ ­

k~ " 

Remplaçons dans l'équations (3.26) 

x2 fak(r + k)(r + k _l)xr+k-z+x Iak(r+ k)xr+k+Iakx
r+k+2 = 0 

k=O k=O ' k=O 

<=> Iak(1' + k)(r + k _l)xr+k+ Iak(1' + k)xr+k+ i>kXr+k+Z =0 
k=O k=O k=O 

Pour la troisième somme. de (3.27) 
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'" -'" 
Posons k + 2 =k'~ k = k'-2 donc Iakx'+k+Z = l ak'_zx'+k' 

-	 k=O k'=Z 

'" '" Prenons	 Iak'_zx'+k' = Iak_Zx,+k 
k'=Z k=Z 

L'équation (3.27) devient: 
O'J	 00 00

l ak(1' + k )(1' + k -1)x'+k + l ak(1' + k )X'+k + Iak_Zxr+k (3.28) 
k=O _k=O k=Z 

Dans les deux premières sommes de (3.2-8) -k varie de 0 à 1 tandis que dans la 
troisième somme k:?: 2 ; on a : 

[aor(r -1)+ aor]x' +[a1(1' + 1)1' + a] (1' + 1)]x,+1 + f {ak[(r + kXr +k -1)+ (1' + k)] 
- k=Z 

+ a }X'+k =0	 (3.29)k-Z 

Le coefficient de x'(k =0) 
aoHl' -1) +l' ] =0 ao :;t: 0 

1'(1'-1)+1'=0 

rZ 
- r + r =0 (équation indicielle) 

rZ-= 0 

~rl=rZ=O 

Cherchons les coeffIcients a"az, ...,pour rI = rz =0 c'est-à-dire les coefficients de 
x'+'(k =1). 

Le coefficient x,+l(k =1) : 
al (r + 1)1' + a, (1' + 1) =0 

~ a,[(r + 1)1' +1' +1]= 0 
~ al =0 car (1' + 1)1' + l' + 1 :;t: 0 

Pour k:?:2: [k(k-l)+k]ak +ak_z =O 

~ (e -k+k~k +ak-Z=0 
0 

~ k-zak + ak _ = Z 

1 
~ ak =-J;2ak - Z 

a 1 
az =2az-z = -2z ao 

- 1 - 1 
a3 =-JTa3- Z =-JTa1 =0 

111 
a =--a =~-a =-a4 4Z 4-Z _4z Z _2z4z 0 
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( l)m ao ' 
= - ' 2 2 ( )2 (' )2 2' 22 .1 .2.2 .3.2 ....2 m_ 

= (_ 1)'" ',ao '
 
22m (l.2.3.4 ...m)2
 

or (1.2.3.4 ... m)=m ! 

= (- l)m 2? )2' ao =1
2 m m! 

y(x)=f' (-1)"' x2m=f(x)
1 LJ 22m ( ,)2, 0 

m=O m. 

Or J,Jx) est une fonction de Bessel de première espèce d'ordre.u. 

yp (x) estune fonction de Bessel dedeuxièm,e espèce d'ordre.u . 

f' (-Ir' 2m() ()Jo x =YI X =~ 22 /n (m!YZ x 

Deuxième solution: méthode de réduction d'ordre 

,"" 
1j =r2donc Y2 (x) =y/!nx +Lbkxk 

-k=0 _ 

Posons: v(x)=:= Ibkxk ; Y2(x)";fnxJo(x)+v(x) 
k=O 

y' (x) =lJo(x)+ fnxj~(x)+v'(x) 
x
 

y" (x) =-~Jo(x)+lJ~(x)+ fnxJ~(x)+v"(x)
 
, x, x' 

x2y"+xy'+x' y =+:' J,(x)+ ~J;(x)+ en(x )J;(x)+ v"(x)+ x(~J,(x )+en(x)J;(x)+ v'(x))J 
+x2(fn(x)Jo(x) + v(x)) =0 

<=? x2y"+xy'tx2y = - Jo (x)+ 2xJ~(x)+ x2fn(x)J~(x)+ x2v"(x) +J~(x)+ xfnxJ~{x) 

+ xv'(x) + x2fn(x )Jo(x) + x2v(x) =0 

<=? x2y"+xy'+x2y= fn(x)(x 2J~(x)+x J~(X)+X2 Jo (x)) + x2v"(x)+xv'(x) . 
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+ X2V(X) + 2xJ~(x) =0 

+Or x2J~ (x) + xJ~ (x) + x2Jo (x) = 0 car elle est semblable à l'équation _différentielle 

x2y"+xy'+x2 y =0 

Donc, on à: x2v"(x)+ xv'(x)+ X2V(.~)+ 2xJ~(x)= 0 

x2 v"(x) + xv'(x)+ x2 v(x) =-2xJ~(x) (3.30) 

k 1 2Or v(x) =Ibkx ; v'(x) = IbJCXk- ; v"(x) = Ibk(k-1)xk-
k=O k=O k=O 

(3.30) devient: 

k 2Ibk(k-1)xk+Ibkkxk+Ibkx + -= -2 l . (3.21)­
k=O k=O k=O k=2.4.6'k 

Dans la troisième somme de (3.31) 

Posons: k'=k+2~k=k'-2 

<Xl <Xl <Xl

k 2Donc Ibkx + = Ibk'_2Xk' = Ibkxk 

k=O k'=2 k=2 

(3.31) devient: 

Pour k = 0, on a : bo'O + bo+ 0 + 0 

=> ho est quelconque 

Pour k=l; b1.0+bj.l=0 

~bl =0 

Pour K =2,4,6,... ­

- 2(-1)% : k paire 

k"?2 ; bk(k(k-1)+k]+bk_2 == 2k-l(~!r 

0: k impaire 
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-2(-1)% 

bk k
2 + bk _ 2k-I(~!r:=:2 

o 

Pour k impaire : b :=: - bk :"' 2 
k . k2 

-b1 -b
bl == 0, b3 == -2 :=: 0, 'b5 :=: ----f == O..... 

3 5
 
. . _ .. -_ - (-1Y2 __


Pour k pair. k - 2, on a. 4b2+bo - 2(1!Y -1 

<=> 4b2 + bo == 1 

<=> 4b2 == 1- bo 

<=> b ==1. _ bo 
2 4 4'
 

bo == 0 ne pas ajouter à .Y2 un multiple de YI
 

C'est la fonction de Bessel de deuxième espèce d'ordre O. 
La solution générale de (3.26) est 
y(x)==Jo(x)+Yo(x) . 

2. x 2Y"+xy{ x2 
- ±Jy == 0, Ici JI ==~ . (332) 

C'est la fonction de Bessel de première espèce d'ordre ~ 

.() 1 ()' 4x
2
-1Px ==-, Qx ==-­

X 4x2 

lim p(x)== Hm.!. == 1. (ri'existe pas) 
.<->0 .<->00 0
 

. () :4.0 -1 -1 (' .. ) .
 hm Q x ==-- == - n eXIste pas
.<->0 . 4.0 0 
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. . 

p(x) et Q(x) possèdent une discontinuité au point x = o. De plus ·p(x) et Q(x) 
possèdent respectivement un pôle c;l'ordre 1 et 2. Le développement autour de 
x = 0 est possible car x = 0 est un point régulier singulier. 

Posons y(x) = 'i:akxr+ksolution de (3.32) 
k~O 

0) 

Y'(x) = 2>k (r+ k)xr+k-l ­
k~O 

0) k-2
y"(x) = IaAr + k)(r + k _1)xr+

k~O 

Remplaçons dans l'équation (3.32), on a : 

(3.33) . 

Le coefficient xr (k =0) 

ao[r(r-1)+r-±]=0 

. ( 2 1J .<=> ao r - r + r -"4 = 0, ao ;;t:. 0 

<=> r 2 _! = 0 (équation indicielle) .. 
4
 

2 1 1 1
<=> r = - :::::> r. = - ou r. =-­4 1 22 2 

1 
1j =- : 

2 
Le coefficient xr+l(k = 1) • 

al [r(r + 1)+ r + 1-±] = 0 

<=> a{r2 
+ r+ r+ 1-±J=0 

1 1 IlJ...<=>a -+-+-+1-- =0(1 4 2 2 4 

<=> 2al =0 

<=> al = 0 

k'22 : ak{(k+r)[(r+k-1)+1]-±}+ak_2 =0 
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- r + r -"4 = 0, ao ;;t:. 0

<=> r 2 _! = 0 (équation indicielle) ..
4

2 1 1 1<=> r = - :::::> r. = - ou r. =--4 1 2 2 2

1
1j =- :

2
Le coefficient xr+l(k = 1) •

al [r(r + 1)+ r + 1-±] = 0

<=> a{r2
+r+ r+ 1-±J=0

(
1 1 IlJ...<=>a -+-+-+1-- =0

1 4 2 2 4

<=> 2al =0

<=> al = 0

k'22 : ak{(k+r)[(r+k-1)+1]-±}+ak_2 =0

(3.33) .
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a· -a . -a -a .' 
a =0 a =- z-z =_0 a = 3-Z =_1 =0
 

l , Z 2(2+1) 2.3' 3 3(3+1) 3.4. _
 

. a4- Z -az ao 
. a4 =- 4(4+ 1) = 4.5 = 2.3.4.5 

. . 

. ( 2 4 )La première solution YI (x) = JJ/(x) =ao+.[; 1-~ +~ ---' ... (3.34) 
72 3! 5! 

Multiplions (3.34) par ~, on a : 
x 

3 5
 

.[; ( x x ")
Jl/(x)=ao- x--+-- ... 
72 x 3! 5! . 

3 5
 
. . ..;:y,(. X X )
~ Jl/(x) = aox 2 x--+-- ....
 

72
 3! 5! 
. 3 5 

X X . • ( )Or X--+-- ... =sm x 
3! 5! 

Posons ao =~ 

Jy,(x)=~sinx 

Deuxième solution 

rI - rz EDo, 

,. ~b n 1Yz ()x =X 2 LJ nX avec rz =--. ­
. n=O. 2
 

'" 
Y~ (x) = l (r + n)bnxr+n-I
 

n=O
 

ny; (x) =l'" (1' + n)(r + n-1 )x r
+ -

z
 
n=O
 

Remplaçons dans l'équation (3.32), on a : 

n nIbJr +n)(r + n _l)xr+ + Ibn(r + n)xr+n+ Ibnxr+n:rz _.l Ibnxr+ = 0 (3.34) 
n=O n=O n=O 4 n=O 
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Pour la troisième somme de (3.34)
 

Posons n'=n+2=>n=n'-2, on a:
 

00 00 00

"b ,+n+Z = "b ,+n' = "b ,+n
L., nX L., n'_ZX L., n_ZX 
lI~O n'~Z n~Z 

(3.34) devient 

i)n (r +n)(r + n-l).x'+l1 + i)n (r + n)x,+n -~ i)nx,+n + Ibn_zx,+n =0 
lI~O n~O 4 n~O n~Z 

1 
r. =­
Z 2 

Le coefficient de x' (n = 0) : 

bo[r(r -1)+ r ~ ±] = 0 

<=> bo[- Yz (- Yz - 1) - ~ - = 0 , ±] booF 0 

=> boest quelconque.
 
Le coefficient de X'+I (n = 1) :
 

b{(1' + l)r + r + 1-±]= 0
 

<=> bl [(- Yz +1)(- Yz)+ (- Yz)+ 1-}{] == 0
 

<=>b{~(-Yz)+(-Yz)+X ]=0.
 
<=>b (- 141/ +~J = . 0
 , 1 A 

<=> ObI = 0 => bl quelconque 

Pour n~ 2, le coefficient x,+n : 

bJ(n - Yz)(n - Yz -1)+ (n - Yz)- ~]+ bn_z =0
 
<=> b (n 2 - !/n- n- J/ n+ 1/ + 1/ + n- J/ - 1/) = -b
 n /z /z /4 /Z 7z 74 n-Z 

<=> bn(nZ
- n) = -bn-z
 

<=> bn[n(n -1)] = -bll_z
 
-b
<=> b - lI-Z 

11 ­ n(n -1) 

;, ;,
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b - [2-2) = - bO ; b _ - b2 _ bo' == bO 

2- 2 2 -1 1.2 4 4.3 1.2.3.4 4! 

b2n =(-lt (;:)! ;b3 = ;.~; b s = ~; = 2.3~~.5 = ~l! 
b = (_I)m bl
 

,,2m+1 (2m +1)! "
 
2 4 6 3 S 7 

, _y,{ [ 'x x x )' [- x X 'x )}Y2(X) =X 61+,,, +bl x-3T+5T-7!+'"2 bo 1- 21 +41 ­

x 2 x4 x6 
, ,x3 XS x7 

. ­
Or 1--+---+... =cosx et x--+---+ ....SlllX 

21 - 4! 6! 3! 3! 7!
 

- Y2 (x) =box-y, cosx + b1x-y, sin x
 

Prenons bl =bo =H­
(' 

,La solution générale de (3.32) peut être écrite comme 
Y(x) =Cl Jy,(X)+ C2J_y,(X) 

'.'.', '.'.',
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail, nous avons étudié les équations différentielles ordinaires du
premier ordre et lès équations différentielles linéaires 'du second ordre.
Nous avons ensuite résolu ces dernières ,par la série de FROBENIUS autour,
d'un point singulier régulier x =0 à travers des exemples variés. '

Notre but a été atteint. Cependant, la résolution que J)ousavons fàite n~estpas

exhaustive. La résolution des équations différentielles par la méthode de
FROBENIUS gàrde donc un caractère exploratoire.

,C'est ainsi que nous invitons d'.autres chercheurs à s'intéresser à ce sujet et nous
sommes,disposés à recevoir toute remarquè quipourrait améliorer ce travail.



40

REFERENCE~ BIBLIOGRAPHIQUES

[1] CODDINGTON, E.A, and N. LEVINSON, Theory·of ordinary differential

équations, New York: McGraw: Hiel Book co, 1955.

[2] CODDINGTON, E.A, An introduction to ordinary equations, Englewood

cliffs, NJ : Pre~tice-Hall, Inc, 1961.

[3] EUGENE BUTKOV, Mathematical physics, St. Joh~'s University, New

York, 1968.

[4]FAVARD, Théorie des équations, Tome III: Cours d'Analyse de l'école

Polytechnique, Paris 1963.

[5] GOUTER R.S, IANPOLSKI A.R, Les équations différentielles, Editions

Mir, Moscou, 1964.

[6] INCE, E.L, Ordiriary differential equations, ~ew Y9rk: Dover

Publications Inc, 1926.

[1LA.PHILIPPOV, G. PETROSSOV, Recueil des équations différentielles,

. Edition Mir, Moscou, 1976.

[8] PIERRE ALAIS ET MICHEL HULIN, Rappels et compléments des

mathématiques, Edition librairie Armand, Colin, 1967.

[9] N.PISKOUNOV, Calcul différt:ntiel et intégral, Editions Mir, Moscoù,

1980.

. [10] N.PONTRIAGUINE, Equations différentielles ordinaires, Edition Mir,

.. ._. Moscou, 1969.

[11] lQUINET, Cours élémentaires de mathématiques supérieurs 4­

équations différentielles, Bordas, Montréal, 1974.

[12] RAINVILLE, E.D, intermediate course in differential equation, New

York: John Wiley & Sons, 1943.
.,

,(13] v.. SrvIIRNOV, Cours de mathématiques supérieures, To~eHI, Edition

Mir, Moscou, 1970.



41

[14] V.SMIRNÜV, Cours de mathématiques supérieures, Tome III, deuxième

partie, Edition Mir, Moscou, 1972.

[15] K. YOSIDA, Equations différentielles et intégrales, Dunod, Paris, 1971.

[16] M. ZEPISKOVNOV, Calcul différentiel et intégral, Tome II, Edition

MIR, Moscou, 1980


