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Résumé

Nous développons un calcul variationnel aux problémes d’extremum conditionnel basé sur

I'opérateur général aux (-différences

introduit par Hamza et Al [2].

En particulier, nous obtenons des conditions d’optimalité pour des problémes variation-
nels généralisés tels que le S-probleme isopérimétrique, le S-probleme de Lagrange, et le

[B-probleme de controle optimal obtenus pour le calcul aux différences et aux g-différences.

Mots-clés : S-Calcul variationnel ; S-Equation d’Euler-Lagrange ; 3-probléme isopérimé-
trique ; S-probléeme de Lagrange; S-probleme de contrdle optimal et S-systeme de Hamil-

ton.

Abstract

We develop a variational calculus for condional extremum problems based on the general

[-difference operator

f(B1) — f(t)

S A £

Dgf(t) =

introduced by Hamza et al [2].
In particular, we obtain optimality conditions for generalized variational problems such as
the (-isopermetric problem, the -Lagrange problem and the [-optimal control problem

obtained for the difference and g-difference calculus.

Keywords : p-Variationnal calculus; g-Euler-Lagrange equation; S-isoperimetric pro-

blem ; S-Lagrange problem ; S-optimal control problem and S-Hamilton system.
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Avant-propos

Ce mémoire rentre dans le cadre de I'obtention du diplome de master en mathématiques

fondamentales et appliquées. Il étudie le calcul variationnel aux g-différences.

Les conditions d’optimalité pour des problémes variationnels généralisés tels que le (-
probleme isopérimétrique, le S-probléeme de Lagrange, et le S-probléme de controle optimal

pour le calcul aux différences et aux g-différences ont été obtenus.

Ce mémoire est d’importance car il généralise le calcul variationnel classique, basée sur
la dérivée et 'intégrale classique dont le premier est le calcul variationnel classique basé
sur la dérivée aux différences et le deuxieme est le calcul variationnel basé sur la dérivée

aux g-différences.
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Introduction

Dans ce travail, nous faisons une nouvelle généralisation du calcul variationnel classique,
basée sur la dérivée et l'intégrale classique.
La premiere généralisation du calcul variationnel classique consistait au calcul variationnel

basé sur la dérivée aux différences définie dans [11] :

Df(t) = f(t+1) = f(). (1)

La deuxieme généralisation était basé sur la dérivée aux q-différences définie dans [10] :

flat) = f(t)

Dy f(t) = gt —t

(2)

Une troisieme généralisation est basée sur la dérivée aux qg-différences non uniformes

définie dans [9] :

Df(a(e)) = 1

flz(g22)) 242" s
2(q2

Notre travail consiste en une généralisation qui regroupe les deux premieres et est basée

sur la dérivée aux [-différences

fB@1) = f(#)
pt) —t

de sorte que si # (t) =t + 1, elle apporte a la premiere généralisation et si (t) = qt, elle

Dsf(t) = (4)

apporte a la deuxiéme.

Notre travail est composé de trois chapitres : le premier traite le calcul aux S-différences
dans le but d’introduire le deuxieme et le troisieme chapitre. Le deuxieme chapitre traite
les équations aux [-différences et le troisieme chapitre qui est la contribution de ce mé-

moire parle du calcul variationnel aux [S-différences.
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Chapitre 1
Calculs aux (-différences

Dans ce chapitre, nous introduisons 'opérateur aux [-différences défini par :

f(B(1))
p(t)

pour tout t avec 3(t) # t et Dgf(t)=f (t) quand 3(t) = t & condition que f (t) existe dans

le sens habituel. Ici, § : I— I est une fonction continue strictement croissante, et f est

f(t)
t

Dgf(t) = —

(1.1)

une fonction arbitraire définie, en général, sur un sous-ensemble I C R avec §(t) € I pour
tout t € L.

Tout au long de ce travail, X est un espace de Banach de norme |||, et nous le désignons
par
BEt) =BoB-oB(t) et BTHE)=pT"o B0 BT(Y),
[
kfois kfois

k € Ng U{0} ou N est I'ensemble des nombres naturels. Par commodité 3°(t) = t pour
tous t € L.

La fonction générale [ peut étre linéaire ou non linéaire. Il existe alors de nombreuses types

selon le nombre de ses points fixes dans I. Deux classes de [ peuvent étre considérées[4].

La premiere classe de [ est la famille de toute fonction 5 qui a un unique point fixe

sg € I satisfaisant I'inégalité suivante :
(t —s0)(B(t) —t) <0 pourtout tel.

La deuxieme classe de [ est la famille de toute fonction 5 qui possede un unique point

fixe so € I et satisfaisant I'inégalité suivante :
(t—s0)(B(t)—t) =0  pourtout tel.

Les opérateurs aux différences de Hahn et Jackson [19, 8] sont des formes spéciales linéaires
d’un opérateur aux différences général Ds lorsque G(t) =t + 1 et B(t) = qt,
q € (0,1), respectivement. Ces fonctions appartiennent dans la premiére classe de § définie

ci-haut.
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De plus, la fonction 5(t) = t + 1, appartient dans la deuxieme classe.

Dans I’ensemble de ce travail, nous considérons toutes les fonctions [ appartenant a la
premiere classe et donnons une analyse rigoureuse du calcul basé sur Dg . Dans cette
classe, le mouvement de la séquence {3*(t) }ren, est vers so . Chaque choix de la fonction
B donne un nouvel opérateur aux différences. Ainsi, nous pouvons obtenir une large classe

d’opérateurs aux différences.

L’avantage de cette étude est qu’elle aide et permet d’éviter les répétitions dans la preuve
des résultats une fois pour l'opérateur aux g-différences de Jackson, une fois pour I'opé-
rateur aux différences de Hahn et une fois pour tout autre opérateur aux différences basé

sur le modele Dg.

Nous organisons ce chapitre comme suit. Dans la section 1, nous introduisons la 5-dérivée
et prouvons ses principales propriétés, notamment, la regle de la chaine, la formule de
Leibniz et le théoreme de la valeur moyenne. Dans la section 2, nous introduisons I'inté-

grale et établissons le théoréme fondamental du [S-calcul.

1.1 [-Différentiation

Supposons que la fonction § n’ait qu’un seul point fixe sqg € I et satisfait la condition
suivante :

(t—s0)(B(t) —t) <OVt e, (1.2)

ou l’égalité n’a lieu que si t = sq. Ici, I est supposé étre un intervalle de la droite réelle.
Dans ce qui suit, nous introduisons deux lemmes importants pour prouver nos principaux

résultats.

Lemme 1.1 : Les affirmations suivantes sont vraies.

(i) La séquence de fonctions {3%(t) }ren, converge uniformément vers la fonction constante
B (t) := so sur chaque intervalle compact J C I contenant s.

(i) La série 332, |8%(t) — B**1(t)| est uniformément convergente vers |t — sq| sur chaque

intervalle compact J C I contenant s.

Preuve

(i) Soit J = [a, b], s € J. Sit € [sg, b], alors la condition (1.2) implique S¥+1(t) < 5*(¢) pour
tout k € Ny. Ainsi, la séquence {*(¢)}ren, est décroissante jusqu’a la fonction constante
B(t) = sy . D’aprés le théoreme de Dini, {8*(t)}ren, converge uniformément vers la
fonction constante (3 (t) sur Iintervalle [sq,b]. De méme, on peut prouver sa convergence
uniforme sur [a, so ]. Par conséquent, la séquence {3%(t) }ren, converge uniformément sur

I'intervalle J = [a, b].

(ii) On applique le théoréme de Dini a S, () = Sr_o(B*(t) — (1)), n=1,2,.. .4 la

fois sur [sq , b] et [a, so | pour obtenir le résultat souhaité.
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]

Lemme 1.2 ([2]) : Si f: T — X est continue en s , alors la suite { f(5*(t)) }ren, converge

uniformément a f(sp ) sur tout intervalle compact J C I contenant s .

Théoreme 1.3 : Si f: [ — X est continue en sq , alors la série
S0 1(BE () — B¥HE) f(B5(t))|| est uniformément convergente sur tout intervalle com-

pact J C I contenants

Preuve : Soit J C I un intervalle compact contenant sy . D’apres le lemme 1.2, il existe
ko € N tel que || £(8%(t)) — f(so)| < 1,V t € J, k= ko. Alors || f(8*(t)]| < 1+ [f(s0)

pour k> kg et t € J, ce qui implique a son tour que :

[(B5(t) = BHO) I FBEENI < 1B () = B+ ]| f(s0)]) (1.3)

Vel k> k.

Considérons les deux séquences

Dy(t) = kﬁ: 185 (t) = 8571 @) F (85 ()] (1.4)
et N
Co(t) = Z_: (BF(t) = BN+ ([ (s0)])- (1.5)

D’apres le lemme 1.1(ii), C),(t) converge uniformément vers | t — so | (1+ || f(so) ||) sur

J. Par le critere de Cauchy, étant donné € > 0, il existe ng € N tel que
|| Cn(t) — C(t) ||< €,Vt € J;n = m = ny. (1.6)

En utilisant (1.3) et (1.6), on a

| Dn(t) — Dpn(t) [|<]] Cu(t) — Cin(t) ||< €,Yn = m = max{ng, ko}.
Cest pourquoi 322, || (B%(t) — B¥1(2)) f(B*(t) || est uniformément convergente sur J .

0

Dans ce qui suit, nous présentons un exemple de forme spéciale de 3 avec un seul point

fixe sp € I et satisfait a la condition (1.2).

Exemple 1.4 : 5(t) := In t + 1 qui est une fonction non-linéaire continue strictement
croissante définie sur I = [1, +o0].

Le seul point fixe est so = 1. On voit que 8% (t) = In *71 (t) + 1, 37(t) = e'~! et pour
t €1, limp_oo B() = 1, limy_0037%(t) = 0.
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Maintenant, nous introduisons 'opérateur aux [-différences comme suit.

Définition 1.5 : Pour une fonction f : I — X, nous définissons l'opérateur aux (-

différences de f comme :

FEEN-10) 4 4
Dy =4 0T

!

F (st = (1.7)

N o . s e s . . / . .
a condition que la dérivée ordinaire f existe pour t = sy . Dans ce cas, on dit que Dg est

la B-dérivée de f en t. On dit que f est S-différenciable sur I'si f* (s ) existe.

Dans ce qui suit, nous énoncons quelques propriétés de I'opérateur aux [-différences.

(i) Ds est un opérateur linéaire.
(ii) Si f est B-différentiable en t, alors f(5(t)) = f (t) + (5(t) — t)Dsf(t).

(iii) Si f est p-différentiable, alors f est continue en s .

Théoréme 1.6 : Supposons que f : [ — X et g : I — R sont des fonctions (-
différentiables en t € I. Alors :
(i) Le produit fg :I — X est p-différentiable en t et

(ii) 5 est [-différentiable en t et

_ 9(t)Dgf(t) = f(t)Dsy(t)
g g(t)g (st

~—

Exemples 1.7

LDgt" = S35 (B)" - 1F te Il n > 1.
2. Pour t #0,Dg7 = —%,t € 1,3(t) #0.
3.8if: 1 — R? est définie par f (t) = (¢,2t) et S(t) = 1 t + 1, alors

(=32 +¢t+1,2—1)
1y :
T2

Dsf(t) =

Lemme 1.8 : Posons que f: I — X est g-différentiable et Ds f (t) = 0 pour tout
t € I, alors f(t) = f (s0), t € L.

Preuve :

Puisque Dgf(t) =0, t € I, alors f (t) = f (3(t)), t € 1. Par conséquent, f (t) = f (8 (t)),
t € et k € Ny . Prenons k — 0o et en utilisant la continuité de f en sy , on obtient
f(t) = f(sp) pour t € L.
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Définition 1.9 : Soit sy € [a, b] C I. On définit le S-intervalle par

[a,0]s = {8*(a); k € No} U{B"(b); k € No} U {s0},

et la classe [c|z pour tout point ¢ € I par

[cls = {B"(c); k € No} U {s0}.

Enfin, pour tout ensemble A C R, on définit A* = A\ {s¢}.
Dans le lemme suivant, [a, b] est un sous-intervalle compact de I et sg € [a, b].

Lemme 1.10 : Soit f: [a, b] — R une fonction continue en sy. Les affirmations suivantes
sont vraies :

(i) Ds f(t) > 0 pour tout t € [a,b]} si et seulement si f est strictement croissante sur
[a,b]s.

(ii) Dg f (t) < 0 pour tout t € [a,b]} si et seulement si f est strictement décroissante sur

[a? b]ﬁ

Preuve :

Nous prouvons uniquement la premiere partie et la seconde peut étre montrée de la méme
maniére. Pour la preuve de (i), supposons que Dg f (t)> 0 pour tout t € [a,b]; . Nous
pouvons supposer que so & {a,b}. Nous avons a < B(a) < B%(a) < ... < 8¥(a) < ... <
Sp < ... < f™(b) < ... < B(b) <b.

Ensuite, en utilisant la continuité de f en sg, nous concluons que f(a)<f (8(a)) < f(8%*(a)) <

o < F(BR(a)) < oo < fs0) < oo < F(B™(D)) < ... < F(B(B)) < f(b). Cela implique que f

est strictement croissante sur [a, b]z . Inversement, supposons que f soit strictement crois-
sante sur [a, b]s pour tout k € Ny. Si 1 (t) > g* (t), alors f (851 (t)) > f(B*(t)), et
si B (t) < BF, alors £(BF1(t)) < f(B%(t)). Par conséquent, Dg f (t) > 0,V t € [a,b]5 .

O

L’exemple suivant montre que la regle de chaine ordinaire ne s’applique pas aux (-calculs;

Exemple 1.11 : Considérons les fonctions f (t) = ¢? et g(t) = 3t. Alors
Dg(fog)(t)=9 (B(t) + t ), tandis que
Dgf(g(t))Dsg(t) = 3 (B(3t) + 3t ).

Cela signifie que
Ds(f o g)(t) # Dsf(g(t)) Dpg(t).



Calcul variationnel aux g-différences 7

Le théoreme suivant nous donne une formule analogue de la regle de chaine pour

le S-calcul.

Théoréme 1.12 : Soit g : | — R une fonction continue et S-différentiable et f: R — X

est continue-ment différentiable. Alors il existe un point ¢ entre 5(t) et t tel que

Ds(f o g)(t) = f (9(c))Dsg(t). (1.8)

Preuve : Le cas t = s¢ est la regle de chaine habituelle. Le cas t # sq avec

g( B(t)) = g(t) est évident puisque les deux cotés de (1.8) sont nuls. Pour t # sy avec
g(B(t)) # g(t), on a

Dy(fog)(t) = L 9><5ﬁ<2§ :if 0 g)(t)
f(g(B(t)) — f(g(t)) g(B(t)) — g(t)
9(B(t)) = 9(1) B(t) —t

D’apres le théoreme des valeurs moyennes, il existe un nombre réel i entre g(/3(t)) et g(t)

tel que

FaBW0) - Fe)
B0 gty W

Puisque g est une fonction continue, alors il existe ¢ entre 3(t) et t tel que g(c) = 7.
Ainsi

Ds(f o 9)(t) = f(9(c)) Dag(t).
0

Dans le théoreme suivant, nous obtenons la formule de la nieme [-dérivée du produit
fg, ou 'une d’elles est une fonction a valeur réelle et I'autre est une fonction a valeur

vectorielle.

Pour n € N, soit S,i”) I’ensemble de toutes les chaines possibles de longueur n contenant

k fois 3 et 1 - k fois Dy . On note f298 () = (Dsf)(B(t)) et fPP5(t) = Ds(F(B(L))), et

#1 est définie de la méme maniére pour I'€ S\ |

Si f est n fois S-différentiable sur I, alors les dérivées d’ordre supérieur de f sont définies par
Dif = Dﬁ(Dg_lf) ,n € Ny ou Dgf = f.
Enfin, on peut voir que

(Cresgr 71790 + (Spespo, £ = (Spegeen 0.
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Théoréme 1.13 (Formule de Leibniz) : Si f et g sont des fonctions n fois S-différentiables,

alors nous avons :

D)0 =3 S )0 DEg(r), £ 0 (1.9)

k=0 [egm

Preuve : On prouve par récurrence sur n. D’apres le théoreme 1.6 (i), I'énoncé est vrai
pour n =1. Supposons que (1.9) soit vrai pour n = m. Maintenant, nous prouvons que

¢’est vrai pour n = m + 1. Nous avons
DE+(£9)(t) = DalSio(S g () DEg(0)]

= 0 0(E pgen Dot 1)) Dhg(t) + Tio(S e FB()DE g (1)
= Yio(S g Daf O Dhg(t) + SEH (S pgem £1)(B(0) Dg(t)

=(E s Daf 1) (0)g() + Siea( pegom Daf ) (0)Dhg(0)
+ (3 pegem S BW)IDFg(t) + S (S pegen 11 (B() Dhg (1)

= (Zresem DafD09(0) + (S pegen F1BE) DFg(8)
+ (S pegen F1P)(0) + (S pegem S DEg (1)

=(Z g SO + (E pegenn SODF g(0)
+ X (g ST () Dhg (1)

= X (Cregemen f D)) Dhg(t).

C’est pourquoi (1.9) est valable pour tout n € N.
]

Le théoreme de Rolle n’est pas en général vrai par rapport a la g-dérivative comme le

montre 'exemple suivant.

Exemple 1.14 : La fonction f(t) = 4¢% - 9t, définie dans I'exemple 1.12, est ordinairement
différentiable et donc S-différentiable sur R par rapport a 5(t) = % t 4 % . Clairement, f
(1) = £ (B(1)), mais f(t) # f (B(t)) a Uintérieur de l'intervalle [1, 5(1)], c’est-a-dire qu'il
n’y a pas de points compris entre 1 et (1) tels que Dg f (t) = 0. En fait, f(t) = f (5(t))

seulement en 1 et % . Cela implique I’échec du théoreme de Rolle par rapport a la S-dérivée.
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Théoréme 1.15 (Théoreme de la valeur moyenne) : Supposons que f | g : I — X sont

des fonctions S-différentiables sur 1. Alors

1 () = f(@)|| < supterl| D f () Iy — =) (1.10)

pour chaque x, y € [a,b]s , x < sp<y,oua,bel a<h.

1.2 [-Intégration

On dit que G est une S-primitive de la fonction g : I — X si Dg G(t) = g (t) pour t € L.

Définition 1.16 : On note (2 'espace vectoriel de toutes les fonctions g : I — X qui

sont continues a sy et disparaissent a so . On définit I'opérateur Tp : {2 — (2 par :

Ts(g)(t) = g(B(t)) , t € L
Soit Y = {g € 2: 352, g(B%(t)) est uniformément convergente sur 1}.
Nous avons besoin du lemme suivant pour prouver le théoreme a suivre.

Lemme 1.17 : L’opérateur A : Y — (2 défini par
Alg)(t) = >_ g(B*(1)) (1.11)
k=0

est I'inverse de l'opérateur I - Tj .

Preuve : (I —T5) 'g(t) = 32, ng(t) = Y220 9(B5 (1) = Ag)(t).
U

Théoréme 1.18 : Supposons que g : I — X est continue en sy . Alors la fonction G

définie par

G(t) = >_(B"(t) = B (1)g(B*(t). t € (1.12)

k=0
est une S-primitive de g avec G(sg) = 0. Inversement, une S-primitive G de g avec

G(sp)= 0 est donnée par la formule (1.12).
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Preuve : Pour tout t € I et t # 59, on a :

paciy - B =t
_ R (BMH(E) — BEE()g (B () — SRZo (B () — B (1) g (B* (1)
Bt) —t
=g(t)

Pour montrer que DsG(sg) = g(so), soit € > 0. Par la continuité de g (t) &t =59 ,il y a
un 0 > 0 tel que

I 9(B*(so +h)) = g(s0)) | <&,k >0,0<h <.
Cela implique que

| £G(s0 +h) = g(s0) [I< 3320 (8" (so + h) — B (so + ) [| g(B*(s0 + 1)) = g(s0) |
<e,0<h<).

A Dinverse, supposons que G soit une S-primitive de g s’annulant en sy . Cela implique

que

g(t) = D4G(1)
G(8(1)
Bt) — ¢
_ T,G() - Gl
GRS
(- THG)
(A

Alors g(6)(t — (1)) = (I — T5)G(t), ce qui implique que G(t) = (I — T5)~)(t — B(1))a(t)
La fonction F(t) = (t — 3(t))g(t) € 2 et G(t) = (I —T) ' F(t) . Par le lemme 1.21 on a :

—G@)

= S R(EH0) = S0 - #1090 0)

k=0

O

Définition 1.19 : Soit f : I — X et a, b € I. Nous définissons la S-intégrale de f de a
a b par

/abf(t)dﬁt:/sjf(t)dﬁt—/s: F(t)dst (1.13)
[ syt = S (84 (@) — B (@) (8 () (1.14)

k=o
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a condition que la série converge en x = a et x = b. f est dite S-intégrable sur I si la série
converge en a, b pour tout a, b € I . Clairement, si f est continue en sy € I, alors f est

[S-intégrable sur 1.
Dans les formules intégrales (1.13) et (1.14), lorsque 5(t) = gt, ¢ € (0,1), on obtient la

g-intégrale de Jackson.

/abf(t)dqt = /Obf(t)dqt — /Oa f(t)d,t (1.15)

14, 12, 18].

Si B(t) =qt+w,q€ (0,1),w > 0, alors (1.15) et (1.16) se réduisent en intégrale de
Hahn.

[ 1Oyt = [ 10t = [ 700 (117)
/I f()dgwt == (x(1 — q) — w) i ¢" f(xd" + wlk],),r € I, (1.18)
wo k=0

ol wy = 1% et [k], = 1L [12, 18, 15, 3, 1].

1—¢q

Lemme 1.20 : Si f : I — X est S-intégrable sur I et a, b, ¢ € I, alors les affirmations
suivantes sont vraies :

(i) La S-intégrale est un opérateur linéaire.

(ii) [ f(t)dgt =0.

(if) J2 £ (6) dy t = £ (1) dy .

() J2 £ (6) dy t = [ £ (1) dy € + 2 £ (1) dy t.

iv) [,

Par le théoreme 1.18, on obtient le premier théoreme fondamental du S-calcul qui s’énonce

comme suit :

Théoréme 1.21([2]) : Soit g : I — X une fonction continue en sy . Définir la fonction

Gz) = /xg(t)dgt,a: el (1.19)

S0

Alors F est continue en sy, D3G(z) existe pour tout x € I et DgG(x) = g(z).

Corollaire 1.22 : Si g: I — X est continue en sy . Alors

/tﬁ(t)g(T)dgT =(B(t) —t)g(t),t € 1. (1.20)
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Preuve : Soit G(z) = [} g(7)ds7,t € I. D’apres le théoréme 1.21, F(t) est continue en
sop et DgG(t) =g(t), Vit e€I. Alors

[ mrase = [ g~ [ oriar

S0 S0

= G(B(1) — G(1).
Puisque G(B(t)) = G(t) + (B(t) — t)DsG(t), alors [ g(7)dsT = (B(t) — t)g(t),t € I.
]

Maintenant, nous énoncons et prouvons le deuxiéme théoreme fondamental du S-calcul.

Théoréme 1.23 ([2]) : Si f: 1 — X est g-différentiable sur I, alors

[ Daftrdst = 10) - f(a) (1.21)
pour tout a,b € I.
Preuve : Nous avons
[ Dastedat = S (340) ) (D1 B)

_ ]f:(fmb)) B
— limns S (FBH0)) — (B (1))

k=0

= f(b) = f(50)-

De la méme maniere,
[ Daf(tydst = 1@) = f(s0).

Donc,

[ Das0t = 10) - fla)asbe T

Le théoréeme suivant établit la formule de la S-intégration par parties|2].

Théoréme 1.24 : Supposons que f, g soient des fonctions [-différentiables sur I et Dg f,

Dgsg toutes deux continues a so . Alors

[ $ODsg(0dst = 0501~ [ DafOs(5@)dst.ab e T
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Les deux lemmes suivants et la définition 1.25 sont fondamentaux dans I’étude du calcul
variationnel. La premiere est basée a l'origine sur ([17], le lemme 1.1) et la seconde sur
([13],Lemme 1.2). Les deux sont adaptés dans [1] pour le cas de la fonction de Hahn

B(t) =qt + w, q € (0,1), w > 0. Ici, suivant [1], nous montrons que les deux lemmes sont

valables pour le cas de notre fonction générale 5(t).

Définition 1.25 ([13] ) : Soit g : [r]s x | — 8,0] — R . On dit que g(t,.) est continue
en y uniformément en t si et seulement si pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que |# — |
< ¢ implique |g(t,0) — g(t,00)| < € pour tout t € [r]s.

De plus, on dit que g(t, - ) est différentiable en 6y uniformément en t si et seulement si

pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que 0 < |# — Oy| < ¢ implique

|HEOED) — gy(1,60)] < e, Wt € [1]5.

lemme 1.26 : Supposons que g(t, - ) soit différentiable en 6, , uniformément en t pour
tout t € [r]g et que G(0) = [, g(t,0)dst pour 6 dans un voisinage de 6y et [; go(t,00)dgst
existe. Alors G(6) est dérivable en 6 avec G' (6 ) = [I go(t,00)dst.

Preuve : Puisque g(t, - ) est différentiable en 6y uniformément en t, alors pour tout € > 0,
il existe § > 0 tel que pour tout t € [r|z et pour 0 < |6 — y| < 0, les inégalités suivantes

sont vraies :

9(t,0) ~ g(t,00) :
—gp(t,0
G(6) = G(6y) o)
=g \\/\ 2 — golt, b0)|dst
sOT—SOd’Bt_g

C’est pourquoi G( +) est dérivable en 0y et G'(6y) = [ ga(t, 00)djt.
U

Suite & [15], Lemme 4.3, nous montrons que leurs résultats sont valables pour notre fonc-

tion générale [(t).

Lemme 1.27 : Posons que f : I — X, g : [ — R sont des fonctions f-intégrables sur I.
Si|lf(®)| < g(t) pour tout t € [a,b]s , a, b € I et a < b, alors pour x, y € [a,b]s ,

X < 59 <y, ona

| swastl < [ gty (1.22)

I swdstl < = [ gtydat. (1.23
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et

| [ st < [ g0 (1.24)

Par conséquent, si g(t) > 0 pour tout t € [a,b]s , alors les inégalités [¥ g(t)dst > 0 et
[¥ g(t)dst > 0 sont valables pour tout x, y € [a,blg , z < sp < y.

Preuve : Puisque y > sg , alors 8571 (y) < 8*(y), k e Ny , y € [a,b]5 ,

[ s0datl < 363 ) - # IS E W)

kO

Z (B(y) — B (y)9(B*(y))

— / £)dst.

De méme, nous pouvons prouver ’équation (1.23). De plus, si x, y € [a,b]s et © < 59 < v,
alors il existe k1 , ko € N tels que x = 3% (a) et y = g~ (b) .

Nous concluons que

[ st = 1| 315 ) — B @) FEW)) — 310 (@) — 44 @)g(3 @]

k=k1 k=k>

< () = ISR )] - () — B )

< f: (B4 () — BFR1 () g (4 (1)) — f: (B2 (2) — B4+ (2))g (84 ()
= [Cathdst — [ gzt
= y g dﬁt

En mettant f(t) = 0 dans (1.22) et (1.24) on obtient

Y g(t)dst = 0 et [Y g(t)dst > 0.

O
Lemme 1.28 : Soit f: [ — X et g: [ — R est S-différentiable sur I.
Si||Dgf(t)]| < Dp g(t), t € [a, b, a, b € Iet a<b, alors
1 () = f(@)]l < g(y) — g(=), (1.25)

pour chaque x, y € [a,b]z , x < so < .

Preuve :
Supposons que ||Dgf(t)]] < Ds g(t), t € [a,b]s , a, b € I, a < b. Par le théoreme 1.23 et
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le lemme 1.22 on obtient

IJ7 Dsf()dst| < [ Dag(t)dst,

qui conduit a

1f(y) = f(@)]] < g(y) — g(x).

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théoreme 1.15.

Preuve : (Du théoreme 1.15) définissons la fonction g par g(t) = sup,cr|| Daf(7)||(t - x).

Nous avons : Dy g(t) = supser [ Daf ()| > supseuap, | Daf (D]l = 1Daf O . t € [a,b]s
Alors, d’apres le lemme 1.28

1f(y) — f(@)]| < g(y) — 9(x) = supser|| Dp f () |(y — ).
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Chapitre 2

Equations aux g-différences

2.1 Les [-fonctions exponentielles et les S-fonctions

trigonométriques

Définition 2.1 ([5]) : Les S-fonctions exponentielles e, g4y et E, gy sont définies par

1
o) = I T () (3 = D) (2.1
et
Byp(t) = IESo[1 + p(85(O)(B* () — B ()] (2.2

Les deux produits dans (2.1) et (2.2) convergent vers un nombre non nul pour tout t € I
puisque 322 [p(8%(t))(B%(t) — BF1(t))| est uniformément convergente d’apres le théoréme
1.3. Pour le cas ou p est une fonction constante p(t) =z,z € Cet B(t) = qt + w, w >0
et q € (0; 1), on obtient la fonction exponentielle de Hahn[5]. De (2.1) et (2.2) on a :

€p.8 (t) - E*plyﬁ(t) )

Théoréme 2.2 : Les f-fonctions exponentielles e, 5(t) et E, 5(t) sont solutions uniques

d’équations aux [-différences du premier ordre

Dgy(t) = p(t)y(t); y(so) = 1; (2.3)

et
Dgy(t) = p(t)y(B(1)); y(so) = 1; (2.4)

respectivement.

Preuve : Comme e, 3(t) et E,s(t) sont les solutions d’équations aux [-différences du
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premier ordre ci-haut citées et y(sg) = 1, alors e, 3 (s0) = Eps (o) = 1. On a

Dy = )~
1 [ 1 - 1 |
CB(t) =t IS [1 — p(BRL () (BEF(E) — BEF2(t))  IS[1 — p(BF(2))(BR(t) — BEH1(t))
_ p(t)
IR [1 = p(BE())(BR () — BR(1))]
= p(t)eps(t)-

De méme, nous voyons que E, 3(t) est une solution de (2.4). Enfin, pour prouver le ca-

ractere unique de la solution e, 5(t), soit x(t) une autre solution de (2.3). on a :

z(t) \ _ epp(t)Dpz(t)—z(t)Dgep p(t) _
8(Gu®) = " gatasea) - =0, tel

2(t) _ ost une fonction constante et —2L_ — _z(s0)
B ep,a(t) ep,5(s0

x(t) = e, g(t) pour tout t € I. De méme E, 5(t) est I'unique solution de (2.4).

D’apres le lemme 1.8, y = 1 c’est-a-dire

Considérons 1’équation linéaire non homogene aux [-différences du premier ordre

Dgy(t) = p(t)y(t) + f(t);y(s0) = yo € X. (2.5)

Théoréme 2.3 : Soit f : I — X une fonction continue en sy. Alors

o(0) = ens®on + [ FTVE5(3(7))dsr) (2.6)

est une solution de I’équation (2.5).

Preuve : Nous avons

Dgy(t) = Dgepp(t)yo + Dgep p(t) / : F)Ep5(B(7))dsT + e 5(B() f (1) E—p,p(5(1))

= p(t)eps(t)yo + p(t)eps(t) /t F(T)E_,5(B(7))dsT + f(1)

=pO)y(t) + f(1).

De plus, y(s0) = yo.

Dans les deux théorémes suivants, nous introduisons quelques propriétés importantes du

[S-fonction exponentielle.

Théoreme 2.4 : Soit p : | — C une fonction continue en sq. Alors les propriétés suivantes
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sont vraies :
(i) epp(B() = [1 4 (B(t) = )p(D)]epp(t), t € 1
-- 1y —p@)
(i) Ds () = sy
(iii) - ; @ ©st I'unique solution de I'équation aux différences du premier ordre
P,

—p(t)ep5(t)

Davlt) = = 5(0)

y(),  ylso) = 1. (2.7)

Preuve : (i) A partir de la définition de Dg , on a

(ii)D’apres le théoreme 1.6 (ii), on obtient

L =Dsepplt) =)
Do) = e ens(BO) ~ eppBE)

1
ep,5(50)
de (2.7). Pour montrer que la solution est unique, supposons que X(t) soit une autre

(iii) Nous pouvons voir que = 1. Par la partie (ii), on obtient - ( 7y est une solution

solution de (2.7), alors

Dp(a(t)eps(t)) = x(t) Dpepp(t) + Dpz(t)ep5(5(1))

ey Pt
= 2 (Op(D)ens(8) — & B D)o (0(0)) = 0.

1

Par conséquent, x(t)e,s(t) = 2(s0)ep5(s0) = 1. Done, x(t) = - R
P,

O

Théoréme 2.5 : Supposons que p; q : I — C sont des fonctions continues en sg. Puis

les propriétés suivantes sont vraies :

i # = - t

W) oom € s

(11)6136( )€q,5(t) = €pp)+ (B0 -p®att+a®].8(1),

ep s(t) _
(i) 20 S, 5(0)

Preuve : (i) Clairement e 5(t) est une solution de I'équation (2.7), alors
P

1 0
=€ — .
eps(t) T
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(ii) Nous avons

Dg(eps(t)eqs(t)) = Dpeps(t)eqs(t) + eps(B(t)) Daeqp(t))

= p(t)ep,a(t)eqs(t) + a(t)ep,s(B(t))eq,s(t)

= p(t)ep,a(t)eqs(t) + a(t)eqs(t)[1 + (B(t) — t)p(t)]eps(t)
= [p(t) + (B(t) — )p(t)q(t) + q(t)]ep 5(t)eqs(t),

(iii) Ceci est une conséquence de (i) et (ii).

Définition 2.6 ([5]) : Les S-fonctions trigonométriques sont définies par

Cipp(t) + e_ips(t) Cipp(t) — e_ips(t)

COSP»B(t) - 2 I Sinp,ﬁ(t) = 22 ) (28)
Eips(t) + E_ip(t) . Eipp(t) — E_ips(t)
Cos,5(t) = s ) P, , Singg(t) = ps(t) 5 AT (2.9)

Il est connu que : epﬁ(t) = m , epﬁ(so) =1, Ep,B(SO) = 1.

Théoréme 2.7 ([?]) : Soit z € C une constante. Alors la fonction ¢(t) définie par

P(t) = 332, 2*a(t) est I'unique solution du S-probléme de valeur initiale du premier

ordre
Dgy(t) = 2y(t), y(so) = 1,
ou
St oIS (B, B )82 5(8) = so). si k22
ag(t) = ¢ — So, s1 k=1 (2.10)

1, st k=20

avec (3, 8); = B (t) — BF(t).

Preuve : Nous prouvons par la méthode d’approximation successive. Choisissons

®o(t) =yo = 1 comme une solution initiale. En utilisant la relation ¢ 1(t) = yo +

Jeo (7. 01(7))dsT, avee f(7,0x(7)) = L322 2" é(t), k > 0, on obtient

(bl(t) =1+ S: f(T, ¢0(T))dﬁ7
=1+ /sz Z¢0<T>d57’

:1+Z(t—80).
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Encore par la méme relation , la fonction ¢(t) est donnée par

o) =1+ [ f(r, 6a(r))dar

50

1 +/t 26y ()T
12— s0) + 2 i (8% (1) — B ()(8" (1) — 50)
= L2t =)+ 28 3 (385 (0) — 30
Egalement ¢s(t) est donnée par
os(t) = 1+ [ f(r.oa(r)dar
1 +/t 2 6a(7)dyT
= L)+ 2 3 (00 (00— )+ i (0.8) 3= (0.8) 557 (0) = )
12— so) + 2 i(ﬁ B (8°(1) — 50) + 2 i (0,80l B (570) = 50

Par induction sur n, on peut montrer que :

n o0

ou(t) =14z2(t—s0)+3 2" 3> (IZB. By

L. . j=1 ]
k=2 i1,i2,i3,...,ik—1=0

)(B25=1 () — s0).

C’est pourquoi ¢, (t) — 352, 2 ax(t).

2.2 Existence et unicité des solutions

Théoréme 2.8 ([6]) : Supposons que f : R? — X est continue en (sg, y9) € R? et satisfait
la condition de Lipschitz (par rapport a y)

Hf(tayl) - f<t7y2)|| < LHyl - y?”v v(twyl)’ (t>y2) € RQ' (211)

Alors le [-probleme de la valeur initiale du premier ordre a une unique solution sur

[s0, S0 + d], ot L est une constante positive et 6 = min{a, ﬁ, 2} avec p € (0, 1).

Preuve : Nous prouvons le théoréme pour t € [sg, so+ 0] et la preuve pour t € [sg— 9, So]

est similaire. Définissons l'opérateur T par

Ty(t) =uo + | F(ry(r)dr (212)

Soit Clsy,s9+5) 'espace de toutes les fonctions continues en sy et borné sur l'intervalle

[s0,50 + 6] avec la norme supréme telle que pour y € Clg 5944 [|Ylloc = SUDtcso,50+4]
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|y(t)]|oo- Cet espace est complet. Soit S = {y € Cls.s0+4) : [|¥ — Yolloo < b}

S C Clsy,50+4) et est fermé , S est un espace métrique complet. D’abord, on prouve que
T:S— 5. Soit p € S

I76(6) ~ wll =1 || #(r.u(r)dar]
=1 [ (#p(r)) = F(7.90) + £ ) |
< [ 15mulr) = 7.0 + £l dor
< [ Uy = £+ 190l o
< [ (Llo(r) = oll + M)dsr
< (Lb+ M) /t dyT

(Lb + M)(t — s0)

<
< (Lb+ M)é.

En vue de 6 < ﬁ, Nous avons || T'¢(t) — yo|| < b, signifie que , T ¢ € S. En suite, nous

montrons que T est une application de contradiction. Soit ¢1, s € S,

I1761(8) = o0l = | [ (F(7.61(7)) = F(7,6a(r)) ]
< [ W on(r)) = (7, 0n(7))
< [ Lllor(r) = éa(r)dsr
< L6r = dalo [ dor

= L||$1 — ¢2[loo(t — 50)

Alors T est une application de contradiction.
O

Théoréme 2.9 ([16]) : Soit fi(t,y1,42) : I x [172; Si(zs, b)) — X, so € I tel que les
conditions suivantes sont remplies :

(i) Pour y; € Si(x;,b;), 1 =1, 2, fi(t,y1,y2) sont continues a t = s .

(ii) Il existe une constante positive A telle que, pour t € I, y;, 7 € Si(x;,b;), i =1, 2, la
condition suivante de Lipschitz est satisfaite : || fi(t, y1, y2)— fi(t, 51, T2) || < A2, [y — ]|

Alors il existe une solution unique du g-probléme de valeur initiale

Dayi(t) = filt, (1), yo (1)), yi(s0) = 2 € Xi=1,2,t € I. (2.13)
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signifie le vecteur transposé.

Preuve : Soit yo = (z1,72)" et b= (b1, b2)T, ot (.,.)7 signifie le vecteur transposé.
Définir la fonction f: T x [T2_; Si(zi, ;) — X x X par
Ft oy, ) = (fi(t 1, y2), fo(t y1,y2))T. 1l est facile de montrer que le systéme (2.13) est

équivalente a [-probléme de valeur initiale

Dgy(t) = f(t,y(t)), Yso = Yo- (2.14)

Puisque chaque f; est continue a t = sq, f est continue a t = sy. La fonction f satisfait la

condition de Lipschitz parce que pour y, § € [17, Si(x;, b;),

1f(t,y) = F& DN = [1fE v, 92) — f(E T, el
2
=Y\ fit i, v2) — filt, 51, G|
=1

2
<A My — il = Ally: — gl
=1

Corollaire 2.10 : Soit f(t,y1,92) une fonction définie sur I x [[7, Si(x;,b;) tel que les
conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Pour toute valeur de y; € S;(x;,b;),1 =1, 2, , f est continue a t = s .
(ii) f satisfait la condition de Lipschitz || f(t,y1,y2) — f(t, 91, Go)|| < A2, v — il
ou A >0, y;, 5; € Si(x;,b;), et t € L.
Alors |
Diy(t) = f(t,y(t), Day(t), Dy y(s0) = @i,i = 1,2, (2.15)

a une solution unique sur [sq, so + 0].

Preuve : Considérons 1'équation (2.15). Elle est équivalente a (2.13), ou {¢;(t)}2; est

une solution de (2.13) si est seulement si ¢ (t) est une solution de (2.15). Ici,

Y2, 1= 17

filt,yr,92) = .
f(t7y17y2)7 = 2.

Ainsi, par le théoréme 1.1, il existe § > 0 tel que le systéme (2.13) a une solution unique

sur [so, So + 0].

Corollaire 2.11 ([16]) : Supposons que les fonctions a;(t) : 1 — C,j =0, 1, 2 et
b(t) : I — X satisfait aux conditions suivantes :

(i)a;(t), j =0, 1, 2 et b(t) sont continues en sy avec ag(t) # 0 pour tout € I,
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(ii) Zég? est bornée sur I, j = 1, 2. Alors

~

ao(t)D3y(t) + a1 (t)Day(t) + as(t)y(t) = b(t), Dy 'y(se) = x5, 2, € X, i =1,2,  (2.16)

a une solution unique sur un sous-intervalle J C I, sg € J.

Preuve : En divisant par ag(t), on obtient

Diy(t) = Ai(t)Day(t) + As()y(t) + B(1), (2.17)

ou A;(t) = —Zf)gg et B(t) = % Puisque A;(t) et B(t) sont continues a t = s, la fonction

f(tv Y1, y2)7 définie par
f(t, ylayQ) = A1<t)y2 + Ag(t)yl + B(yj)7

est continue a t =sg. De plus, A;(t) est borné sur I. Par conséquent, il y a A > 0 tel que
|A;(t)| < A pour tout t € I. Nous voyons que f satisfait la condition de Lipschitz avec la
Constante de Lipschitz A. Ainsi , f(t,y1,y2) satisfait a la condition du corollaire 2.11 . 11

existe une solution unique de (2.16) sur J.
U

Le corollaire suivant nous donne les conditions suffisantes pour 'existence et 'unicité
d’une solution du S-probleme de Cauchy (2.14).

Corollaire 2.12 : Supposons que les fonctions a;(t) : I — C,j =0, 1, ..., net b(t) :
I — X satisfait aux conditions suivantes :
(i) aj(t),j=0,1,...,net b(t) sont continues en sy avec ag(t) # 0 pour tout t € I,
(ii) a;(t) /a;(t) est borné sur I, j =1, ..., n. Alors

a0l Dy(t) + ay (D y(t) + -+ + an(B)y(t) = b(1), (2.18)
Df{ly(so) =ux; ,i=1,...,n,aunesolution unique sur un sous-intervalle J C I contenant
SO -

Preuve : En divisant par ag(t), on obtient

Diy(t) = Al(t) Dy~ y(t) + A2 () Dy~ "y(t) + ... + Au(t)y(t) = B(2), (2.19)
ou A;(t) = —Z;—Eg et B(t) = %2) Puisque A;(t) et B(t) sont continues a t = s¢, la fonction

[t y1, 2, .0y, ), définie par

Fty,yo, o yn) = AL(6)DE y(t) + A () D5 2y(t) + ... + An(t)y(t) + B(1),
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est continue a t =so. De plus, A;(t) est borné I. Par conséquent, il y a A > 0 tel que
|A;(t)| < A pour tout t € I. Nous voyons que f satisfait la condition de Lipschitz avec la
constante de Lipschitz A. Ainsi , f(t,y1,y2, ..., Yn) satisfait la condition du corollaire 2.12.

Il existe une solution unique de (2.18) sur J.

2.3 Equations aux g-différences linéaires d’ordre su-

périeur
Considérons I’équation aux (-différences linéaire homogene d’ordre n

ao(t) D3y(t) + ar () D5 y(8) + . + an 1 () Day(t) + an (E)y(t) = 0, (2.20)

ot les coefficients a;(t), 0 < j < n, sont supposés satisfaits aux conditions du corollaire
2.12. L’équation (2.20) peut s’écrire L,y = 0, ou
Loy = ao(t)Dy(t) + ai(t) D5~ y(t) + ... + an-1(t) Dgy(t) + an(t)y(t).

Le lemme suivant est une conséquence immédiate du corollaire 2.12.

Lemme 2.13 : Si la fonction y est une solution de 1’équation homogene (2.20) telle que
y(so) et Dgy(so)= 0, so € I , alors y(t) = 0 pour tout t € J.

Preuve : Par le corollaire 2.12, si z; = 0, i=1,2 dans le f-probléeme de valeur initiale
(2.16), lequel a une solution unique sur J, alors y tel que y(t)=0 pour tout t € J est une
solution unique d’équation aux (S-différences (2.14), lequel satisfait les conditions initiales

données y(so) et Dgy(so)= 0.
U

Théoréme 2.14 : L’équation linéaires homogenes d’ordre n aux [-différences (2.20) est

équivalente au systeéme linéaire homogene du premier ordre de la forme Dgy(t) = A(t)y(?),

0 1 e 0
hn .
ouny=1|:|et A= '
0 0 1
Yn _Gn Gl a1
ag ao ao

Preuve : Soit
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nh=y,
Y2 = Dﬂy7
(2.21)
yn—1 = D%y,
Yn = Z_ly
p-différenciant (2.21), on a
Dgy = Dgyr, D3y = Dgya, ..., D'y = Dgyn—1, Dy = Dgyn. (2.22)
Alors
Dgyr = y2, Dgy2 = ys,- -+, DgYyn—1 = Yn- (2.23)
Puisque ag(t) # 0 sur J, (2.20) équivaut a
n _an(t) an—1(t) ai(t) yn—1
Dﬁy_- ao(t)y_ ao(lt) Dﬁy—-.—a(l)(t)Dﬁ y
de (2.21) et (2.22), on a
an(t) an—1(t) a(t)
Dpgy = — Y1 — Yo — — Yn- 2.24
PO w2 wl 220
En combinant (2.23) et (2.24), on obtient
D,Byl = Y2,
D,ByQ = Vs,
(2.25)
Dgiyn—1 = Yn,
an(t) a1 (t) ai(t)
Dgy = — Y1 — Yo — o — Yn.-
g at)” aolt) 7’ ao(t)
Ceci est équivalent a I’équation vectorielle aux [-différences linéaire homogene
Dgy(t) = A(t)y(t). (2.26)

Théoréme 2.15 : Considérons 'équation (2.20) et le systeme correspondant (2.26). Si f
est une solution de (2.20) sur J, alors ¢ = (f, Dgf, - - ,Dg_lf)T est une solution de (2.26)
sur J. Inversement, si ¢ = (¢1, -+, ¢,) est une solution de (2.26) sur J, alors sa premiere
composante ¢; est une solution f de (2.20) sur J et ¢ = (f, Daf,--- ,Dg’lf)T .



Calcul variationnel aux S-différences 26

Preuve : Supposons que f vérifie I'équation (2.20). Alors
Qo) DS (1) + -+ + an 1 () Daf (1) + an(t) f(2) = 0, € J. (2.27)
Considérerons

O(t) = (61(t), -+, du(t))" = (F(8), Dsf(t),- - . D5~ f(1))" (2.28)

De (2.27) et (2.28), on a

Dsr(t) = ¢2(1),

Dpsa(t) = ¢5(1), (2.29)

Dﬁ¢n—1(t) = gbn(t)a

Dp(t) = =201 (1) — 2=y () — - - — 20, (1).
La comparaison de (2.29) avec (2.24), ¢, définit par (2.26), satisfait le systeme (2.24). A

I'inverse, supposons que ¢(t) = (¢1(¢), -+ , ¢, (t))7 satisfait le systeme (2.24) sur J. Alors
(2.29) est valable pour tout t € J. Les n — 1 premiéres équations de (2.29) donnent

Pa(t) = Dpn (),
¢s(t) = Dpga(t) = D (1),

On(t) = D1 (t) = Din—a(t) = ... = D 1 (t). (2.30)

Et donc

Dypn(t) = Dj¢1(t). La derniere équation de (2.29) devient

ao(t) D31 (t) + ar(t) D5 o1 (t) + ... + an—1(t) D1 (t) + an(t)pr(t) = 0.

Ainsi ¢, est une solution f de 1’équation (2.20); et de plus, (2.20) montre que
o(t) = (f(t), Daf(t), ... D5 f(1)".

Définition 2.16 : (Un ensemble fondamental) Un ensemble de n solutions linéairement
indépendantes du nieme ordre d’équation aux f-différences linéaire homogene (2.20) est

appelé un ensemble fondamental d’équation (2.20).
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Théoréme 2.17 : Toute solution arbitraire y de 1’équation aux [-différences linéaire
homogene (2.20) sur J peut étre représenté comme une combinaison linéaire appropriée

d’un ensemble fondamental de solutions y, ..., y, de (2.20).

Nous nous intéressons maintenant a la construction de 'ensemble fondamental des solu-

tions de I’équation (2.20) lorsque les coefficients sont constants.

L’équation (2.20) peut s’écrire sous la forme

Lyy(t) = agDjy(t) + a1 Dy~ y(t) + -+ - + any(t) = 0, (2.31)

ot a; , 0 < j < n, sont des constantes. D’apres le théoreme 2.15, I'équation (2.20) est

équivalente a un systeme

DsY (1) = AY (1), (2.32)

ou
0 1 0
A—
0 0o .- 1
ag aop ao

Le polynéme caractéristique de I’équation (2.20) est donné par

P(A) = det(\ — A) = ap\" + ax A" + ..+ ap, (2.33)

ou I est la matrice carrée unitaire d’ordre n,\; , 1 <17 < k , sont des racines distinctes de

p(A) = 0 de multiplicité m;, de sorte que Y_3,_; m; = n.
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Chapitre 3
Calcul variationnel aux (-différences

Dans ce chapitre, nous discutons quelques concepts fondamentaux du calcul variationnel
aux [-différences comme la [-équation d’Euler-Lagrange, le S-probleme isopérimétrique,
le S-probleme de Lagrange et le S-probléemes du contrdle optimal.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probleme d’extremum conditionnel pour la

fonctionnelle suivante

Ty()) = [ Fle,y(a), Day(a), . Dyy(a))dsa (3.

sous les contraintes de fronticres

(3.2)
D~ 'y(a) = D~ y(b) = ca,
o £(5(a)) — (@)
X — x
Dgf(x) = B =z (3.3)
3.1 La (j-équation d’Euler-Lagrange
On considere la fonctionnelle S-intégrale,
b
Iy@) = [ Fla,y(x), Dyy(a). .. Dy(a))dsa. (3.4)

Ici la fonction F'(z, yo(x), ..., yn(2)) est supposée admettre ses dérivées partielles premieres

relativement a tous ses arguments.
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Soit E I'espace linéaire de fonctions y(x) (b < = < a) dans lesquelles est définie la norme

| y |I= mazo<i<k(Maz ey, Dyy(x)) (3.5)

et soit E' la variété linéaire des fonctions appartenant a E et satisfaisant aux contraintes
en (3.2). Nous étudions le probléme d’extremum pour la fonctionnelle J, sur la variété E'.

On calcule d’abord la premiére variation de la fonctionnelle J sur la variété linéaire E :

$(y(a), () =5 T(y(2) + th()) i

= CZ/:[F(%,Z/(J:) +th(z), Dgy(x) + tDsh(x), ..., Diy(x) + t D5 ()] dsa =
= Z:O/ab[Fi(xa y(z), Dgy(x), ..., Dgy(x))D};h(x)]dﬁx

(3.6)

OF

F, =
0yi

(F" = F(z,Y0, - Yk))- (3.7)

La variation dépend d’une fonction arbitraire h(x). Puisque la variation est effectuée sur
la variété linéaire E' | h(x) est tel que y(x) + th(x) appartient aussi & la variété linéaire

/ . . . . .
E' et satisfait en particulier aux contraintes

h(a) = h(b) =0,
Dﬂh(a) = Dgh(b) = 0,

(3.8)

Dish(a) = Dh(b) = 0.

De la relation Dg(fg)(x) = f(B(x))Dgg(x) + g(x)Dgf(x), on obtient la formule de
[-intégration par parties :

Ja F(B(2)Dsg(x)dsz = (fg)(@)ls — [ Dsf(x)g(x)dsa

[ 1@ Do) = 1@ D5 9@l ~ [ D3 Dy s, (39)

En utilisant (3.8) et (3.9), (3.6) donne :

37(0(w).1(w)) = 3 [~ Dol (5™ 0). 037 (@). Doy(™ ). .. Dyl (@)D o)
- (3.10)
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Nous avons

0J(y(x), h(z)) = =iy J; DslFA(B~(2), (8" (x)), Dy(8* (), ... Dy(8~"(2))) D ' h(w)]dg

= [} S DAR ). 5 @), Dyl @) D37 3L
) (3.11)

Tres important de distinguer Dg f(ax) qui signifie ici [Dg f](ax) avec Dg|f(ax)] signifiant
Dgg(z) pour g(x) = f(ax).
Pour dériver la -équation d’Euler-Lagrange correspondante, nous avons besoin du lemme

suivant, qui constitue une S-version de ce qu’on appelle le « lemme fondamental du calcul

variationnel ».

Lemme 3.2 : Soit f € D. Alors [” f(2)h(8(x))dsz = 0 pour toutes les fonctions h € D
avec h(a) = h(b) = 0 si et seulement si f(x) = 0 pour tout x € [a,b]g .

Preuve : Il ressort clairement de la définition de la S-intégration que si f(x) = 0 pour tout
x € [a,b]s , alors [* f(x)h(B(x))dsx = 0. Pour prouver 'autre implication, supposons au

contraire qu’il existe des [ € [a,b]s tels que f(I) # 0. Nous avons les deux cas suivants.

Cas I. [ # sq¢. Alors, soit [ = f"(a) soit | = 5™(b) pour certains n € Ny. Tout d’abord,

supposons que [ = 3"(a)) pour un certains n € Ny . Définir

h(z) =

{ﬂmwmw 12

0, stnon

Clairement, h € D avec h(a) = h(b) = 0. Alors
Ja F(@)h(B(x))dsa = [, f(@)h(B(x))dsx — [5 fx)h(B(x))dsa

= (1 - B0 £ 0.

Cas II. [ = sg. Soit f(sp) # 0 et sans perte de généralité, supposons que f (so ) > 0.
La continuité de f en s¢ implique lim, - f(8"(a)) = lim,—f(8"(b)) = f(s). Par
conséquent, il existe ng € N tel que f(8"(a)) > 0 et f(5"(b)) > 0 pour tout n > ng . Si
so ¢ {a,b}, on définit h par :

f(B"(a)),z = " (a) Vn > ngy
h(z) = { F(B"(b)),x = B+ (b) ¥ > ng (3.13)

0 stnon
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Alinsi,
Ja F@)h(B(x))dsa = 52, (B™(0) = B (D)) [2(B™(b) — Y02, (8" (a) = B (a)) f*(8" ()

Pour sy = ¢, on définit h par

) - {f(ﬁ“(b», v = 1) ¥n > o 510
0, sinon
Donc,
2 f@)h(B(x))dsz = £02,, (B™(b) — BHL(b)) f2(B™ (b)) # 0.
O

Remarquons ensuite que (3.12) s’écrit sous la forme 6.7 (y(z), h(z)) = I(f) = [* f(x)h(B(x))dsz

Ainsi, la condition nécessaire pour le probleme extrémal (3.1)- (3.3) s’écrit

n

> (1) DEF(B7 (2), (B~ (2)), Day (B (x)), -, Dy (B~ (2))] = 0. (3.15)

0

Diy(a) = Diy(b) = ¢;, i= 0,1,....n-1.

Pour n = 1, par exemple, on a respectivement :

Fy(w,y(x), Dgy(x)) — D[P (5™, y(87 (2)), Dey(B~' (2))] = 0 (3.16)

y(a) =y(b) = co.
(3.15) est la S-équation d’Euler-Lagrange correspondant a la S-intégrale (3.4).

3.2 Applications

3.2.1 Le p-probleme isopérimétrique

Supposons qu’il soit nécessaire de trouver I'extremum de la fonctionnelle

T(@) = [ 7.0 Day(e), . D), (3.17)
Diy(a) = Diy(b) = ¢;i=1,..,n— 1 (3.18)

sous les contraintes
Tota)) = [ (7 ula), Dayla), . Djy(a)dse = (3.19)

1=1,...,m.

Pour résoudre ce probleme, nous devons considérer les généralités suivantes. Soient J(y)

et Ji(¥), . . ., Jm(y) des fonctionnelles différentiables sur I'espace normé E, ou sur sa
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./ / / /7 N .
variété E . Nous avons le théoreme suivant :

Théoréme 3.4 [7] Si une fonctionnelle J(y) atteint son extremum au point g sous les
conditions supplémentaires J; (y)=c¢; ,i=1,2,3,....m et § n’est un point stationnaire pour
aucune des fonctionnelles .J; (6(J;(7,h) # 0,4 = 0,1,...,m identiquement) tandis que
les fonctionnelles (5ji(i:1,...,m) sont linéairement indépendantes, alors ¢ est un point

stationnaire de la fonctionnelle J ->77", \;J; ot les \; sont des constantes.

Ainsi par ce théoréme, la condition extrémale nécessaire pour la fonctionnelle J(y) sous
les contraintes supplémentaires J; (y)= ¢, i=1, ..., m, vérifiant les conditions du
théoreme, est donnée par I’équation (3.15) avec

m

F=f=3 \J (3.20)

Il s’agit d’une équation aux S-différences d’ordre 2n contenant m parametres inconnus.Elle
est en principe, résolue de maniere unique sous les 2n contraintes aux limites et les m

conditions supplémentaires.

3.2.2 Le p-probleme de Lagrange

Supposons maintenant qu’il soit nécessaire de trouver I'extremum de la fonctionnelle

J(yi(z), ..., yn(z)) = /ab flz,y1(x), ...y yn(2), Dayr (), ..., Dayn(x))dsz (3.21)
sous les contraintes

Fiz,y1(x)y ooy Yn(2), Dyr (), ..oy Dgyn(x)) = 0,0 =1, ...,m;m < n,

yi(a) = y;(b) = ¢i,i=1,...,n. (3.22)

Ce probleme peut étre transformé en [-probleme isopérimétrique comme suit : Tout
d’abord, multipliez chaque iéme équation de (3.22) par une fonction arbitraire \;(x) définie

comme tout le reste sur L = [a, ..., b puis appliquer la S-intégration sur L sur le résultat :

- b .
T @)@ = [ N0 (@), @), Doy (), Do)z =0 (3.23)
i=1,...,m

La question restante est celle de savoir si les deux contraintes (3.22) et (3.23) sont équiva-
lentes. La réponse est oui puisque évidemment de (3.22) découle (3.23). Enfin, c’est par le

lemme fondamental du f-calcul variationnel (voir Lemme 3.1) que (3.22) suit de (3.23).
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3.2.3 Le p-probleme du contrdle optimal

Supposons qu’on lui donne une équation aux [-différences a n dimensions du type

Oz, y(x), Dgy(x), -, Dgy(z),u(x)) = 0. (3.24)

L’équation est dite contrdlée, u(x) et y(x) la fonction de contrdle et la trajectoire de
controle, respectivement. Soit J(y(x), u(x)) une fonctionnelle S-intégrale contrdlée dans

le sens ou cela dépend de la fonction de contrdle u(x) :

Ty(@),u@)) = [ £ y@) Day(e), . Do), u(w) s (325)

Le B-probléme du controle optimal consiste en ce que parmi toutes les fonctions de controle
admissibles u(x) pour laquelle la solution correspondante de I’équation aux [-différences

dans (3.15) satisfait les conditions aux limites
Déy(a) = Dgy(b) =¢,i=1,2,...,n—1. (3.26)

Trouver ce probleme pour lequel la solution en question est un extremum pour la fonction-
nelle dans (3.25). Pour cela, il convient de réduire I’équation aux S-différences (3.24) au
systéme d’équations aux [-différences du premier ordre de rang n (supposons que I’équa-

tion (3.24) puisse étre résolue en rapport avec Djy()) :

Soit
21 = y(m)v
Ry = Dﬁy(m)a
Zn = Dgily@;)
et
21
z =
Zn

(3.24) et (3.26) peuvent s’écrire simplement

Dpz(x) = fO(x, 2(x), u(x)),
(3.27)

et la fonctionnelle dans (3.25) prend la forme

~ b
J(z(x),u(z)) :/a f(z, z(x), u(x))dsz. (3.28)

Notons au passage que les algorithmes d’évaluation de f° et f sont élémentaires . Ainsi
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suite au S-probleme de Lagrange, notre extremum probléme consiste a trouver I'extremum
du fonctionnelle sous les contraintes ci-dessous (remarquez que comme il n’y a pas toute

dérivée de u(x), aucune contrainte de limite n’est nécessaire) :

o b ~
J(y(z),u(z)) = /a {f (2, 2(2), u(z)) = M2)[f*(2, 2(2), u(x)) — Dg2]}dsa (3.29)
z(a) = z(b) = C.

D’apres (3.16), le S-systeme d’Euler-Lagrange correspondant s’écrit

(f: = A@)f2) = Ds[A(B ()] = 0,
(3.30)
En combinant (3.30) avec la premiére équation dans (3.27), nous concluons que la solution

du probleme satisfait le systeme :

Dgz = H)\,
Ds[\(B~!(2))] = —H., (3.31)
H, =0,
H(z,z, \u) = —f(z,z,u) + Mz) f(z, 2,u). (3.32)

Vu les similitudes du probleme posé et de la formule obtenue (équations (3.31)- (3.32)),
avec leurs analogues en controle optimal continu, on peut dire que nous avions affaire
avec une (-version d’une des versions du « principe du maximum » [?, ?]. Ainsi nous pou-
vons faire référence & H dans (3.32) comme la g-fonction de Hamilton-Pontriagyn, (3.31)
comme le [-systeme de Hamilton-Pontriagyn. Rappelons que la référence a Pontriagyn
est liée a le « principe du maximum » dans [16], celui de Hamilton est 1ié au fait que dans
le cas du calcul pur de variation (la fonction et le systeme de controle ne sont pas présents
explicitement), les §-systémes de Hamilton et de Hamilton-Pontriagyn sont équivalents

(voir la sous-section suivante pour la [-situation).
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3.2.4 Interconnexion entre le S-calcul variationnel, le S-probléeme

du contréle optimal et le S-systeme de Hamilton

Ici, nous voulons montrer que pour le cas le plus simple de recherche de I'extremum de la

fonctionnelle

b
Iy@) = [ Fly(e), Day(a)dsa,

y(a) = y(b) = co. (3.33)

Les trois types de problemes sont équivalents a la g-équation d’Euler-Lagrange, les (-
systeme de Hamilton-Pontriagyn et -systéeme de Hamilton. Nous montrons cela en trois

étapes :

a)Nous montrons d’abord comment obtenir le S-systéeme de Hamilton a partir de la (-

équation d’Fuler-Lagrange.

Pour la fonctionnelle (3.33), la S-équation d’Euler-Lagrange s’écrit

Fy(y(x), Dsy(x)) — Ds[Fi(y(B~"(x)), Ds(y(8~"(x))] = 0. (3.34)
Soit
Az) = Fi(y(z), Dgy(z)), (3.35)
et
H = —F + \z)Dgy. (3.36)

Alors on obtient de (3.33),(3.35) et (3.36) le B-systeme de Hamilton

Dgy = +H,(y(z), A, Dgy),
(3.37)

Dg[A(B™'2)] = —H,(y(2), A, Dgy).
b) Pour obtenir le S-systéme de Hamilton-Pontriagyn & partir du S-systéme de Hamilton

(3.37), il suffit supposer que u(x) = Dgy(x) est I"équation de contrdle pour 1'équation

initiale non controlée donnée le probléeme extréme. Dans ce cas, (3.37) donne

Dﬁy = +H>\(y($)’ >‘7 u(x))>
(3.38)

Ds[MB~ )] = —Hy(y(2), A, u(x)),

avec

H(y(x), \(z), u(x)) = —F(y(x), u(z)) + A(z)u(z), (3.39)

p-fonction de Hamilton-Pontriagyn, et de (3.35) nous obtenons la troisieme équation de
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(3.31) :

H, = 0. (3.40)

c¢) Enfin nous montrons comment obtenir la S-équation d’Euler-Lagrange (3.34) a partir
du S-systéme de Hamilton-Pontriagyn (3.38) - (3.40). D’apres (3.39) et (3.40), on a

Az) = Fi(y(x), u(z)) = Fi(y(z), Dgy(x)). (3.41)

tandis qu’a partir de (3.38) on obtient

Ds[MB~H(2))] = Foly(2), u(z)) = Fo(y(x), Dsy(x)). (3.42)

Finalement, (3.41) et (3.42) donnent la S-équation d’Euler-Lagrange (3.34).
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons introduit le calcul variationnel d'un opérateur général Dg
dans le but de généraliser le calcul variationnel basé sur la dérivée aux différences et le
calcul variationnel basé sur la dérivée aux g-différences.

La B-Equation d’Euler-Lagrange, le S-probléeme isopérimétrique, le S-probléeme de La-

grange et le S-probléeme du controle optimal ont été étudiés.
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