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Résumé

Nous développons un calcul variationnel aux problèmes d’extremum conditionnel basé sur
l’opérateur général aux β-différences

Dβf(t) = f(β(t))− f(t)
β(t)− t , β(t) 6= t

introduit par Hamza et Al [2].

En particulier, nous obtenons des conditions d’optimalité pour des problèmes variation-
nels généralisés tels que le β-problème isopérimétrique, le β-problème de Lagrange, et le
β-problème de contrôle optimal obtenus pour le calcul aux différences et aux q-différences.

Mots-clés : β-Calcul variationnel ; β-Équation d’Euler-Lagrange ; β-problème isopérimé-
trique ; β-problème de Lagrange ; β-problème de contrôle optimal et β-système de Hamil-
ton.

Abstract
We develop a variational calculus for condional extremum problems based on the general
β-difference operator

Dβf(t) = f(β(t))− f(t)
β(t)− t , β(t) 6= t

introduced by Hamza et al [2].
In particular, we obtain optimality conditions for generalized variational problems such as
the β-isopermetric problem, the β-Lagrange problem and the β-optimal control problem
obtained for the difference and q-difference calculus.

Keywords : β-Variationnal calculus ; β-Euler–Lagrange equation ; β-isoperimetric pro-
blem ; β-Lagrange problem ; β-optimal control problem and β-Hamilton system.
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Avant-propos

Ce mémoire rentre dans le cadre de l’obtention du diplôme de master en mathématiques
fondamentales et appliquées. Il étudie le calcul variationnel aux β-différences.

Les conditions d’optimalité pour des problèmes variationnels généralisés tels que le β-
problème isopérimétrique, le β-problème de Lagrange, et le β-problème de contrôle optimal
pour le calcul aux différences et aux q-différences ont été obtenus.

Ce mémoire est d’importance car il généralise le calcul variationnel classique, basée sur
la dérivée et l’intégrale classique dont le premier est le calcul variationnel classique basé
sur la dérivée aux différences et le deuxième est le calcul variationnel basé sur la dérivée
aux q-différences.
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Introduction

Dans ce travail, nous faisons une nouvelle généralisation du calcul variationnel classique,
basée sur la dérivée et l’intégrale classique.
La première généralisation du calcul variationnel classique consistait au calcul variationnel
basé sur la dérivée aux différences définie dans [11] :

Df(t) = f(t+ 1)− f(t). (1)

La deuxième généralisation était basé sur la dérivée aux q-différences définie dans [10] :

Dqf(t) = f(qt)− f(t)
qt− t

. (2)

Une troisième généralisation est basée sur la dérivée aux q-différences non uniformes
définie dans [9] :

Df(x(z)) = f(x(q 1
2 z))− f(x(q− 1

2 z))
x(q 1

2 z)− x(q− 1
2 z)

, x(z) = z + z−1

2 , z = qs. (3)

Notre travail consiste en une généralisation qui regroupe les deux premières et est basée
sur la dérivée aux β-différences

Dβf(t) = f(β(t))− f(t)
β(t)− t (4)

de sorte que si β (t) = t + 1, elle apporte à la première généralisation et si β(t) = qt, elle
apporte à la deuxième.

Notre travail est composé de trois chapitres : le premier traite le calcul aux β-différences
dans le but d’introduire le deuxième et le troisième chapitre. Le deuxième chapitre traite
les équations aux β-différences et le troisième chapitre qui est la contribution de ce mé-
moire parle du calcul variationnel aux β-différences.
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Chapitre 1

Calculs aux β-différences

Dans ce chapitre, nous introduisons l’opérateur aux β-différences défini par :

Dβf(t) = f(β(t))− f(t)
β(t)− t (1.1)

pour tout t avec β(t) 6= t et Dβf(t)=f
′(t) quand β(t) = t à condition que f ′(t) existe dans

le sens habituel. Ici, β : I−→ I est une fonction continue strictement croissante, et f est
une fonction arbitraire définie, en général, sur un sous-ensemble I ⊂ R avec β(t) ∈ I pour
tout t ∈ I.

Tout au long de ce travail, X est un espace de Banach de norme ‖.‖, et nous le désignons
par

βk(t) := β ◦ β · · · ◦ β(t)︸ ︷︷ ︸
kfois

et β−k(t) := β−1 ◦ β−1 · · · ◦ β−1(t)︸ ︷︷ ︸
kfois

,

k ∈ N0
⋃{0} où N est l’ensemble des nombres naturels. Par commodité β0(t) = t pour

tous t ∈ I.

La fonction générale β peut être linéaire ou non linéaire. Il existe alors de nombreuses types
selon le nombre de ses points fixes dans I. Deux classes de β peuvent être considérées[4].

La première classe de β est la famille de toute fonction β qui a un unique point fixe
s0 ∈ I satisfaisant l’inégalité suivante :

(t− s0)(β(t)− t) 6 0 pour tout t ∈ I.

La deuxième classe de β est la famille de toute fonction β qui possède un unique point
fixe s0 ∈ I et satisfaisant l’inégalité suivante :

(t− s0)(β(t)− t) > 0 pour tout t ∈ I.

Les opérateurs aux différences de Hahn et Jackson [19, 8] sont des formes spéciales linéaires
d’un opérateur aux différences général Dβ lorsque β(t) = t + 1 et β(t) = qt,
q ∈ (0,1), respectivement. Ces fonctions appartiennent dans la première classe de β définie
ci-haut.
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De plus, la fonction β(t) = t + 1, appartient dans la deuxième classe.

Dans l’ensemble de ce travail, nous considérons toutes les fonctions β appartenant à la
première classe et donnons une analyse rigoureuse du calcul basé sur Dβ . Dans cette
classe, le mouvement de la séquence {βk(t)}k∈N0 est vers s0 . Chaque choix de la fonction
β donne un nouvel opérateur aux différences. Ainsi, nous pouvons obtenir une large classe
d’opérateurs aux différences.

L’avantage de cette étude est qu’elle aide et permet d’éviter les répétitions dans la preuve
des résultats une fois pour l’opérateur aux q-différences de Jackson, une fois pour l’opé-
rateur aux différences de Hahn et une fois pour tout autre opérateur aux différences basé
sur le modèle Dβ.

Nous organisons ce chapitre comme suit. Dans la section 1, nous introduisons la β-dérivée
et prouvons ses principales propriétés, notamment, la règle de la chaîne, la formule de
Leibniz et le théorème de la valeur moyenne. Dans la section 2, nous introduisons l’inté-
grale et établissons le théorème fondamental du β-calcul.

1.1 β-Différentiation

Supposons que la fonction β n’ait qu’un seul point fixe s0 ∈ I et satisfait la condition
suivante :

(t− s0)(β(t)− t) 6 0,∀t ∈ I, (1.2)

où l’égalité n’a lieu que si t = s0. Ici, I est supposé être un intervalle de la droite réelle.
Dans ce qui suit, nous introduisons deux lemmes importants pour prouver nos principaux
résultats.

Lemme 1.1 : Les affirmations suivantes sont vraies.
(i) La séquence de fonctions {βk(t)}k∈N0 converge uniformément vers la fonction constante
β̂(t) := s0 sur chaque intervalle compact J ⊆ I contenant s0.
(ii) La série ∑∞

k=0 |βk(t)− βk+1(t)| est uniformément convergente vers |t− s0| sur chaque
intervalle compact J ⊆ I contenant s0.

Preuve
(i) Soit J = [a, b], s0 ∈ J. Si t ∈ [s0, b], alors la condition (1.2) implique βk+1(t)6 βk(t) pour
tout k ∈ N0. Ainsi, la séquence {βk(t)}k∈N0 est décroissante jusqu’à la fonction constante
β̂(t) = s0 . D’après le théorème de Dini, {βk(t)}k∈N0 converge uniformément vers la
fonction constante β̂(t) sur l’intervalle [s0, b]. De même, on peut prouver sa convergence
uniforme sur [a, s0 ]. Par conséquent, la séquence {βk(t)}k∈N0 converge uniformément sur
l’intervalle J = [a, b].

(ii) On applique le théorème de Dini à Sn(t) = ∑n
k=0(βk(t)− βk+1(t)), n = 1, 2, . . . à la

fois sur [s0 , b] et [a, s0 ] pour obtenir le résultat souhaité.
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�

Lemme 1.2 ([2]) : Si f : I −→ X est continue en s0 , alors la suite {f(βk(t))}k∈N0 converge
uniformément à f(s0 ) sur tout intervalle compact J ⊆ I contenant s0 .

Théorème 1.3 : Si f : I −→ X est continue en s0 , alors la série∑∞
k=0 ‖(βk(t) − βk+1(t))f(βk(t))‖ est uniformément convergente sur tout intervalle com-

pact J ⊆ I contenants0

Preuve : Soit J ⊆ I un intervalle compact contenant s0 . D’après le lemme 1.2, il existe
k0 ∈ N tel que ‖f(βk(t)) − f(s0)‖ < 1 , ∀ t ∈ J, k> k0. Alors ‖f(βk(t))‖ < 1 + ‖f(s0)‖
pour k> k0 et t ∈ J, ce qui implique à son tour que :

|(βk(t)− βk+1(t))| ‖ f(βk(t))‖ 6 |(βk(t)− βk+1(t))|(1+ ‖ f(s0)‖) (1.3)

∀ t ∈ J, k > k0.

Considérons les deux séquences

Dn(t) =
n∑
k=0
‖(βk(t)− βk+1(t))f(βk(t))‖ (1.4)

et
Cn(t) =

n∑
k=0
|(βk(t)− βk+1(t))|(1 + ‖f(s0)‖). (1.5)

D’après le lemme 1.1(ii), Cn(t) converge uniformément vers | t − s0 | (1+ ‖ f(s0) ‖) sur
J. Par le critère de Cauchy, étant donné ε > 0, il existe n0 ∈ N tel que

‖ Cn(t)− Cm(t) ‖< ε,∀t ∈ J, n > m > n0. (1.6)

En utilisant (1.3) et (1.6), on a

‖ Dn(t)−Dm(t) ‖6‖ Cn(t)− Cm(t) ‖< ε,∀n > m > max{n0, k0}.
C’est pourquoi ∑∞

k=0 ‖ (βk(t)− βk+1(t))f(βk(t) ‖ est uniformément convergente sur J .

�

Dans ce qui suit, nous présentons un exemple de forme spéciale de β avec un seul point
fixe s0 ∈ I et satisfait à la condition (1.2).

Exemple 1.4 : β(t) := ln t + 1 qui est une fonction non-linéaire continue strictement
croissante définie sur I = [1, +∞[.
Le seul point fixe est s0 = 1. On voit que βk (t) = ln βk−1 (t) + 1, β−1(t) = et−1 et pour
t ∈ I, limk−→∞ βk(t) = 1, limk−→∞β

−k(t) =∞.
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Maintenant, nous introduisons l’opérateur aux β-différences comme suit.

Définition 1.5 : Pour une fonction f : I −→ X, nous définissons l’opérateur aux β-
différences de f comme :

Dβf(t) =


f(β(t))−f(t)

β(t)−t , t 6= s0

f
′(s0), t = s0

(1.7)

à condition que la dérivée ordinaire f ′ existe pour t = s0 . Dans ce cas, on dit que Dβ est
la β-dérivée de f en t. On dit que f est β-différenciable sur I si f ′ (s0 ) existe.

Dans ce qui suit, nous énonçons quelques propriétés de l’opérateur aux β-différences.

(i) Dβ est un opérateur linéaire.
(ii) Si f est β-différentiable en t, alors f(β(t)) = f (t) + (β(t)− t)Dβf(t).
(iii) Si f est β-différentiable, alors f est continue en s0 .

Théorème 1.6 : Supposons que f : I −→ X et g : I −→ R sont des fonctions β-
différentiables en t ∈ I. Alors :
(i) Le produit fg :I −→ X est β-différentiable en t et

Dβ(fg)(t) = f(β(t))Dβg(t) + g(t)Dβf(t)
= g(β(t))Dβf(t) + f(t)Dβg(t),

(ii) f
g est β-différentiable en t et

Dβ(f
g

)(t) = g(t)Dβf(t)− f(t)Dβg(t)
g(t)g(βt) , g(t)g(βt) 6= 0.

Exemples 1.7

1.Dβt
n = ∑n−1

k=0(β(t))n−k−1tk, t ∈ I ,n > 1.
2. Pour t 6= 0, Dβ

1
t

= − 1
tβ(t) , t ∈ I, β(t) 6= 0.

3. Si f : I −→ R2 est définie par f (t) = (t2, 2t) et β(t) = 1
2 t + 1, alors

Dβf(t) =
(−3

4t
2 + t+ 1, 2− t)

1− 1
2t

.

Lemme 1.8 : Posons que f : I −→ X est β-différentiable et Dβ f (t) = 0 pour tout
t ∈ I, alors f(t) = f (s0), t ∈ I.

Preuve :
Puisque Dβf(t) = 0, t ∈ I, alors f (t) = f (β(t)), t ∈ I. Par conséquent, f (t) = f (βk (t)),
t ∈ I et k ∈ N0 . Prenons k −→∞ et en utilisant la continuité de f en s0 , on obtient
f (t) = f(s0) pour t ∈ I.
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�

Définition 1.9 : Soit s0 ∈ [a, b] ⊂ I. On définit le β-intervalle par

[a, b]β = {βk(a); k ∈ N0} ∪ {βk(b); k ∈ N0} ∪ {s0},

et la classe [c]β pour tout point c ∈ I par

[c]β = {βk(c); k ∈ N0} ∪ {s0}.

Enfin, pour tout ensemble A ⊂ R , on définit A∗ = A \ {s0}.

Dans le lemme suivant, [a, b] est un sous-intervalle compact de I et s0 ∈ [a, b].

Lemme 1.10 : Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue en s0. Les affirmations suivantes
sont vraies :
(i) Dβ f(t) > 0 pour tout t ∈ [a, b]∗β si et seulement si f est strictement croissante sur
[a, b]β.
(ii) Dβ f (t) < 0 pour tout t ∈ [a, b]∗β si et seulement si f est strictement décroissante sur
[a, b]β .

Preuve :
Nous prouvons uniquement la première partie et la seconde peut être montrée de la même
manière. Pour la preuve de (i), supposons que Dβ f (t)> 0 pour tout t ∈ [a, b]∗β . Nous
pouvons supposer que s0 /∈ {a, b}. Nous avons a < β(a) < β2(a) < ... < βk(a) < ... <

s0 < ... < βm(b) < ... < β(b) < b.

Ensuite, en utilisant la continuité de f en s0, nous concluons que f(a)<f (β(a))< f(β2(a)) <
... < f(βk(a)) < ... < f(s0) < ... < f(βm(b)) < ... < f(β(b)) < f(b). Cela implique que f
est strictement croissante sur [a, b]β . Inversement, supposons que f soit strictement crois-
sante sur [a, b]β pour tout k ∈ N0. Si βk+1 (t) > βk (t), alors f (βk+1 (t)) > f(βk(t)), et
si βk+1 (t) < βk, alors f(βk+1(t)) < f(βk(t)). Par conséquent, Dβ f (t) > 0, ∀ t ∈ [a, b]∗β .

�

L’exemple suivant montre que la règle de chaîne ordinaire ne s’applique pas aux β-calculs ;

Exemple 1.11 : Considérons les fonctions f (t) = t2 et g(t) = 3t. Alors

Dβ(f ◦ g)(t)= 9 (β(t) + t ), tandis que
Dβf(g(t))Dβg(t) = 3 (β(3t) + 3t ).

Cela signifie que
Dβ(f ◦ g)(t) 6= Dβf(g(t))Dβg(t).
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Le théorème suivant nous donne une formule analogue de la règle de chaîne pour
le β-calcul.

Théorème 1.12 : Soit g : I −→ R une fonction continue et β-différentiable et f : R −→ X

est continue-ment différentiable. Alors il existe un point c entre β(t) et t tel que

Dβ(f ◦ g)(t) = f
′(g(c))Dβg(t). (1.8)

Preuve : Le cas t = s0 est la règle de chaîne habituelle. Le cas t 6= s0 avec
g( β(t)) = g(t) est évident puisque les deux côtés de (1.8) sont nuls. Pour t 6= s0 avec
g(β(t)) 6= g(t), on a

Dβ(f ◦ g)(t) = (f ◦ g)(β(t))− (f ◦ g)(t)
β(t)− t

= f(g(β(t)))− f(g(t))
g(β(t))− g(t)

g(β(t))− g(t)
β(t)− t .

D’après le théorème des valeurs moyennes, il existe un nombre réel η entre g(β(t)) et g(t)
tel que

f(g(β(t)))− f(g(t))
g(β(t))− g(t) = f

′(η).

Puisque g est une fonction continue, alors il existe c entre β(t) et t tel que g(c) = η.
Ainsi

Dβ(f ◦ g)(t) = f
′(g(c))Dβg(t).

�

Dans le théorème suivant, nous obtenons la formule de la nième β-dérivée du produit
fg, où l’une d’elles est une fonction à valeur réelle et l’autre est une fonction à valeur
vectorielle.

Pour n ∈ N, soit S(n)
k l’ensemble de toutes les chaînes possibles de longueur n contenant

k fois β et n - k fois Dβ . On note fDββ (t) = (Dβf)(β(t)) et fβDβ(t) = Dβ(f(β(t))), et
fΓ est définie de la même manière pour Γ ∈ S(n)

k .
Si f est n fois β-différentiable sur I, alors les dérivées d’ordre supérieur de f sont définies par

Dn
βf = Dβ(Dn−1

β f) , n ∈ N0 où D0
βf = f .

Enfin, on peut voir que

(∑
Γ∈S(n)

k

fΓDβ)(t) + (∑
Γ∈S(n)

k−1
fΓβ)(t) = (∑

Γ∈S(n+1)
k

fΓ)(t).



Calcul variationnel aux β-différences 8

Théorème 1.13 (Formule de Leibniz) : Si f et g sont des fonctions n fois β-différentiables,
alors nous avons :

Dn
β(fg)(t) =

n∑
k=0

(
∑
Γ∈S(n)

k

fΓ)(t)Dk
βg(t), t 6= s0. (1.9)

Preuve : On prouve par récurrence sur n. D’après le théorème 1.6 (i), l’énoncé est vrai
pour n =1. Supposons que (1.9) soit vrai pour n = m. Maintenant, nous prouvons que
c’est vrai pour n = m + 1. Nous avons

Dm+1
β (fg)(t) = Dβ[∑m

k=0(
∑
Γ∈S(m)

k

fΓ)(t)Dk
βg(t)]

= ∑m
k=0(

∑
Γ∈S(m)

k

Dβf
Γ)(t)Dk

βg(t) + ∑m
k=0(

∑
Γ∈S(m)

k

fΓ)(β(t))Dk+1
β g(t)

= ∑m
k=0(

∑
Γ∈S(m)

k

Dβf
Γ)(t)Dk

βg(t) + ∑m+1
k=1 (∑

Γ∈S(m)
k−1

fΓ)(β(t))Dk
βg(t)

=(∑
Γ∈S(m)

0
Dβf

Γ)(t)g(t) + ∑m
k=1(

∑
Γ∈S(m)

k

Dβf
Γ)(t)Dk

βg(t)

+ (∑
Γ∈S(m)

m
fΓ)(β(t))Dm+1

β g(t) + ∑m
k=1(

∑
Γ∈S(m)

k−1
fΓ)(β(t))Dk

βg(t)

= (∑
Γ∈S(m)

0
Dβf

Γ)(t)g(t) + (∑
Γ∈S(m)

m
fΓ)(β(t))Dm+1

β g(t)
+ ∑m

k=1[(
∑
Γ∈S(m)

k

fΓDβ)(t) + (∑
Γ∈S(m)

k−1
fΓβ)]Dk

βg(t)

=(∑
Γ∈S(m+1)

0
fΓ)(t)g(t) + (∑

Γ∈S(m+1)
m+1

fΓ)(t)Dm+1
β g(t)

+ ∑m
k=1(

∑
Γ∈S(m+1)

k

fΓ)(t)Dk
βg(t)

= ∑m+1
k=0 (∑

Γ∈S(m+1)
k

fΓ)(t)Dk
βg(t).

C’est pourquoi (1.9) est valable pour tout n ∈ N.

�

Le théorème de Rolle n’est pas en général vrai par rapport à la β-dérivative comme le
montre l’exemple suivant.

Exemple 1.14 : La fonction f(t) = 4t2 - 9t, définie dans l’exemple 1.12, est ordinairement
différentiable et donc β-différentiable sur R par rapport à β(t) = 1

2 t + 3
4 . Clairement, f

(1) = f (β(1)), mais f(t) 6= f (β(t)) à l’intérieur de l’intervalle [1, β(1)], c’est-à-dire qu’il
n’y a pas de points compris entre 1 et β(1) tels que Dβ f (t) = 0. En fait, f(t) = f (β(t))
seulement en 1 et 3

2 . Cela implique l’échec du théorème de Rolle par rapport à la β-dérivée.
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Théorème 1.15 (Théorème de la valeur moyenne) : Supposons que f , g : I −→ X sont
des fonctions β-différentiables sur I. Alors

‖f(y)− f(x)‖ 6 supt∈I‖Dβf(t)‖(y − x) (1.10)

pour chaque x, y ∈ [a, b]β , x < s0 < y, où a, b ∈ I, a 6 b.

1.2 β-Intégration

On dit que G est une β-primitive de la fonction g : I −→ X si Dβ G(t) = g (t) pour t ∈ I.

Définition 1.16 : On note Ω l’espace vectoriel de toutes les fonctions g : I −→ X qui
sont continues à s0 et disparaissent à s0 . On définit l’opérateur Tβ : Ω −→ Ω par :
Tβ(g)(t) = g(β(t)) , t ∈ I.

Soit Y = {g ∈ Ω : ∑∞
k=0 g(βk(t)) est uniformément convergente sur I}.

Nous avons besoin du lemme suivant pour prouver le théorème à suivre.

Lemme 1.17 : L’opérateur A : Y −→ Ω défini par

A(g)(t) =
∞∑
k=0

g(βk(t)) (1.11)

est l’inverse de l’opérateur I - Tβ .

Preuve : (I − Tβ)−1g(t) = ∑∞
k=0 T

k
β g(t) = ∑∞

k=0 g(βk(t)) = A(g)(t).

�

Théorème 1.18 : Supposons que g : I −→ X est continue en s0 . Alors la fonction G
définie par

G(t) =
∞∑
k=0

(βk(t)− βk+1(t))g(βk(t), t ∈ I (1.12)

est une β-primitive de g avec G(s0) = 0. Inversement, une β-primitive G de g avec
G(s0)= 0 est donnée par la formule (1.12).
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Preuve : Pour tout t ∈ I et t 6= s0 , on a :

DβG(t) = G(β(t))−G(t)
β(t)− t

=
∑∞
k=0(βk+1(t)− βk+2(t))g(βk+1(t))−∑∞

k=0(βk(t)− βk+1(t))g(βk(t)
β(t)− t

= g(t).

Pour montrer que DβG(s0) = g(s0), soit ε > 0. Par la continuité de g (t) à t = s0 , il y a
un δ > 0 tel que

‖ g(βk(s0 + h))− g(s0)) ‖ < ε, k > 0, 0 < h < δ.

Cela implique que

‖ 1
h
G(s0 + h)− g(s0) ‖6

∑∞
k=0

1
h
(βk(s0 + h)− βk+1(s0 + h)) ‖ g(βk(s0 + h))− g(s0) ‖

< ε , 0 < h < δ.

À l’inverse, supposons que G soit une β-primitive de g s’annulant en s0 . Cela implique
que

g(t) = DβG(t)

= G(β(t))−G(t)
β(t)− t

= TβG(t)−G(t)
β(t)− t

= (I − Tβ)G(t)
t− β(t) .

Alors g(t)(t− β(t)) = (I − Tβ)G(t), ce qui implique que G(t) = (I − Tβ)−1(t− β(t))g(t).
La fonction F (t) = (t−β(t))g(t) ∈ Ω et G(t) = (I −Tβ)−1F (t) . Par le lemme 1.21 on a :

G(t) =
∞∑
k=0

F (βk(t)) =
∞∑
k=0

(βk(t)− βk+1(t))g(βk(t)).

�

Définition 1.19 : Soit f : I −→ X et a, b ∈ I. Nous définissons la β-intégrale de f de a
à b par ∫ b

a
f(t)dβt =

∫ b

s0
f(t)dβt−

∫ a

s0
f(t)dβt (1.13)

où ∫ x

s0
f(t)dβt =

∞∑
k=o

(βk(x)− βk+1(x))f(βk(x)) (1.14)
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à condition que la série converge en x = a et x = b. f est dite β-intégrable sur I si la série
converge en a, b pour tout a, b ∈ I . Clairement, si f est continue en s0 ∈ I, alors f est
β-intégrable sur I.

Dans les formules intégrales (1.13) et (1.14), lorsque β(t) = qt, q ∈ (0, 1), on obtient la
q-intégrale de Jackson.

∫ b

a
f(t)dqt :=

∫ b

0
f(t)dqt−

∫ a

0
f(t)dqt (1.15)

où ∫ x

0
f(t)dqt = x(1− q)

∞∑
k=o

qkf(xqk), x ∈ I (1.16)

[14, 12, 18].

Si β(t) = qt + w , q ∈ (0, 1), w > 0, alors (1.15) et (1.16) se réduisent en intégrale de
Hahn. ∫ b

a
f(t)dq,wt :=

∫ b

w0
f(t)dq,wt−

∫ a

w0
f(t)dq,wt, (1.17)

où ∫ x

w0
f(t)dq,wt := (x(1− q)− w)

∞∑
k=0

qkf(xqk + w[k]q), x ∈ I, (1.18)

où w0 = w
1−q et [k]q = 1−qk

1−q [12, 18, 15, 3, 1].

Lemme 1.20 : Si f : I −→ X est β-intégrable sur I et a, b, c ∈ I, alors les affirmations
suivantes sont vraies :
(i) La β-intégrale est un opérateur linéaire.
(ii)

∫ a
a f (t) dβ t = 0.

(iii)
∫ b
a f (t) dβ t = –

∫ a
b f (t) dβ t.

(iv)
∫ b
a f (t) dβ t =

∫ c
a f (t) dβ t +

∫ b
c f (t) dβ t.

Par le théorème 1.18, on obtient le premier théorème fondamental du β-calcul qui s’énonce
comme suit :

Théorème 1.21([2]) : Soit g : I −→ X une fonction continue en s0 . Définir la fonction

G(x) =
∫ x

s0
g(t)dβt, x ∈ I. (1.19)

Alors F est continue en s0, DβG(x) existe pour tout x ∈ I et DβG(x) = g(x).

Corollaire 1.22 : Si g : I −→ X est continue en s0 . Alors

∫ β(t)

t
g(τ)dβτ = (β(t)− t)g(t), t ∈ I. (1.20)
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Preuve : Soit G(x) =
∫ t
s0
g(τ)dβτ, t ∈ I. D’après le théorème 1.21, F(t) est continue en

s0 et DβG(t) = g(t), ∀ t ∈ I. Alors

∫ β(t)

t
g(τ)dβτ =

∫ β(t)

s0
g(τ)dβτ −

∫ t

s0
g(τ)dβτ

= G(β(t))−G(t).

Puisque G(β(t)) = G(t) + (β(t)− t)DβG(t), alors
∫ β(t)
t g(τ)dβτ = (β(t)− t)g(t), t ∈ I.

�

Maintenant, nous énonçons et prouvons le deuxième théorème fondamental du β-calcul.

Théorème 1.23 ([2]) : Si f : I −→ X est β-différentiable sur I, alors

∫ b

a
Dβf(t)dβt = f(b)− f(a), (1.21)

pour tout a, b ∈ I.

Preuve : Nous avons

∫ b

s0
Dβf(t)dβt =

∞∑
k=0

(βk(b)− βk+1(b))(Dβf)(βk(b))

=
∞∑
k=0

(f(βk(b))− f(βk+1(b)))

= limn−→∞

n∑
k=0

(f(βk(b))− f(βk+1(b)))

= f(b)− f(s0).

De la même manière, ∫ a

s0
Dβf(t)dβt = f(a)− f(s0).

Donc,

∫ b

a
Dβf(t)dβt = f(b)− f(a),∀a, b ∈ I.

�

Le théorème suivant établit la formule de la β-intégration par parties[2].

Théorème 1.24 : Supposons que f, g soient des fonctions β-différentiables sur I et Dβ f,
Dβg toutes deux continues à s0 . Alors

∫ b

a
f(t)Dβg(t)dβt = f(t)g(t)|ba −

∫ b

a
Dβf(t)g(β(t))dβt, a, b ∈ I.
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Les deux lemmes suivants et la définition 1.25 sont fondamentaux dans l’étude du calcul
variationnel. La première est basée à l’origine sur ([17], le lemme 1.1) et la seconde sur
([13],Lemme 1.2). Les deux sont adaptés dans [1] pour le cas de la fonction de Hahn
β(t) = qt + ω, q ∈ (0,1), ω > 0. Ici, suivant [1], nous montrons que les deux lemmes sont
valables pour le cas de notre fonction générale β(t).

Définition 1.25 ([13] ) : Soit g : [r]β × ] − θ̃, θ̃[ −→ R . On dit que g(t,.) est continue
en θ0 uniformément en t si et seulement si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que |θ− θ0|
< δ implique |g(t, θ)− g(t, θ0)| < ε pour tout t ∈ [r]β.

De plus, on dit que g(t, ·) est différentiable en θ0 uniformément en t si et seulement si
pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que 0 < |θ − θ0| < δ implique

|g(t,θ)−g(t,θ0)
θ−θ0

− gθ(t, θ0)| < ε, ∀t ∈ [r]β.

lemme 1.26 : Supposons que g(t, ·) soit différentiable en θ0 , uniformément en t pour
tout t ∈ [r]β et que G(θ) =

∫ r
s0
g(t, θ)dβt pour θ dans un voisinage de θ0 et

∫ r
s0
gθ(t, θ0)dβt

existe. Alors G(θ) est dérivable en θ0 avec G′(θ0 ) =
∫ r
s0
gθ(t, θ0)dβt.

Preuve : Puisque g(t,·) est différentiable en θ0 uniformément en t, alors pour tout ε > 0,
il existe δ > 0 tel que pour tout t ∈ [r]β et pour 0 < |θ − θ0| < δ , les inégalités suivantes
sont vraies :

|g(t, θ)− g(t, θ0)
θ − θ0

− gθ(t, θ0)| <
ε

r − s0
,

|G(θ)−G(θ0)
θ − θ0

−G′(θ0)| 6
∫ r

s0
|g(t, θ)− g(t, θ0)

θ − θ0
− gθ(t, θ0)|dβt

<
∫ r

s0

ε

r − s0
dβt = ε.

C’est pourquoi G(·) est dérivable en θ0 et G′(θ0) =
∫ r
s0
gθ(t, θ0)dβt.

�

Suite à [15], Lemme 4.3, nous montrons que leurs résultats sont valables pour notre fonc-
tion générale β(t).

Lemme 1.27 : Posons que f : I −→ X, g : I −→ R sont des fonctions β-intégrables sur I.
Si ‖f(t)‖ 6 g(t) pour tout t ∈ [a, b]β , a, b ∈ I et a 6 b, alors pour x, y ∈ [a, b]β ,
x < s0 < y, on a

‖
∫ y

s0
f(t)dβt‖ 6

∫ y

s0
g(t)dβt, (1.22)

‖
∫ x

s0
f(t)dβt‖ 6 −

∫ x

s0
g(t)dβt, (1.23)
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et

‖
∫ y

x
f(t)dβt‖ 6

∫ y

x
g(t)dβt. (1.24)

Par conséquent, si g(t) > 0 pour tout t ∈ [a, b]β , alors les inégalités
∫ y
s0
g(t)dβt > 0 et∫ y

x g(t)dβt > 0 sont valables pour tout x, y ∈ [a, b]β , x < s0 < y.

Preuve : Puisque y > s0 , alors βk+1 (y) < βk(y), k ∈ N0 , y ∈ [a, b]β ,

‖
∫ y

s0
f(t)dβt‖ 6

∞∑
k=O

(βk(y)− βk+1(y))‖f(βk(y))‖

6
∞∑
k=O

(βk(y)− βk+1(y))g(βk(y))

=
∫ y

s0
g(t)dβt.

De même, nous pouvons prouver l’équation (1.23). De plus, si x, y ∈ [a, b]β et x < s0 < y,
alors il existe k1 , k2 ∈ N tels que x = βk2(a) et y = βk1(b) .
Nous concluons que

‖
∫ y

x
f(t)dβt‖ = ‖

∞∑
k=k1

[(βk(y)− βk+1(y))f(βk(y))]−
∞∑

k=k2

[(βk(x)− βk+1(x))g(βk(x))]‖

6
∞∑
k=O

(βk+k1(y)− βk+k1+1(y))‖f(βk+k1(y))‖ −
∞∑
k=O

(βk+k2+1(x)− βk+k2(x))‖f(βk+k2(x))‖

6
∞∑
k=O

(βk+k1(y)− βk+k1+1(y))g(βk+k1(y))−
∞∑
k=O

(βk+k2(x)− βk+k2+1(x))g(βk+k2(x))

=
∫ y

s0
g(t)dβt−

∫ x

s0
g(t)dβt

=
∫ y

x
g(t)dβt.

En mettant f(t) = 0 dans (1.22) et (1.24) on obtient

∫ y
s0
g(t)dβt > 0 et

∫ y
x g(t)dβt > 0.

�

Lemme 1.28 : Soit f : I −→ X et g : I −→ R est β-différentiable sur I.
Si ‖Dβf(t)‖ 6 Dβ g(t), t ∈ [a, b]β, a, b ∈ I et a 6 b, alors

‖f(y)− f(x)‖ 6 g(y)− g(x), (1.25)

pour chaque x, y ∈ [a, b]β , x < s0 < y.

Preuve :
Supposons que ‖Dβf(t)‖ 6 Dβ g(t), t ∈ [a, b]β , a, b ∈ I, a 6 b. Par le théorème 1.23 et
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le lemme 1.22 on obtient

‖
∫ y
x Dβf(t)dβt‖ 6

∫ y
x Dβg(t)dβt,

qui conduit à

‖f(y)− f(x)‖ 6 g(y)− g(x).

�

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le théorème 1.15.

Preuve : (Du théorème 1.15) définissons la fonction g par g(t) = supτ∈I‖Dβf(τ)‖(t - x).
Nous avons : Dβ g(t) = supτ∈I‖Dβf(τ)‖ > supτ∈[a,b]β‖Dβf(τ)‖ ≥ ‖Dβf(t)‖ , t ∈ [a, b]β .
Alors, d’après le lemme 1.28

‖f(y)− f(x)‖ ≤ g(y)− g(x) = supt∈I‖Dβf(t)‖(y − x).
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Chapitre 2

Équations aux β-différences

2.1 Les β-fonctions exponentielles et les β-fonctions
trigonométriques

Définition 2.1 ([5]) : Les β-fonctions exponentielles ep,β(t) et Ep,β(t) sont définies par

ep,β(t) = 1
Π∞k=0[1− p(βk(t))(βk(t)− βk+1(t))] (2.1)

et
Ep,β(t) = Π∞k=0[1 + p(βk(t))(βk(t)− βk+1(t))]. (2.2)

Les deux produits dans (2.1) et (2.2) convergent vers un nombre non nul pour tout t ∈ I
puisque ∑∞

k=0 |p(βk(t))(βk(t)−βk+1(t))| est uniformément convergente d’après le théorème
1.3. Pour le cas où p est une fonction constante p(t) = z, z ∈ C et β(t) = qt + ω, ω > 0
et q ∈ (0 ; 1), on obtient la fonction exponentielle de Hahn[5]. De (2.1) et (2.2) on a :

ep,β(t) = 1
E−p,β(t) .

Théorème 2.2 : Les β-fonctions exponentielles ep,β(t) et Ep,β(t) sont solutions uniques
d’équations aux β-différences du premier ordre

Dβy(t) = p(t)y(t); y(s0) = 1; (2.3)

et
Dβy(t) = p(t)y(β(t)); y(s0) = 1; (2.4)

respectivement.

Preuve : Comme ep,β(t) et Ep,β(t) sont les solutions d’équations aux β-différences du



Calcul variationnel aux β-différences 17

premier ordre ci-haut citées et y(s0) = 1, alors ep,β (s0) = Ep,β (s0) = 1. On a

Dβep,β(t) = ep,β(β(t))− ep,β(t)
β(t)− t

= 1
β(t)− t [

1
Π∞k=0[1− p(βk+1(t))(βk+1(t)− βk+2(t)) −

1
Π∞k=0[1− p(βk(t))(βk(t)− βk+1(t)) ]

= p(t)
Π∞k=0[1− p(βk(t))(βk(t)− βk+1(t))]

= p(t)ep,β(t).

De même, nous voyons que Ep,β(t) est une solution de (2.4). Enfin, pour prouver le ca-
ractère unique de la solution ep,β(t), soit x(t) une autre solution de (2.3). on a :

Dβ( x(t)
ep,β(t)) = ep,β(t)Dβx(t)−x(t)Dβep,β(t)

ep,β(t)ep,β(β(t)) = 0 , t ∈ I.

D’après le lemme 1.8, x(t)
ep,β(t) est une fonction constante et x(t)

ep,β(t) = x(s0)
ep,β(s0) = 1 c’est-à-dire

x(t) = ep,β(t) pour tout t ∈ I. De même Ep,β(t) est l’unique solution de (2.4).

Considérons l’équation linéaire non homogène aux β-différences du premier ordre

Dβy(t) = p(t)y(t) + f(t); y(s0) = y0 ∈ X. (2.5)

Théorème 2.3 : Soit f : I −→ X une fonction continue en s0. Alors

y(t) = ep,β(t)(y0 +
∫ t

s0
f(τ)E−p,β(β(τ))dβτ) (2.6)

est une solution de l’équation (2.5).

Preuve : Nous avons

Dβy(t) = Dβep,β(t)y0 +Dβep,β(t)
∫ t

s0
f(τ)E−p,β(β(τ))dβτ + ep,β(β(t))f(t)E−p,β(β(t))

= p(t)ep,β(t)y0 + p(t)ep,β(t)
∫ t

s0
f(τ)E−p,β(β(τ))dβτ + f(t)

= p(t)y(t) + f(t).

De plus, y(s0) = y0.

Dans les deux théorèmes suivants, nous introduisons quelques propriétés importantes du
β-fonction exponentielle.

Théorème 2.4 : Soit p : I−→ C une fonction continue en s0. Alors les propriétés suivantes
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sont vraies :
(i) ep,β(β(t)) = [1 + (β(t)− t)p(t)]ep,β(t), t ∈ I
(ii)Dβ( 1

ep,β(t)) = −p(t)
ep,β(β(t)) ,

(iii) 1
ep,β(t) est l’unique solution de l’équation aux différences du premier ordre

Dβy(t) = −p(t)ep,β(t)
ep,β(β(t)) y(t), y(s0) = 1. (2.7)

Preuve : (i) A partir de la définition de Dβ , on a

ep,β(β(t)) = ep,β(t) + (β(t)− t)Dβep,β(t)
= ep,β(t)[1 + (β(t)− t)p(t)].

(ii)D’après le théorème 1.6 (ii), on obtient

Dβ( 1
ep,β(t)) = −Dβep,β(t)

ep,β(t)ep,β(β(t)) = −p(t)
ep,β(β(t)) .

(iii) Nous pouvons voir que 1
ep,β(s0) = 1. Par la partie (ii), on obtient 1

ep,β(t) est une solution
de (2.7). Pour montrer que la solution est unique, supposons que x(t) soit une autre
solution de (2.7), alors

Dβ(x(t)ep,β(t)) = x(t)Dβep,β(t) +Dβx(t)ep,β(β(t))

= x(t)p(t)ep,β(t)− p(t)ep,β(t)
ep,β(β(t)) x(t)ep,β(β(t)) = 0.

Par conséquent, x(t)ep,β(t) = x(s0)ep,β(s0) = 1. Donc, x(t) = 1
ep,β(t) .

�

Théorème 2.5 : Supposons que p ; q : I −→ C sont des fonctions continues en s0. Puis
les propriétés suivantes sont vraies :
(i) 1

ep,β(t) = e −p(t)
1−p(t)(t−β(t)) ,β

(t),
(ii)ep,β(t)eq,β(t) = e[p(t)+(β(t)−t)p(t)q(t)+q(t)],β(t),
(iii) ep,β(t)

eq,β(t) = e p(t)−q(t)
1−q(t)(t−β(t)) ,β

(t).

Preuve : (i) Clairement e −p(t)
1−p(t)(t−β(t)) ,β

(t) est une solution de l’équation (2.7), alors

1
ep,β(t) = e −p(t)

1−p(t)(t−β(t)) ,β
(t).
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(ii) Nous avons

Dβ(ep,β(t)eq,β(t)) = Dβep,β(t)eq,β(t) + ep,β(β(t))Dβeq,β(t))
= p(t)ep,β(t)eq,β(t) + q(t)ep,β(β(t))eq,β(t)
= p(t)ep,β(t)eq,β(t) + q(t)eq,β(t)[1 + (β(t)− t)p(t)]ep,β(t)
= [p(t) + (β(t)− t)p(t)q(t) + q(t)]ep,β(t)eq,β(t),

(iii) Ceci est une conséquence de (i) et (ii).

Définition 2.6 ([5]) : Les β-fonctions trigonométriques sont définies par

cosp,β(t) = eip,β(t) + e−ip,β(t)
2 , sinp,β(t) = eip,β(t)− e−ip,β(t)

2i , (2.8)

Cosp,β(t) = Eip,β(t) + E−ip,β(t)
2 , Sinp,β(t) = Eip,β(t)− E−ip,β(t)

2i . (2.9)

Il est connu que : ep,β(t) = 1
E−p,β(t) , ep,β(s0) = 1 , Ep,β(s0) = 1.

Théorème 2.7 ([?]) : Soit z ∈ C une constante. Alors la fonction φ(t) définie par
φ(t) = ∑∞

k=0 z
kαk(t) est l’unique solution du β-problème de valeur initiale du premier

ordre
Dβy(t) = zy(t), y(s0) = 1,

où

αk(t) =



∑∞
i1,i2,...,ik−1=0(

∏k−1
l=1 (β, β)∑l

j=1
ij)(β

∑k−1
j=1 ij(t)− s0), si k ≥ 2

t− s0, si k = 1

1, si k = 0

(2.10)

avec (β, β)i = βi (t) – βi+1(t).

Preuve : Nous prouvons par la méthode d’approximation successive. Choisissons
φ0(t) =y0 = 1 comme une solution initiale. En utilisant la relation φk+1(t) = y0 +∫ t
s0
f(τ, φk(τ))dβτ , avec f(τ, φk(τ)) = ∑∞

k=0 z
kφk(t), k > 0, on obtient

φ1(t) = 1 +
∫ t

s0
f(τ, φ0(τ))dβτ

= 1 +
∫ t

s0
zφ0(τ)dβτ

= 1 + z(t− s0).
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Encore par la même relation , la fonction φ2(t) est donnée par

φ2(t) = 1 +
∫ t

s0
f(τ, φ1(τ))dβτ

= 1 +
∫ t

s0
zφ1(τ)dβτ

= 1 + z(t− s0) + z2
∞∑
i1=0

(βi1(t)− βi1+1(t))(βi1(t)− s0)

= 1 + z(t− s0) + z2
∞∑
i1=0

(β, β)i1(βi1(t)− s0).

Également φ3(t) est donnée par

φ3(t) = 1 +
∫ t

s0
f(τ, φ2(τ))dβτ

= 1 +
∫ t

s0
zφ2(τ)dβτ

= 1 + z(t− s0) + z2
∞∑
i1=0

(β, β)i1(βi1(t)− s0) + z3
∞∑
i2=0

(β, β)i2
∞∑
i1=0

(β, β)i1+i2(βi1+i2(t)− s0)

= 1 + z(t− s0) + z2
∞∑
i1=0

(β, β)i1(βi1(t)− s0) + z3
∞∑

i2,i1=0
(β, β)i2(β, β)i1+i2(βi1+i2(t)− s0).

Par induction sur n, on peut montrer que :

φn(t) = 1 + z(t− s0) +
n∑
k=2

zn
∞∑

i1,i2,i3,...,ik−1=0
(Πk−1

l=1 (β, β)∑l

j=1 ij
)(β

∑k−1
j=1 ij(t)− s0).

C’est pourquoi φn(t) −→ ∑∞
k=0 z

kαk(t).

2.2 Existence et unicité des solutions

Théorème 2.8 ([6]) : Supposons que f : R2 −→ X est continue en (s0, y0) ∈ R2 et satisfait
la condition de Lipschitz (par rapport à y)

‖f(t, y1)− f(t, y2)‖ ≤ L‖y1 − y2‖, ∀(t, y1), (t, y2) ∈ R2. (2.11)

Alors le β-problème de la valeur initiale du premier ordre a une unique solution sur
[s0, s0 + δ], où L est une constante positive et δ = min{a, b

Lb+M ,
ρ
L
} avec ρ ∈ (0, 1).

Preuve : Nous prouvons le théorème pour t ∈ [s0, s0 + δ] et la preuve pour t ∈ [s0− δ, s0]
est similaire. Définissons l’opérateur T par

Ty(t) = y0 +
∫ t

s0
f(τ, y(τ))dβτ. (2.12)

Soit C[s0,s0+δ] l’espace de toutes les fonctions continues en s0 et borné sur l’intervalle
[s0, s0 + δ] avec la norme suprême telle que pour y ∈ C[s0,s0+δ], ‖y‖∞ = supt∈[s0,s0+δ]
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‖y(t)‖∞. Cet espace est complet. Soit S = {y ∈ C[s0,s0+δ] : ‖y − y0‖∞ ≤ b}.

S ⊂ C[s0,s0+δ] et est fermé , S est un espace métrique complet. D’abord, on prouve que
T : S −→ S. Soit φ ∈ S

‖Tφ(t)− y0‖ = ‖
∫ t

s0
f(τ, y(τ))dβτ‖

= ‖
∫ t

s0
(f(τ, y(τ))− f(τ, y0) + f(τ, y0))dβτ‖

≤
∫ t

s0
‖f(τ, y(τ)− f(τ, y0) + f(τ, y0)‖dβτ

≤
∫ t

s0
(‖f(τ, y(τ)− f(τ, y0)‖+ ‖f(τ, y0)‖)dβτ

≤
∫ t

s0
(L‖φ(τ)− y0‖+M)dβτ

≤ (Lb+M)
∫ t

s0
dβτ

≤ (Lb+M)(t− s0)
≤ (Lb+M)δ.

En vue de δ ≤ b
Lb+M , Nous avons ‖Tφ(t)− y0‖ ≤ b, signifie que , T φ ∈ S. En suite, nous

montrons que T est une application de contradiction. Soit φ1, φ2 ∈ S,

‖Tφ1(t)− Tφ2(t)‖ = ‖
∫ t

s0
(f(τ, φ1(τ))− f(τ, φ2(τ)))dβτ‖

≤
∫ t

s0
‖(f(τ, φ1(τ))− f(τ, φ2(τ))‖dβτ

≤
∫ t

s0
L‖φ1(τ)− φ2(τ)‖dβτ

≤ L‖φ1 − φ2‖∞
∫ t

s0
dβτ

= L‖φ1 − φ2‖∞(t− s0)
≤ L‖φ1 − φ2‖∞
≤ ρ‖φ1 − φ2‖∞.

Alors T est une application de contradiction.

�

Théorème 2.9 ([16]) : Soit fi(t, y1, y2) : I × ∏2
i=1 Si(xi, bi) −→ X, s0 ∈ I tel que les

conditions suivantes sont remplies :
(i) Pour yi ∈ Si(xi, bi), i = 1, 2, fi(t, y1, y2) sont continues à t = s0 .
(ii) Il existe une constante positive A telle que, pour t ∈ I, yi, ỹ ∈ Si(xi, bi), i = 1, 2, la
condition suivante de Lipschitz est satisfaite : ‖fi(t, y1, y2)−fi(t, ỹ1, ỹ2)‖ ≤ A

∑2
i=1 ‖yi−ỹi‖

Alors il existe une solution unique du β-problème de valeur initiale

Dβyi(t) = fi(t, y1(t), y2(t)), yi(s0) = xi ∈ Xi = 1, 2, t ∈ I. (2.13)
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signifie le vecteur transposé.

Preuve : Soit y0 = (x1, x2)T et b = (b1, b2)T , où (., .)T signifie le vecteur transposé.
Définir la fonction f : I × ∏2

i=1 Si(xi, bi) −→ X ×X par
f(t, y1, y2) = (f1(t, y1, y2), f2(t, y1, y2))T . Il est facile de montrer que le système (2.13) est
équivalente à β-problème de valeur initiale

Dβy(t) = f(t, y(t)), ys0 = y0. (2.14)

Puisque chaque fi est continue à t = s0, f est continue à t = s0. La fonction f satisfait la
condition de Lipschitz parce que pour y, ỹ ∈ ∏2

i=1 Si(xi, bi),

‖f(t, y)− f(t, ỹ)‖ = ‖f(t, y1, y2)− f(t, ỹ1, ỹ2‖

=
2∑
i=1
‖fi(t, y1, y2)− fi(t, ỹ1, ỹ2‖

≤ A
2∑
i=1
‖yi − ỹi‖ = A‖yi − ỹ‖.

Corollaire 2.10 : Soit f(t, y1, y2) une fonction définie sur I × ∏2
i=1 Si(xi, bi) tel que les

conditions suivantes sont satisfaites :
(i) Pour toute valeur de yi ∈ Si(xi, bi), i = 1, 2, , f est continue à t = s0 .
(ii) f satisfait la condition de Lipschitz ‖f(t, y1, y2)− f(t, ỹ1, ỹ2)‖ ≤ A

∑2
i=1 ‖yi − ỹi‖

où A > 0, yi, ỹi ∈ Si(xi, bi), et t ∈ I.

Alors ,
D2
βy(t) = f(t, y(t), Dβy(t)), Di−1

β y(s0) = xi, i = 1, 2, (2.15)

a une solution unique sur [s0, s0 + δ].

Preuve : Considérons l’équation (2.15). Elle est équivalente à (2.13), où {φi(t)}2
i=1 est

une solution de (2.13) si est seulement si φ1(t) est une solution de (2.15). Ici,

fi(t, y1, y2) =

y2, i = 1,

f(t, y1, y2), i = 2.

Ainsi, par le théorème 1.1, il existe δ > 0 tel que le système (2.13) a une solution unique
sur [s0, s0 + δ].

�

Corollaire 2.11 ([16]) : Supposons que les fonctions aj(t) : I −→ C , j = 0, 1, 2 et
b(t) : I −→ X satisfait aux conditions suivantes :
(i)aj(t), j = 0, 1, 2 et b(t) sont continues en s0 avec a0(t) 6= 0 pour tout ∈ I,
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(ii) aj(t)
a0(t) est bornée sur I, j = 1, 2. Alors

a0(t)D2
βy(t) + a1(t)Dβy(t) + a2(t)y(t) = b(t), Di−1

β y(s0) = xi, xi ∈ X, i = 1, 2, (2.16)

a une solution unique sur un sous-intervalle J ⊂ I, s0 ∈ J.

Preuve : En divisant par a0(t), on obtient

D2
βy(t) = A1(t)Dβy(t) + A2(t)y(t) +B(t), (2.17)

où Aj(t) = -aj(t)
a0(t) et B(t) = b(t)

a0(t) . Puisque Aj(t) et B(t) sont continues a t = s0, la fonction
f(t, y1, y2), définie par

f(t, y1, y2) = A1(t)y2 + A2(t)y1 +B(t),

est continue a t =s0. De plus, Aj(t) est borné sur I. Par conséquent, il y a A > 0 tel que
|Aj(t)| ≤ A pour tout t ∈ I. Nous voyons que f satisfait la condition de Lipschitz avec la
Constante de Lipschitz A. Ainsi , f(t, y1, y2) satisfait à la condition du corollaire 2.11 . Il
existe une solution unique de (2.16) sur J.

�

Le corollaire suivant nous donne les conditions suffisantes pour l’existence et l’unicité
d’une solution du β-problème de Cauchy (2.14).

Corollaire 2.12 : Supposons que les fonctions aj(t) : I −→ C, j = 0, 1, . . . , n et b(t) :
I −→ X satisfait aux conditions suivantes :
(i) aj(t), j = 0, 1, . . . , n et b(t) sont continues en s0 avec a0(t) 6= 0 pour tout t ∈ I,
(ii) aj(t) /aj(t) est borné sur I, j = 1, . . . , n. Alors

a0(t)Dn
βy(t) + a1(t)Dn−1

β y(t) + · · ·+ an(t)y(t) = b(t), (2.18)

Di−1
β y(s0) = xi , i = 1, . . . , n, a une solution unique sur un sous-intervalle J ⊂ I contenant

s0 .

Preuve : En divisant par a0(t), on obtient

Dn
βy(t) = A1(t)Dn−1

β y(t) + A2(t)Dn−2
β y(t) + ...+ An(t)y(t) = B(t), (2.19)

où Aj(t) = -aj(t)
a0(t) et B(t) = b(t)

a0(t) . Puisque Aj(t) et B(t) sont continues à t = s0, la fonction
f(t, y1, y2, ...nyn), définie par

f(t, y1, y2, ..., yn) = A1(t)Dn−1
β y(t) + A2(t)Dn−2

β y(t) + ...+ An(t)y(t) +B(t),
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est continue a t =s0. De plus, Aj(t) est borné I. Par conséquent, il y a A > 0 tel que
|Aj(t)| ≤ A pour tout t ∈ I. Nous voyons que f satisfait la condition de Lipschitz avec la
constante de Lipschitz A. Ainsi , f(t, y1, y2, ..., yn) satisfait la condition du corollaire 2.12.
Il existe une solution unique de (2.18) sur J.

�

2.3 Équations aux β-différences linéaires d’ordre su-
périeur

Considérons l’équation aux β-différences linéaire homogène d’ordre n

a0(t)Dn
βy(t) + a1(t)Dn−1

β y(t) + ...+ an−1(t)Dβy(t) + an(t)y(t) = 0, (2.20)

où les coefficients aj(t), 0 ≤ j ≤ n, sont supposés satisfaits aux conditions du corollaire
2.12. L’équation (2.20) peut s’écrire Lny = 0, où
Lny = a0(t)Dn

βy(t) + a1(t)Dn−1
β y(t) + ...+ an−1(t)Dβy(t) + an(t)y(t).

Le lemme suivant est une conséquence immédiate du corollaire 2.12.

Lemme 2.13 : Si la fonction y est une solution de l’équation homogène (2.20) telle que
y(s0) et Dβy(s0)= 0, s0 ∈ I , alors y(t) = 0 pour tout t ∈ J.

Preuve : Par le corollaire 2.12, si xi = 0, i=1,2 dans le β-problème de valeur initiale
(2.16), lequel a une solution unique sur J, alors y tel que y(t)=0 pour tout t ∈ J est une
solution unique d’équation aux β-différences (2.14), lequel satisfait les conditions initiales
données y(s0) et Dβy(s0)= 0.

�

Théorème 2.14 : L’équation linéaires homogènes d’ordre n aux β-différences (2.20) est
équivalente au système linéaire homogène du premier ordre de la forme Dβy(t) = A(t)y(t),

où y =


y1
...
yn

 et A=


0 1 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 1
−an
a0
−an−1

a0
· · · −a1

a0

 .

Preuve : Soit
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y1 = y,

y2 = Dβy,

...
yn−1 = Dn−2

β y,

yn = Dn−1
β y.

(2.21)

β-différenciant (2.21), on a

Dβy = Dβy1, D
2
βy = Dβy2, ..., D

n−1
β y = Dβyn−1, D

n
βy = Dβyn. (2.22)

Alors
Dβy1 = y2, Dβy2 = y3, · · · , Dβyn−1 = yn. (2.23)

Puisque a0(t) 6= 0 sur J, (2.20) équivaut à

Dn
β y = - an(t)

a0(t)y −
an−1(t)
a0(t) Dβy − · · · − a1(t)

a0(t)D
n−1
β y

de (2.21) et (2.22), on a

Dβy = −an(t)
a0(t)

y1 −
an−1(t)
a0(t)

y2 − · · · −
a1(t)
a0(t)

yn. (2.24)

En combinant (2.23) et (2.24), on obtient

Dβy1 = y2,

Dβy2 = y3,

...
Dβyn−1 = yn,

Dβy = −an(t)
a0(t)

y1 −
an−1(t)
a0(t)

y2 − · · · −
a1(t)
a0(t)

yn.

(2.25)

Ceci est équivalent à l’équation vectorielle aux β-différences linéaire homogène

Dβy(t) = A(t)y(t). (2.26)

Théorème 2.15 : Considérons l’équation (2.20) et le système correspondant (2.26). Si f
est une solution de (2.20) sur J, alors φ = (f,Dβf, · · · , Dn−1

β f)T est une solution de (2.26)
sur J. Inversement, si φ = (φ1, · · · , φn) est une solution de (2.26) sur J, alors sa première
composante φ1 est une solution f de (2.20) sur J et φ = (f,Dβf, · · · , Dn−1

β f)T .



Calcul variationnel aux β-différences 26

Preuve : Supposons que f vérifie l’équation (2.20). Alors

a0(t)Dn
βf(t) + · · ·+ an−1(t)Dβf(t) + an(t)f(t) = 0, t ∈ J. (2.27)

Considérerons

φ(t) = (φ1(t), · · · , φn(t))T = (f(t), Dβf(t), · · · , Dn−1
β f(t))T . (2.28)

De (2.27) et (2.28), on a

Dβφ1(t) = φ2(t),
Dβφ2(t) = φ3(t),

...
Dβφn−1(t) = φn(t),

(2.29)

Dβφ(t) = −an(t)
a0(t)φ1(t)− an−1(t)

a0(t) φ2(t)− · · · − a1(t)
a0(t)φn(t).

La comparaison de (2.29) avec (2.24), φ, définit par (2.26), satisfait le système (2.24). A
l’inverse, supposons que φ(t) = (φ1(t), · · · , φn(t))T satisfait le système (2.24) sur J. Alors
(2.29) est valable pour tout t ∈ J. Les n – 1 premières équations de (2.29) donnent

φ2(t) = Dβφ1(t),
φ3(t) = Dβφ2(t) = D2

βφ1(t),
...

φn(t) = Dβφn−1(t) = D2
βφn−2(t) = ... = Dn−1

β φ1(t). (2.30)

Et donc

Dβφn(t) = Dn
βφ1(t). La dernière équation de (2.29) devient

a0(t)Dn
βφ1(t) + a1(t)Dn−1

β φ1(t) + ...+ an−1(t)Dβφ1(t) + an(t)φ1(t) = 0.

Ainsi φ1 est une solution f de l’équation (2.20) ; et de plus, (2.20) montre que

φ(t) = (f(t), Dβf(t), ..., Dn−1
β f(t))T .

Définition 2.16 : (Un ensemble fondamental) Un ensemble de n solutions linéairement
indépendantes du nième ordre d’équation aux β-différences linéaire homogène (2.20) est
appelé un ensemble fondamental d’équation (2.20).
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Théorème 2.17 : Toute solution arbitraire y de l’équation aux β-différences linéaire
homogène (2.20) sur J peut être représenté comme une combinaison linéaire appropriée
d’un ensemble fondamental de solutions y1, ..., yn de (2.20).

Nous nous intéressons maintenant à la construction de l’ensemble fondamental des solu-
tions de l’équation (2.20) lorsque les coefficients sont constants.

L’équation (2.20) peut s’écrire sous la forme

Lny(t) = a0D
n
βy(t) + a1D

n−1
β y(t) + · · ·+ any(t) = 0, (2.31)

où aj , 0 ≤ j ≤ n, sont des constantes. D’après le théorème 2.15, l’équation (2.20) est
équivalente à un système

DβY (t) = AY (t), (2.32)

où

A=


0 1 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 1
−an
a0
−an−1

a0
· · · −a1

a0

 .

Le polynôme caractéristique de l’équation (2.20) est donné par

P (λ) = det(λI − A) = a0λ
n + a1λ

n−1 + ...+ an, (2.33)

où I est la matrice carrée unitaire d’ordre n,λi , 1 ≤ i ≤ k , sont des racines distinctes de
p(λ) = 0 de multiplicité mi, de sorte que ∑n

ki=1 mi = n.
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Chapitre 3

Calcul variationnel aux β-différences

Dans ce chapitre, nous discutons quelques concepts fondamentaux du calcul variationnel
aux β-différences comme la β-équation d’Euler-Lagrange, le β-problème isopérimétrique,
le β-problème de Lagrange et le β-problèmes du contrôle optimal.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème d’extremum conditionnel pour la
fonctionnelle suivante

J(y(x)) =
∫ b

a
F (x, y(x), Dβy(x), ..., Dn

βy(x))dβx (3.1)

sous les contraintes de frontières

y(a) = y(b) = c0,

Dβy(a) = Dβy(b) = c1,

...
Dn−1
β y(a) = Dn−1

β y(b) = cn−1,

(3.2)

où
Dβf(x) = f(β(x))− f(x)

β(x)− x . (3.3)

3.1 La β-équation d’Euler-Lagrange

On considère la fonctionnelle β-intégrale,

J(y(x)) =
∫ b

a
F (x, y(x), Dβy(x), ..., Dn

βy(x))dβx. (3.4)

Ici la fonction F (x, y0(x), ..., yn(x)) est supposée admettre ses dérivées partielles premières
relativement à tous ses arguments.
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Soit E l’espace linéaire de fonctions y(x) (b 6 x 6 a) dans lesquelles est définie la norme

‖ y ‖= max0≤i≤k(maxx∈[a,b]βD
i
βy(x)) (3.5)

et soit E ′ la variété linéaire des fonctions appartenant à E et satisfaisant aux contraintes
en (3.2). Nous étudions le problème d’extremum pour la fonctionnelle J, sur la variété E ′ .
On calcule d’abord la première variation de la fonctionnelle J sur la variété linéaire E ′ :

δJ(y(x), h(x)) = d

dt
J(y(x) + th(x))|t=0

= d

dt

∫ b

a
[F (x, y(x) + th(x), Dβy(x) + tDβh(x), ..., Dk

βy(x) + tDk
βh(x))]dβx|t=0

=
k∑
i=0

∫ b

a
[Fi(x, y(x), Dβy(x), ..., Dk

βy(x))Di
βh(x)]dβx

(3.6)

où

Fi = ∂F

∂yi
(F = F (x, y0, ..., yk)). (3.7)

La variation dépend d’une fonction arbitraire h(x). Puisque la variation est effectuée sur
la variété linéaire E ′ , h(x) est tel que y(x) + th(x) appartient aussi à la variété linéaire
E
′ et satisfait en particulier aux contraintes

h(a) = h(b) = 0,
Dβh(a) = Dβh(b) = 0,

...
Dk
βh(a) = Dk

βh(b) = 0.

(3.8)

De la relation Dβ(fg)(x) = f(β(x))Dβg(x) + g(x)Dβf(x), on obtient la formule de
β-intégration par parties :

∫ b
a f(β(x))Dβg(x)dβx = (fg)(x)|ba −

∫ b
a Dβf(x)g(x)dβx

∫ b

a
f(x)Di

βg(x)dβx = f(x)Di−1
β g(x)|ba −

∫ b

a
Dβf(β−1x)Di−1

β g(x)dβx. (3.9)

En utilisant (3.8) et (3.9), (3.6) donne :

δJ(y(x), h(x)) =
n∑
i=0

∫ b

a
−Dβ[Fi(β−1(x), y(β−1(x)), Dβy(β−1(x)), ..., Dn

βy(β−1(x)))Di−1
β h(x)]dβx.

(3.10)
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Nous avons

δJ(y(x), h(x)) = −∑n
i=0

∫ b
a Dβ[Fi(β−1(x), y(β−1(x)), Dβy(β−1(x)), ..., Dn

βy(β−1(x)))Di−1
β h(x)]dβx

=
∫ b

a

n∑
i=0

(−1)iDi
β[Fi(β−i(x), y(β−i(x)), Dβy(β−i(x)), ..., Dn

βy(β−i(x)))]h(β(x))dβx.

(3.11)

Très important de distinguer Dβf(ax) qui signifie ici [Dβf ](ax) avec Dβ[f(ax)] signifiant
Dβg(x) pour g(x) = f(ax).

Pour dériver la β-équation d’Euler-Lagrange correspondante, nous avons besoin du lemme
suivant, qui constitue une β-version de ce qu’on appelle le « lemme fondamental du calcul
variationnel ».

Lemme 3.2 : Soit f ∈ D. Alors
∫ b
a f(x)h(β(x))dβx = 0 pour toutes les fonctions h ∈ D

avec h(a) = h(b) = 0 si et seulement si f(x) = 0 pour tout x ∈ [a, b]β .

Preuve : Il ressort clairement de la définition de la β-intégration que si f(x) = 0 pour tout
x ∈ [a, b]β , alors

∫ b
a f(x)h(β(x))dβx = 0. Pour prouver l’autre implication, supposons au

contraire qu’il existe des l ∈ [a, b]β tels que f(l) 6= 0. Nous avons les deux cas suivants.

Cas I. l 6= s0. Alors, soit l = βn(a) soit l = βn(b) pour certains n ∈ N0. Tout d’abord,
supposons que l = βn(a)) pour un certains n ∈ N0 . Définir

h(x) =

f(l), x = β(a)

0, sinon
(3.12)

Clairement, h ∈ D avec h(a) = h(b) = 0. Alors∫ b
a f(x)h(β(x))dβx =

∫ b
s0
f(x)h(β(x))dβx−

∫ a
s0
f(x)h(β(x))dβx

= −(l − β(l))f 2(l) 6= 0.

Cas II. l = s0. Soit f(s0) 6= 0 et sans perte de généralité, supposons que f (s0 ) > 0.
La continuité de f en s0 implique limn−→∞f(βn(a)) = limn−→∞f(βn(b)) = f(s0). Par
conséquent, il existe n0 ∈ N tel que f(βn(a)) > 0 et f(βn(b)) > 0 pour tout n > n0 . Si
s0 /∈ {a, b}, on définit h par :

h(x) =


f(βn(a)), x = βn+1(a) ∀n > n0

f(βn(b)), x = βn+1(b) ∀n > n0

0 sinon

(3.13)
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Ainsi,∫ b
a f(x)h(β(x))dβx = ∑∞

n=n0(βn(b)− βn+1(b))f 2(βn(b)−∑∞
n=n0(βn(a)− βn+1(a))f 2(βn(a)

Pour s0 = c, on définit h par

h(x) =

f(βn(b)), x = βk+1(b) ∀n > n0

0, sinon
(3.14)

Donc,∫ b
a f(x)h(β(x))dβx = ∑∞

n=n0(βn(b)− βn+1(b))f 2(βn(b)) 6= 0.

�

Remarquons ensuite que (3.12) s’écrit sous la forme δJ(y(x), h(x)) = I(f) =
∫ b
a f(x)h(β(x))dβx

Ainsi, la condition nécessaire pour le problème extrémal (3.1)- (3.3) s’écrit

n∑
0

(−1)iDi
β[Fi(β−i(x), y(β−i(x)), Dβy(β−i(x)), ..., Dn

βy(β−i(x))] = 0. (3.15)

Di
βy(a) = Di

βy(b) = ci, i= 0,1,...,n-1.
Pour n = 1 , par exemple, on a respectivement :

F0(x, y(x), Dβy(x))−Dβ[F1(β−1x, y(β−1(x)), Dβy(β−1(x))] = 0 (3.16)

y(a) = y(b) = c0.
(3.15) est la β-équation d’Euler-Lagrange correspondant à la β-intégrale (3.4).

3.2 Applications

3.2.1 Le β-problème isopérimétrique

Supposons qu’il soit nécessaire de trouver l’extremum de la fonctionnelle

J(y(x)) =
∫ b

a
f(x, y(x), Dβy(x), ..., Dn

βy(x))dβx, (3.17)

Di
βy(a) = Di

βy(b) = ci, i = 1, ..., n− 1 (3.18)

sous les contraintes

J̃i(y(x)) =
∫ b

a
(f i(x, y(x), Dβy(x), ..., Dn

βy(x))dβx = ci (3.19)

i = 1, ...,m.

Pour résoudre ce problème, nous devons considérer les généralités suivantes. Soient J(y)
et J̃1(y), . . . , J̃m(y) des fonctionnelles différentiables sur l’espace normé E, ou sur sa
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variété E ′ . Nous avons le théorème suivant :

Théorème 3.4 [7] Si une fonctionnelle J(y) atteint son extremum au point ỹ sous les
conditions supplémentaires J̃i (y)= ci , i=1,2,3,...,m et ỹ n’est un point stationnaire pour
aucune des fonctionnelles J̃i (δ(J̃i(ỹ, h) 6= 0, i = 0, 1, ...,m identiquement) tandis que
les fonctionnelles δJ̃i(i=1,...,m) sont linéairement indépendantes, alors ỹ est un point
stationnaire de la fonctionnelle J -∑m

i=1 λiJ̃i où les λi sont des constantes.

Ainsi par ce théorème, la condition extrémale nécessaire pour la fonctionnelle J(y) sous
les contraintes supplémentaires J̃i (y)= ci, i = 1, . . . , m, vérifiant les conditions du
théorème, est donnée par l’équation (3.15) avec

F = f −
m∑
i=1

λiJ̃i. (3.20)

Il s’agit d’une équation aux β-différences d’ordre 2n contenant m paramètres inconnus.Elle
est en principe, résolue de manière unique sous les 2n contraintes aux limites et les m
conditions supplémentaires.

3.2.2 Le β-problème de Lagrange

Supposons maintenant qu’il soit nécessaire de trouver l’extremum de la fonctionnelle

J(y1(x), ..., yn(x)) =
∫ b

a
f(x, y1(x), ..., yn(x), Dβy1(x), ..., Dβyn(x))dβx (3.21)

sous les contraintes
f i(x, y1(x), ..., yn(x), Dβy1(x), ..., Dβyn(x)) = 0, i = 1, ...,m;m < n,

yi(a) = yi(b) = ci, i = 1, ..., n. (3.22)

Ce problème peut être transformé en β-problème isopérimétrique comme suit : Tout
d’abord, multipliez chaque ième équation de (3.22) par une fonction arbitraire λi(x) définie
comme tout le reste sur L = [a, ..., b]β puis appliquer la β-intégration sur L sur le résultat :

J̃i(y1(x), ..., yn(x)) =
∫ b

a
λi(x)f i(x, y1(x), ..., yn(x), Dβy1(x), ..., Dβyn(x))dβx = 0 (3.23)

i = 1, . . . , m.
La question restante est celle de savoir si les deux contraintes (3.22) et (3.23) sont équiva-
lentes. La réponse est oui puisque évidemment de (3.22) découle (3.23). Enfin, c’est par le
lemme fondamental du β-calcul variationnel (voir Lemme 3.1) que (3.22) suit de (3.23).
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3.2.3 Le β-problème du contrôle optimal

Supposons qu’on lui donne une équation aux β-différences à n dimensions du type

f 0(x, y(x), Dβy(x), ..., Dn
βy(x), u(x)) = 0. (3.24)

L’équation est dite contrôlée, u(x) et y(x) la fonction de contrôle et la trajectoire de
contrôle, respectivement. Soit J(y(x), u(x)) une fonctionnelle β-intégrale contrôlée dans
le sens où cela dépend de la fonction de contrôle u(x) :

J(y(x), u(x)) =
∫ b

a
f(x, y(x), Dβy(x), ..., Dn

βy(x), u(x))dβx. (3.25)

Le β-problème du contrôle optimal consiste en ce que parmi toutes les fonctions de contrôle
admissibles u(x) pour laquelle la solution correspondante de l’équation aux β-différences
dans (3.15) satisfait les conditions aux limites

Di
βy(a) = Di

βy(b) = ci, i = 1, 2, ..., n− 1. (3.26)

Trouver ce problème pour lequel la solution en question est un extremum pour la fonction-
nelle dans (3.25). Pour cela, il convient de réduire l’équation aux β-différences (3.24) au
système d’équations aux β-différences du premier ordre de rang n (supposons que l’équa-
tion (3.24) puisse être résolue en rapport avec Dn

βy(x)) :
Soit

z1 = y(x),
z2 = Dβy(x),
...

zn = Dn−1
β y(x)

et

z =


z1
...
zn

 .

(3.24) et (3.26) peuvent s’écrire simplement

Dβz(x) = f̃ 0(x, z(x), u(x)),

z(a) = z(b) = C,

(3.27)

et la fonctionnelle dans (3.25) prend la forme

J̃(z(x), u(x)) =
∫ b

a
f̃(x, z(x), u(x))dβx. (3.28)

Notons au passage que les algorithmes d’évaluation de f̃ 0 et f̃ sont élémentaires . Ainsi
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suite au β-problème de Lagrange, notre extremum problème consiste à trouver l’extremum
du fonctionnelle sous les contraintes ci-dessous (remarquez que comme il n’y a pas toute
dérivée de u(x), aucune contrainte de limite n’est nécessaire) :

Ĵ(y(x), u(x)) =
∫ b

a
{f̃(x, z(x), u(x))− λ(x)[f̃ 0(x, z(x), u(x))−Dβz]}dβx (3.29)

z(a) = z(b) = C.

D’après (3.16), le β-système d’Euler-Lagrange correspondant s’écrit

(f̃z − λ(x)f̃ 0
z )−Dβ[λ(β−1(x))] = 0,

(f̃u − λ(x)f̃ 0
u) = 0.

(3.30)

En combinant (3.30) avec la première équation dans (3.27), nous concluons que la solution
du problème satisfait le système :

Dβz = Hλ,

Dβ[λ(β−1(x))] = −Hz,

Hu = 0,

(3.31)

où

H(x, z, λ, u) = −f̃(x, z, u) + λ(x)f̃ 0(x, z, u). (3.32)

Vu les similitudes du problème posé et de la formule obtenue (équations (3.31)- (3.32)),
avec leurs analogues en contrôle optimal continu, on peut dire que nous avions affaire
avec une β-version d’une des versions du « principe du maximum » [?, ?]. Ainsi nous pou-
vons faire référence à H dans (3.32) comme la β-fonction de Hamilton-Pontriagyn, (3.31)
comme le β-système de Hamilton-Pontriagyn. Rappelons que la référence à Pontriagyn
est liée à le « principe du maximum » dans [16], celui de Hamilton est lié au fait que dans
le cas du calcul pur de variation (la fonction et le système de contrôle ne sont pas présents
explicitement), les β-systèmes de Hamilton et de Hamilton-Pontriagyn sont équivalents
(voir la sous-section suivante pour la β-situation).
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3.2.4 Interconnexion entre le β-calcul variationnel, le β-problème
du contrôle optimal et le β-système de Hamilton

Ici, nous voulons montrer que pour le cas le plus simple de recherche de l’extremum de la
fonctionnelle

J(y(x)) =
∫ b

a
F (y(x), Dβy(x))dβx,

y(a) = y(b) = c0. (3.33)

Les trois types de problèmes sont équivalents à la β-équation d’Euler-Lagrange, les β-
système de Hamilton-Pontriagyn et β-système de Hamilton. Nous montrons cela en trois
étapes :

a)Nous montrons d’abord comment obtenir le β-système de Hamilton à partir de la β-
équation d’Euler-Lagrange.

Pour la fonctionnelle (3.33), la β-équation d’Euler-Lagrange s’écrit

F0(y(x), Dβy(x))−Dβ[F1(y(β−1(x)), Dβ(y(β−1(x))] = 0. (3.34)

Soit

λ(x) = F1(y(x), Dβy(x)), (3.35)

et

H = −F + λ(x)Dβy. (3.36)

Alors on obtient de (3.33),(3.35) et (3.36) le β-système de Hamilton

Dβy = +Hλ(y(x), λ,Dβy),

Dβ[λ(β−1x)] = −Hy(y(x), λ,Dβy).

(3.37)

b) Pour obtenir le β-système de Hamilton-Pontriagyn à partir du β-système de Hamilton
(3.37), il suffit supposer que u(x) = Dβy(x) est l’équation de contrôle pour l’équation
initiale non contrôlée donnée le problème extrême. Dans ce cas, (3.37) donne

Dβy = +Hλ(y(x), λ, u(x)),

Dβ[λ(β−1x)] = −Hy(y(x), λ, u(x)),

(3.38)

avec

H(y(x), λ(x), u(x)) = −F (y(x), u(x)) + λ(x)u(x), (3.39)

β-fonction de Hamilton-Pontriagyn, et de (3.35) nous obtenons la troisième équation de
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(3.31) :

Hu = 0. (3.40)

c) Enfin nous montrons comment obtenir la β-équation d’Euler-Lagrange (3.34) à partir
du β-système de Hamilton-Pontriagyn (3.38) - (3.40). D’après (3.39) et (3.40), on a

λ(x) = F1(y(x), u(x)) = F1(y(x), Dβy(x)). (3.41)

tandis qu’à partir de (3.38) on obtient

Dβ[λ(β−1(x))] = F0(y(x), u(x)) = F0(y(x), Dβy(x)). (3.42)

Finalement, (3.41) et (3.42) donnent la β-équation d’Euler-Lagrange (3.34).
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons introduit le calcul variationnel d’un opérateur général Dβ

dans le but de généraliser le calcul variationnel basé sur la dérivée aux différences et le
calcul variationnel basé sur la dérivée aux q-différences.

La β-Équation d’Euler-Lagrange, le β-problème isopérimétrique, le β-problème de La-
grange et le β-problème du contrôle optimal ont été étudiés.
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