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Résumé

En théorie des nombres, les fonctions arithmétiques sont souvent d’un comportement
erratique. Certaines de ces fonctions prennent des petites valeurs ou des grandes valeurs.

Ce comportement est le point de départ qui motive une étude en moyenne de ces fonctions.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux propriétés arithmétiques et a 'esti-

mation de la fonction sommatoire de la fonction

f,(n) = h(lng(d)f(d% 1)

dln

ou f et g sont des fonctions strictement positives telles que g s’annule en tout entier ayant

un facteur au moins carré et h la fonction définie par le produit de convolution h = g * 1.
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Abstract

In number theory, arithmetic functions are often erratic. Some of these functions take
small values or large values. This behavior is the starting point that motivates a study of

these functions on average.
In this dissertation, we are interested in the arithmetic properties and the estimation of

the summation function of the function

f,(n) = h(lngu)f(d), 2)

dln

where f and g are strictly positive functions such that g cancels at any integer with at

least one squared factor and h is the function defined by the convolution product h = g*1.
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Notations, Sigles et Abréviations

10.

11.

12.

13.

. N* désigne '’ensemble des entiers naturels non nuls.

. m|n signifie m divise n et m {n signifie m ne divise pas n.

. (m,n) ou m A n désigne le pged de m et n.

p désigne un entier naturel premier.

. d|n signifie d divise n

. p"||n signifie que p” divise n et p"*! ne divise pas n.

| x| désigne la partie entiere de z.

. In ou log désigne la fonction logarithme népérien.

{z} désigne la partie fractionnaire ou décimale de z.

Re(s) = o et Im(s) =t désignent respectivement la partie réelle et la patie imagi-

naire du nombre complexe s = o + it.

> 1 désigne le nombre d’entiers n < x.
n<x

f(z) = O(g(x)) ou f < g, les notations de Landau et Vinog radov, pour signifier

qu'il existe une constante réelle ¢ > 0 et un réel z, tel que pour tout = > o, | f(z)]| <

cg(z).

f = o(g) signifie que IEIEOO |J;Ez))| =
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k
14. n = [Ipi" ou <n = II pa> est la factorisation de n en facteurs premiers.
i=1

p*|n

15. (f*g)(n) = Zf(d)g(%) désigne la convolution des fonctions f et g.
dln

16. PP : ensemble des nombres premiers.
17. F(N*,C) : ensemble des fonctions arithmétiques.
18. A : ensemble des fonctions additives.
19. m : ensemble des fonctions multiplicatives.
20. log, z signifiera loglogx
21. TNP : Théoreme des Nombres Premiers
f(z)

22. f ~ g signifi lim —= =1
f ~ g signifie que Jim (@)

ix
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Avant-propos

Ce rapport de recherche est un mémoire de Master en Mathématiques fondamentales et
appliquées. Il s’inscrit dans le cadre du cours de Théorie des nombres.
Le but de ce mémoire est d’étudier les propriétés arithmétiques et la moyenne sur les

entiers quelconques de la fonction f,(n) = ﬁZg(d) f(d), f et g étant des fonctions
din

strictement positives telles que g s’annule en tout entier non libre de carré et h la fonction

arithmétique telle que h = g * 1.

Il s’agit, en utilisant les méthodes élémentaires et analytiques, d’estimer les valeurs moyennes

de la fonction f,(n) = ﬁ% g(d) f(d) lorsque la fonction f est soumise & la condition que

la série ZV(Z# converge, lorsque 0 < § < 1, et f est, en particulier, multiplicative.
p
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Introduction générale

L’étude des fonctions arithmétiques est, en théorie des nombres, un theme central car
elle révele des informations sur I'anatomie des entiers. Par exemple, en établissant que
Y w(n) ~ zloglogz (x — o0), ol w(n) représente le nombre de facteurs premiers dis-
n<x

tincts de n, nous apprendrons qu’en moyenne un nombre n a approximativement log log =
facteurs. Plusieurs autres fonctions arithmétiques nous aident aussi a obtenir plus d’in-

formations sur la structure multiplicative des nombres entiers [5].

Par ailleurs, les fonctions arithmétiques sont trés souvent mal connues et possedent un
comportement qui semble irrégulier et sans cohérence [12]. En effet, en étudiant la fonction
fo(n) = I}El(p— 2), Olivier R. et Pierrine B. [12] ont trouvé,a priori, que la suite des valeurs
sur les entiers entre 1 et 54 n’informe que peu, méme peu, méme si 'on se contente de

cette suite, sur les entiers impairs de ce sous-ensemble de N.

Pour obtenir plus d’informations, Olivier R. et Pierrine B. [I12] ont cherché a déterminer

I'ordre moyen de la fonction ci-dessus par une approximation de % > fo(n); une irrégu-
n<zx

larité en est alors sortie. Ils ont, précisément, montré que si  est un nombre réel, alors

. ’ 1 1 . 0 N _ 1 _ 3 _
pour un certain réel 6 €]3,1[C R, I%:xfo(n) =cr+0 (33 ) ,ouc= 2pl;[2 (1 p(p+1)) =
0,14630- - -

L’ordre moyen a ainsi pour effet de dissimiler certaines valeurs aberrantes prises par la
fonction arithmétique considérée [12].

Ce qui précede témoigne de l'intérét qu’il y a, d’'une part, a étudier les fonctions arithmé-
tiques et, d’autre part, a déterminer I'ordre moyen d’une fonction arithmétique.

Dans ce cadre, Sébastien Gaboury [14], J. M. De Koninck et J. Grah [4], P. Ndoricimpa, S.

Nyandwi et al. [29] ont mené leur réflexion sur les fonctions arithmétiques définies comme

suit :

~ 7(n) i
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Pon) = 5y X 1), (4)
ks

) = sy S () £ (d) o)
din

i) = =25 34 (d), (6)
din

() = =25 S (@), 7

dn

o) = iy 3 el ®)
(@31

Fon) = o > s, 9)
(d,2)=1

ou f est une fonction arithmétique. Ces derniers [29] ont estimé les fonctions sommatoires
sur les entiers y-friables.

L’étude de la valeur moyenne ne se limite non seulement pas aux entiers ordinaires mais
aussi aux entiers soumis a des contraintes multiplicatives. Par exemple, A. Congera et S.
Nyandwi [3], ont orienté leur réflexion vers la fonction piltz sur les entiers sans facteur
premier dans un intervalle de type ]y, z].

Ces différentes recherches ont fait ’estimation de ’ordre moyen pour des fonctions arith-

métiques ne portant que sur une catégorie d’entiers.

Le présent mémoire, quant a lui, généralise la recherche sur les fonctions moyennes intro-
duites par M. De Koninck et J. Grah [4] et portant sur les entiers ordinaires ou sur les
diviseurs unitaires.

L’étude de la fonction fy(n) = ﬁZg(d)f(d), ou h = g« 1, g étant une fonction mul-
din
tiplicative et f une fonction arithmétique non nulle, et sa fonction sommatoire englobe
1
: 2
celle de la fonction o) %;l,u (n)f(n).
Pour faciliter la compréhension de ce mémoire, nous 1’avons subdivisé en trois chapitres

précédés par la présente introduction et sanctionnés par une conclusion générale.

Le premier chapitre concerne les généralités sur les fonctions arithmétiques et les sé-
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ries de Dirichlet associées aux fonctions arithmétiques. Le deuxieéme chapitre constitue
un condensé des propriétés et des principaux résultats sur les fonctions arithmétiques

moyennes et explorées par les autres chercheurs.

Le troisieme chapitre, en fin, constitue une exploration des propriétés et une estimation

de la fonction sommatoire de la fonction f, et se termine par des applications.
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Chapitre 1

(Généralités sur les fonctions

arithmétiques

L’étude des fonctions arithmétiques est un théeme central en théorie des nombres.
En effet, ’étude de celles-ci nous révele des puissantes propriétés des nombres naturels

Par exemple, ces fonctions peuvent étre utilisées pour étudier les propriétés de certains
ensembles de diviseurs [14] 24, 29].

Pour faciliter la compréhension de ce travail, nous définissons quelques concepts utilisés

dans la suite de ce mémoire.

1.1 Définitions, propriétés et opérations sur les

fonctions arithmétiques [2, 14, 24, 32]

Définition 1.1. Une fonction arithmétique est une application de N* dans C; c¢’est donc

une suite complexe définie sur N* [2, 14, 24, [52].

On montre que l’ensemble F(N*,C) des fonctions arithmétiques est un groupe additif et

(F(N*,C),+,.) est un C-espace vectoriel.

Comme exemples de fonctions arithmétiques, on a :

1) La fonction unité 1(n) qui vaut 1 pour chaque nombre entier n.
) lsin=1
2) La fonction définie par Vn € N*, e(n) = ;
0 si non

3) La fonction N définie par N(n) = n : c’est la fonction identité.
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4) La fonction 7(n) = > 1 qui compte le nombre de diviseurs de I'entier n
dn

5) La fonction w(n) = 31 qui compte le nombre de diviseurs premiers de 'entier n
pln
6) La fonction o(n) = >_d donne la somme des diviseurs de n.
din
7) La fonction ¢(n) = card {1 < k <n, (k,n) =1} qui compte le nombre d’entiers plus

petits que n et copremiers a n.

(~1)" sin=IIp,
8) La fonction de Mobius pu(n) = i=1
0 sinon

9) La fonction p?(n) = |u(n)|
Les fonctions arithmétiques les plus étudiées sont les fonctions additives et les fonctions

multiplicatives.

Définition 1.2. Une fonction arithmétique f est dite multiplicative si f(1) = 1 et
f(mn) = f(m)f(n) dés que (m,n) = 1. Elle est dite
- Complétement multiplicative si f(mn) = f(m)f(n), quels que soient les naturels m et

n.

- Fortement multiplicative si f(p") = f(p) quels que soient l’entier premier p et l'entier
r > 1.

Proposition 1.1. Soit f une fonction arithmétique. Si f est multiplicative, alors pour
tout entier n = [[p", on a f(n)=T1f(p") [2, [14, |24, [32].
: pn

p"In
Proposition 1.2. Si f et g sont deux fonctions arithmétiques multiplicatives, alors il en
est de méme des fonctions fg et ﬁ(g #0) [2, 14,24, 32

Définition 1.3. On appelle convolution de Dirichlet ou produit de convolution de deux

fonctions arithmétiques f et g, la fonction F définie par F(n) = > f(d)g(%5), pour tout
din

natureln > 1. On note F' = f * g.

Proposition 1.3. Si f et g sont des fonctions multiplicatives, alors F' = f % g est aussi

multiplicative.

Démonstration. Soient m et n deux entiers positifs tels que (m,n) = 1. On pose d = d;ds,
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ou di|m et dyn. Dans ce cas, on aura (d;,dy) = 1. Par conséquent

= fd)

dlmn
_dl%d;f (o) d)
=3 5 sl (el @)
=D f(d1)f(d2) Zfda
dilm da|n 2
—F(m)F(n)

]

Corollaire 1.1. Soit f une fonction multiplicative ; alors la fonction F' définie par F(n) =

> f(d) est également multiplicative
dln

Démonstration. 11 suffit, en effet, de remarquer que F = f % 1 et utiliser la proposition
1.3l O

Définition 1.4. Une fonction arithmétique f est dite "additive" si f(mn) = f(m)+ f(n)
dés que (m,n) = 1. Si, de plus, pour tout m,n € N*, f(mn) = f(m) + f(n), alors on dit

que la fonction f est complétement additive.

Dans le cas ou, pour tout nombre p et pour tout entier « > 1, f(p*) = f(p), on dit que la

fonction f est fortement additive.

Proposition 1.4. Si f,g et h sont des fonctions arithmétiques, alors :

i) frg=gxf
i) (f*g)xh=f*(g*h)

i) fx(g+h)=fxg+ f*xh

Démonstration. Soit n € N*; alors on a :

i)
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i)

- MX_: f(_k)g(l)h(m)
= kXEfn %;g
= kz;f (g+h)((3))

i)

O
Proposition 1.5. La fonction arithmétique e définie par ¥n € Nx,
1 sin=1
e(n) =
0 sinon
est un élément neutre pour la loi "« de convolution de Dirichlet dans ’ensemble F(N*, C)

des fonctions arithmétiques.

Démonstration. Soit f une fonction arithmétique, alors Vn € N*,

(fxe)(n Zf

dn
= f(n).e(1)
= f(n)

Donc f xe = f et comme la loi * est commutative, alors e x f = f.
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D’ou e est ’élément neutre. O

Définition 1.5. Soient f et g deux fonctions arithmétiques. On dit que g est "l'inverse”

de f et onnote g = f~ L si fxg=g*xf =e; on dit alors que f est inversible et vice-versa.

Proposition 1.6. Une fonction arithmétique f est inversible si et seulement si f(1) # 0.

Démonstration. Si f est inversible, d’inverse g, alors f*g = o. En particulier, f(1).g(1) =
1 et f(1) # 0. Réciproquement, si f(1) # 0, alors ﬁ # (0. Considérons alors la fonction
arithmétique g telle que (f * g)(n) = e(n).

-Si, n =1, alors C%f(d)g(é) =e(l)ie f(1)g(1)=11ie. g(1) = (11)

-Sin > 1, alors

> f(d)g(5) = e(n) = 0

dn

fMgn)+ > f(d)g(%)zO

dln,d>1

fWgn) == 3 F(d)g(5)

d|n,d>1
1 n
g(n) = —m d|§>1f(d)g(d)

Ainsi, la fonction arithmétique g définie par récurrence par

1

= sin=1
e > f(d)g(3) sin>1
dln,d>1
vérifie f x g = e. D’ou f est est inversible, d’inverse g. O

Définition 1.6. On appelle fonction de Dekind, la fonction gy définie pour tout n € N*,
par r(n) =nll(1+ %), keNetk>2.
pn

Définition 1.7. [15] (valuation p-adique).
Pour chaque nombre premier p, la valuation p-adique, notée v,, est définie comme la
fonction arithmétique qui associe a chaque nombre entier n [’exposant de p dans sa fac-

torisation canonique. v,(n) est donc le plus grand entier k tel que p* divise n.

Proposition 1.7. [15].(Théoréme de Legendre). Pour tout nombre premier p et pour tout

entier non nul n,

opnt) =3 M

k>1 LP
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Démonstration. Ce résultat est démontré dans [15]. O

1.2 Propriétés de certaines fonctions arithmétiques

Proposition 1.8. [15]
i) Pour tout entier premier p et Vr € N*, on a 7(p") =r + 1.

k k
it) Sin = TIp;" est la factorisation de n, alors T(n) = [I(r; + 1), ot k est le nombre
i=1 i=1
de facteurs premiers de n.

i) T =1 1.

i) Pour tout nombre premier p, on a o(p) = p+1, ¢(p) = p—1, ¢;(p) =p (1 + J_l) , 12 (p)
1, wip)=1

v) Vn € N*, Y o(d) =n (Formule de Gauss)
din

Proposition 1.9. [15]
i) Pour tout entier premier p et Vr € N*, on a 7(p") =r + 1.

k k
it) Sin = IIp;" estla factorisation de n, alors T(n) = [ (r; + 1), ot k est le nombre
i=1 i=1

de facteurs premiers de n.
i) T=1x*1.

i) Pour tout nombre premier p, on a o(p) = p+1, p(p) = p—1, ¢;(p) =p (1 + jfl) , 12 (p)
1, wip)=1

v) Vn € N*, Y o(d) =n (Formule de Gauss)

din
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Corollaire 1.2.

Proposition 1.10.

i) T(n) =[] (r+1)

prn
ii) o(n)=n]] (1 - )
pln p
1
iii) @j(n —nH(l—)
pln p
T — szrl

i) a(n)zl:[l -
1" st n=P.P---P.
0wy =

0 st sinon

i) prl=c =1=p"
i) p=pu*xN
i) px1=N
w) T = p
v) prxl =2%

vi) or = kY x ¢

Démonstration. 1)¥n € N*,

(1 * 1)(n Zﬂ()

dln
zzﬂd

dln

1 sin=1
N 0 sin>1

=e(n)

Dot p* 1 =e. On en déduit que p= ! =T et 17! =

ii) D’apres la proposition (Formule de Gauss), on a :

10
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> p(d)=n

dln
oupxl =N

Alinsi,

o=Nx1""

iii) Découle directement de (i) et (ii).

iv)Vn € N*|
T(n) = Z 1
din
= (1 *1)(n)
Dour=1=x%1.

Par conséquent, 77t =17 171 = p* p

11

(1.1)

v) Comme les fonctions 2¢ et 2 * 1 sont multiplicatives, il suffira de montrer que, pour

tout entier r > 1, u(r") — (/L2 1) (p").

On a:

D’autre part,

Il en résulte que pour tout naturel n > 1, on a :

(u? 1) (n) = 2(n)
Ce qui traduit que p? * 1 = 2¢

vi) Il suffira de montrer que, pour tout entier
r>1, ou(p") = (K% @) (p").
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En effet, d'une part, d’apres la définition,

D’autre part,

(k% 0)(p") = X k“@Dp(2)

d|p”
— S pe(ph) (2
_z;ok g Sp(pz‘)

= ;)kW(pZ)SO(pT_Z)
r—1 ; .
= o) + LRp(p ) + &
r—1 .
(- D)kt TG - D)
i=1

(
p(1—3)+k+kp Z (1—1)
(

p i= 11’
=" (1= 2) +k+kp(1- )i%
Comme
rzli :rzli_l
i=1p* i=0p*
Alors .
(k5 )0 =r =3 +k+kr1-H(Sx-1
—p (1= +k+kp(1-1) 11_17;"—1)
Sy - Dk k(1) (T
=p"(1-— %)—i—k—i—kp( 1%)
=p' (1= ) +k+kp ' —k
=p (L= )+ kp'
=p (1=, +3)
=pr(1+ 51
= oi(p")

Il en résulte que pour tout naturel n > 1, on a : (K x p)(n) = pr(n).
Dot ¢ = k¥ x .

Proposition 1.11. (Formule d’inversion de Mébius)

Soit f une fonction arithmétique. VYn € N*, on a :

=S5 ssi )= Sl ()

din

12
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Démonstration. Supposons que g(n) = Y f(d), Vn € N*; alors
din

o) = ZH(@D1 ()

= (fx1)(n)

Donc g = f*1

Par conséquent, g x 17 = f

D'ott f(n) = > pu(d)g ()

dn

Réciproquement, supposons que f(n) = > u(d)g (%) ,Vn € N*;
din

alors f(n) = (u*g)(n)

Par conséquent, f = puxg

ou ptxf =g

ou encore 1xf =g

Par suite,

Vn e N g(n) =(1xf)(n) = ‘%lf(d)]l (%)
= %%f(d)

D'ou g(n) = %f(d)

Remarque 1.1.

Les fonctions arithmétiques suivantes sont additives :

i) logn

logp st n=p",r>1

it) N(n) = ot A(n) est la fonction de Von Mongoldt.

0 sinon

On vérifie sans peine que p*logg = A

13
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1.3 Fonction sommatoire associée a une fonction arith-
métique
Définition 1.8. Soit f une fonction arithmétique et x un réel > 1. On appelle "fonction
sommatoire de f7, la fonction Sy(z) définie par Sp(x) = ¥ f(n).
n<x
Définition 1.9.

.On appelle fonction « logarithme intégral » et fonction d’« écart intégral », les fonctions

réelles a variable réelle respectivement définies par
z dt Tt
@)= [ g ¢ L@ =L@ - 4(2)

Exemple 1.1.

1 . La fonction 7(x) : Pour > 1, on désigne par 7(z) le nombre des nombres premiers

inférieurs ou égaux a x.

m(x) =card{p € N: p premier et p < z}

p<w

2 . La fonction 6(z) [I5]. Pour tout > 1, on définit la premiere fonction de Tcheby-
chev 0(z) par 6(z) = _ logp.

p<w

3 . La fonction ¢ (x) [15]. Pour tout > 1, on définit la deuxieme fonction de Tche-

bychev ¢ (z) par ¢¥(z) = > H(x%)

1<r< loas
— —logp

4 . La fonction sommatoire de la fonction 1.
C’est la fonction notée > letona: > 1= |z| =z — {z}

n<x n<x

5 . La fonction sommatoire de pi? .
Elle a pour estimation Y p%(n) = o+ O(/x) [15]

2
T
n<x

Proposition 1.12. [15] n(x) = i + o(oim2)- (TNP)

Corollaire 1.3. 7(z) T

En théorie des nombres, un des problemes majeurs est I'estimation de la fonction somma-

toire.
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Pour estimer les fonctions sommatoires, on peut utiliser le lemme d’intégration par parties

énoncé sous forme de proposition ci-dessous.

Proposition 1.13. [2]] (Lemme d’Abel). Soient (a,), n > 1, une suite de nombres com-

plexes et f une fonction dérivable sur lintervalle [1,x]. Si on pose A(x) = Y a,, alors
n<x
on a:

> anf(n) = A@)f() - [ AW f (0t

n<x

Démonstration. En posant

S(x) = anf(n),

n<z

et en évaluant le membre de gauche , nous obtenons

S(x) = > (A(n) = A(n —1)f(n)

- Y AWf)~ ¥ A1)
= ;_lA(”)(f(n)—f(n—l-l))—FA(L:EJf(La:J) ou |x| est la partie enticre de x

s@ = X Aw [ Oa+aw@s(e)

_ ; /”“ (t)dt + A(x)f(|z]) — f(z) + A(z) f(z)
- _ / “ t)dt — /H AR f (t)dt + A(x) f(z)

— A@@)f(x) - /1 A()F (t)dt.

Comme application a cette proposition, on a le corollaire suivant
Corollaire 1.4. [2]] Pour x > 1, on a > + =logz +~+ O(z™"),

n<:p

>t
ouy=1-— / {t}dt = 0,577--- est la constante d’Fuler.
1

Démonstration. On applique la proposition en posant a(n) = 1 et f(x) = % On
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obtient alors

> =Al)f(r) - /j A() f'(t)dt

n<x
|z ] LxJ

1
:1—{‘”}+/xdt—/x{t}dt
r 1t 1t

=logz +v+O(z™1)
0

Proposition 1.14. (Méthode de convolution)[15] Soient f et g deux fonctions arithmé-
tiques et © un réel x > 1. On pose F(z) = Y f(n) et G(z) = X g(n) ; alors on a :
n<lx n<lx

X (frg)n) = X f(n)G(3)

n<lx n<lx

= X g()F(3)
n<x
Remarque 1.2. La méthode de convolution est utilisée pour estimer la fonction arithmé-
tique issue de la convolution de deuzx autres fonctions arithmétiques,la fonction somma-

toire de l'une d’elles étant supposée connue. [29].

On établie la proposition suivante :

Proposition 1.15. [2]|] (La méthode de I’hyperbole) Soient f et g deux fonctions arith-
métiques et x un réel x > 1. On pose F(x) = Y f(n), G(z) = Y g(n) et H(z) =
nlx n<z

> (f % g)(n), od f * g est le produit de convolution de f et g ; alors

n<

H(z) = ¥ (f*g)(x)

ot a, b € RT.

Démonstration. Soit S = {(d,q) € N* x N* : dg < z}; alors S comprend tous les points
qui sont au-dessus de I'hyperbole y = x. Si (d, q) satisfait dqg < z tel que ab = x, alors
d<zougqg<h. Eneﬂet,sidza,onaqggggzb.

On pose S = AU B tel que

(d,q) e N*x N*:dg <z,d<a} et

A ={
B ={(d,q) e N"xN":dqg <x,q<0b}
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S fdgld) = S f(dgla)

s (d,q)€eAUB
dg<x
= ¥ fdgd)+ ¥ fldg(d)— ¥ f(d)g(d)
(d.q)eA (d,q)eB (d,q)€EANB
= @@+ % [y~ T f(d)gld)
= SI@) S 9la) + () ¥ 7d) ~ 2 F(d) S gl
= ZIAGE) + S F ()~ F@G)

]

Proposition 1.16. [15/ La fonction sommatoire de T, notée D(x), vérifie pour tout
nombre réel x > 1, D(x) = zlogz + (2y — 1)x + O(y/x).

Démonstration. Nous savons que 7 = 1 x 1. [

Par conséquent,

OEDHIED DI

n<x n<zdln n<zab<x

Donc,
drln) = > 1+ 3 1= 1)1
n<z 1<d<yxz n<% 1<q<\f n<g n<z n<yz
- > G+ ZL |- Wa)?
1<d</x 1<q<f
=2 3 (G- {5) - (Vo {Va})
1<d<vz

=22 ), g— > }—iUJrO(\/_)
1<d<\/@ 1<d<\f

Or, d’apres le corollaire Z =log vz + v+ O( )

1<d<f

o~

Donc D(z) = zlogr + (2y — 1)z + O(y/x)

Une autre méthode qu’on peut suivre pour estimer la fonction Sy(x) est la méthode

analytique via les séries de Dirichlet.
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1.4 Série de Dirichlet associée a une fonction arith-

métique

1.4.1 Définition

Définition 1.10. [2])] : La série de Dirichlet associée a une fonction arithmétique f est
la série définie par
Dy(s) = 3 40 R 1 1.2
f(s) = Z?, avec Re(s) > (1.2)
n=1

ol s = o + it est un nombre complexe.

Les réels f(n) sont souvent appelées les coefficients de la série de Dirichlet. Si la série
+o0o

converge dans un domaine de convergence, on écrit Ds(s) = X @ telle que Dy(s)
n=1

représente une fonction holomorphe dans le demi-plan de convergence absolue.

+o0
Si f(n)=1, alors Dy(s) = 3 - est par définition la fonction de zéta de Riemann. On note

“+oo
¢(s) =X s

n=1

ns

400
Définition 1.11. Soit Ds(s) = X I wne série de Dirichlet. L’abscisse de convergence
n=1

absolue de cette série est définie comme étant le plus petit nombre réel o, tel que si o > o,

alors Y |f(n)|n=7 converge. Donc o, =inf o : > |f(n)|n™7 < +o00 .
n>1 n>1

1.4.2 Séries de Dirichlet et produit eulérien

Le résultat suivant montre qu’une série de Dirichlet associée a une fonction arithmétique
multiplicative admet une représentation en produit infini sur son démi-plan de convergence
absolue. Cette représentation qui fait intervenir un produit portant uniquement sur les

nombres premiers est fondamentale en arithmétique.

Proposition 1.17. [2]|] Soit f une fonction arithmétique multiplicative et o, l'abscisse de

convergence absolue de la série de Dirichlet D¢(s) = > f(n)n™*; alors pour tout s € C

n>1
tel que Dy(s) converge absolument pour Res(s) > o,, on a :

Dt =TI (5 127,

TS
p r=0 p

Corollaire 1.5. Soient f une fonction arithmétique complétement multiplicative et o,
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l’abscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet, on a

S fmn— = ] (1 B f(p))_1

S
n>1 p p

Démonstration. Comme f(p") = (f(p))" alors on a : Z =11 Z ( ) Puisque

p r=0
le membre de gauche est fini, alors le membre de dr01te I est aussi. Ainsi, pour tout nombre

+o00 r
premier p, la série » (f(p)) converge. Donc nécessairement, on a |f(p)| < |p®| et on
T D’
+00 T -1
obtient que Z (@) = H (1 — f(]:)> , ce qui donne le résultat. O
r=0 p p p

Un exemple de série de Dirichlet est la fonction zéta de Riemann, notée ((s); celle-ci est
1
I'une des séries de Dirichlet les plus étudiées. Pour Re(s)>1, ((s) = > —.
n21n5

1
Ainsi, d’aprés le corollaire , C(s) = 1;[(1 - =)L
ps
Cette derniere représentation est utilisée pour démontrer que ((s) # 0 et Re(s)>1. En

outre, elle est utilisée pour établir analytiquement le théoréeme des nombres premiers.

1.4.3 Une autre représentation de la fonction Zéta de Riemann

Il est immédiat de vérifier que la série de Dirichlet Z n~° converge absolument pour

n>1
+00 1
Re(s) > 1. Ainsi, d’apreés la proposition [1.16, la fonction ((s) = Z — est analytique
n=1 n
dans le demi-plan Re(s) > 1. Une étude détaillée de cette fonction est founie dans [7] et

29].

Le résultat suivant permet de prolonger la fonction ((s) dans le domaine 0 < Re(s) < 1.

- +oo It
Proposition 1.18. [2]] Si 0 < Re(s) < 1, on a ((s) = J*5 — s/l t{”}l

Démonstration. Le lemme d’Abel implique
((s) = Lx—J + 3/ [tttV at
1 {a:} 1 1
Tl g +8<(1—s)x3—1 a 1—3) L

S too ¢
= — dt.
s—1 8/1 tstl
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1.4.4 Les séries de Dirichlet associées aux fonctions 7, ¢, k¥, ¢y,

ﬂ270’ et p

Proposition 1.19. Les séries de Dirichlet associées aux fonctions ci-dessus sont données

par [24] :

o) 1

i) nZ::l v ) Re(s) > 1 (1.3)
o oseen) =1

i1) 2 Ty Re(s) > 2 (1.4)
i11) ing) = (%(s), Re(s) >1 (1.5)

=2 12 (n S
i) Zl’”‘n<8) - f((%)), Re(s) > 1 (1.6)
v) i "7(:) = ((s)C(s — 1), Re(s) > 2 (1.7)
N Rk 11—k s
vi) ;::1 e =((s 1)1;[ (1 e ) Re(s) > 2 (1.8)

) SO
vit) Y T ) Re(s) > 1 (1.9)

n=1

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, on utilise le produit eulérien via la

convolution. O

Apres les généralités sur les fonctions arithmétiques et les séries de Dirichlet associées,
nous entamons le chapitre 2.Ce chapitre est consacré a I’étude des fonctions sommatoires

des fonctions moyennes d’une classe de fonctions arithmétiques.
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Chapitre 2

Propriétés et fonctions sommatoires

de quelques fonctions moyennes

2.1 Introduction

Nous rappelons qu’'un nombre entier strictement positif est dit « sans facteur carré » s’il

n’est divisible par aucun carré d’entier autre que 1, [2].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude d’une catégorie de fonctions arithmé-
tiques dont la plus part d’entre elles portent sur les entiers sans facteur carré. Les fonctions

arithmétiques considérées sont celles définies respectivement par

fi(n) = (171) S (), (2.1)

din
B =5 X S@ 2.2
din
(d,2)=1
F5(0) = sy SR F(A) (2.3
i) = = St (2.4
() = =2 S (1@ (25)
dn
fon) = sy X #20 (2.6
dln
(d,2)=1
o) = s 0 WD) (27)
(d,2)=1

ou f est une fonction arithmétique.
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Les propriétés de ces fonctions ont été suffisamment étudiées dans [4], [14] et [29].
Ces fonctions vérifient un certain nombre de propriétés de base et s’interpretent comme
des moyennes des valeurs moyennes de la fonction f sur des sous-ensembles de diviseurs

d’un entier n.

Pour faciliter la compréhension de la suite de ce chapitre, nous I’avons subdivisé en trois
sections :

- L’étude des propriétés de la fonction f;, i < <7

- L’estimation des fonctions sommatoires Sy, (z) de f;, 1 < i < 5, dans le cas ou f est
additive.

- L’estimation de la valeur moyenne des fonctions f; dans le cas ou f est multiplicative.

2.2 Quelques propriétés des fonctions f;, 1 <: <7

Les trois premieres fonctions vérifient les relations données dans les propositions et
2.2 Ces relations sont démontrées dans [4], [14].

Proposition 2.1. Soit f une fonction arithmétique. Si f est additive, alors pour tout

nombre entier n > 1, on a :

i) filn) = 3 5 3 7 0)
i) o) = 31 0)

iii) fs(n) = 5f(n)

[N

Corollaire 2.1. Soit f une fonction arithmétique et n un nombre entier > 1

i) si f est complétement additive, alors fi(n) = fo(n) = 5 f(n)

i) si f est fortement additive, alors f3(n) = 3 55 f(p)
p|n

Démonstration. On utilise la proposition [2.1] et le caractere « complétement additive » ou

« fortement additive » de la fonction f. OJ

Proposition 2.2. Soit f une fonction arithmétique. St f est multiplicative, alors pour
tout nombre entiern > 1, on a :

) A = o 11 (14 5 767)

a‘n
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i) fo(n) = 5t I (14 f(p))

pIn
i) f3(n) = 55t T‘[‘ (1+ f(*))
peIn
Corollaire 2.2. Soit f une fonction arithmétique et n un nombre entier > 1.

i) Si f est fortement multiplicative, alors

) = 4 T 1+ af(9) et o) = fao) = iy TT 1+ £(9)

)paHn pa|n
it) Si f est complétement multiplicative, alors

30) = 56 IO+ G 0)).

p*|n

Démonstration. On utilise la proposition et la condition « fortement multiplicative »

ou « completement multiplicative » . O]

Des propositions et nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.

i) Si f(n) = Q(n), alors fi(n) = f3(n) = 3Q(n) et fo(n) = 1 (Qovy) (n), od v est la

fonction noyau définie par

1 st n=1
n)=
V() [Ip st n>2.
pln
it) Si f est la fonction indicatrice ¢ d’Euler, alors fi(n) = =L fa(n) = s(n) et
f3(n) = soe I (0" = p* + 1)

p*[|n

i) $i f(n) = o{n), alors fi(n) = = T1 <1+ ilpm_l), fa(n) = 215 11 (p+2) et

p—1
pe p|In
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Démonstration. i) Comme () est additive, alors d’apres la proposition , on a :

U
-¥

p*|n

—Z

a+1z
a+1z

ala+1)
2(a+1)

ii) et iii) se démontrent de fagon analogue. O
Proposition 2.3. [T}/ Soit f une fonction arithmétique et p un nombre premier.

i) Si f est multiplicative ou additive et f(p) =1, alors fs est multiplicative et
fo(n) = 1,Vn € N*

i) Si f est multiplicative et Yoo € N*| f(p®) = «, alors fr est multiplicative
Remarque 2.1.
- C’est possible que f soit additive sans que fg et fr le soient.

- Les fonctions fg et fr jouent un role capital en théorie des nombres et en cryptographie
car elles sont liées a la factorisation d’un entier en produit de facteurs différents; ce qui

est un des points forts de la théorie élémentaire des nombres [29].

La démonstration des propositz'ons et découle du caractére (additif ou multiplicatif)
de la fonction f.

- Comme nous l'avons signalé au début de ce mémoire,les fonctions ci-dessus définies
s’interpretent comme des moyennes de valeurs de la fonction arithmétique f sur les sous

ensembles des diviseurs de n (diviseurs ordinaires, sans facteur carré, unitaires).

La connaissance des propriétés de ces fonctions sur un entier n > 1 peut servir a [’étude

des valeurs moyennes sur les entiers y-friables et de leurs séries de Dirichlet, voir dans
[29].
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Contrairement aux fonctions fi, fs et f3, les fonctions fg et f7 ne présentent pas I'addi-
tivité mais présentent plutot la multiplicativité pour une certaine classe de fonctions f
comme, par exemple, lorsque f(p) = 1, pour tout nombre premier p. Il est connu que,
en théorie des nombres, 'estimation des sommes partielles (fonctions sommatoires) des
fonctions arithmétiques peut faciliter la connaissance de la densité des sous-ensembles de
n voir dans [32]. Ceci nous incite a estimer les fonctions sommatoires des fonctions f;,
lorsque 1 < ¢ < 5. Méme si nous n’aurons pas besoin de ces résultats dans la suite, nous

les établissons pour montrer les propriétés particulieres de w(n) et ©(n).

2.3 Fonctions sommatoires de quelques fonctions moyennes

Dans ce paragraphe, nous estimons les fonctions sommatoires des fonctions f;, pour

i€{1,2,3,4,5}, lorsque f est une fonction additive.

Théoréme 2.1. [32] (Théoréme de Mertens) Pour tout nombre réel x > 2, on a :

> logp _ logz + O(1). (2.8)

p<z

De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que

leloglog:c—irc—irO( ! ) (2.9)

o log

En particulier, les séries Y. %62 et 2L divergent.
pEP pGIP’p

Démonstration. Pour démontrer la relation 2.8} on va calculer log(|z|!) de deux maniéres.
Tout d’abord, on utilise le lemme d’Abel (proposition [1.13)) , avec a(n) =1, n > 1,
f(t) =logt et x > 1. On vérifie immédiatement que A(t) = |¢]; ce qui donne

log(lz]!) = > logn = |z] logm—/lxttjcit

n<|z|
En introduisant {t} =t — |t], la partie fractionnaire du réel ¢, on obtient

log(L) = (o = {x}) log — [ ! _t{t}dt
it

:xlogx—{x}logm—(x—1)+/ e
1
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Comme 0 < {t} <1, 0on a

x t €T
/ {}dt‘ < / @ = logx.
1t 1t

D’ou, on en déduit
log(|x]!) = zlogx — x + O(log x).

D’autre part, en écrivant

log(|z]|!) = log (H pvp(LxJ!))

p<lzx

= Z vp(x]!) log p,

p<x

et en utilisant la formule de Legendre (proposition , on obtient

log([2]1 ZMWZ{ J

p<zx m>1

Or, on vérifie immédiatement que

-2

log( |21 ZZ{%M

D’ou

p<zrm>1
Z{ Jlogp—i-zz { Jlogp
p<z p<x m>2

_ Zlogp_z{ }logp—i—ZZ{ Jlogp.

p<lzx p p<lzx p<zrm>2

Remarquons que

> {;} logp < ) logp = O(z) < (2log2)z.

p<z p<z

26

(2.10)
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De plus,
1
3 { Jlogp<xzz 08P
p<T m>2 p<z m>2 p
=z Z log p 1
p<zx p2 1
log p
=r)y —.
,g (r—1)
Comme la série Z ) converge, on en déduit que

ZZ{ Jlogp O(x)

p<xrm>2

Ce qui entraine que

log(lz)!) = 2 3" %22 | 0(a).

p<e P
En comparant (2.10) et (2.11)), on en déduit finalement la formule ({2.8]).

Pour prouver 'estimation ([2.9), on introduit la fonction
p

1
R(z) =) 8P log z,

ce qui donne

Az A z
Z » ; zp: 119 ; log( x)) - 102;22) _/z A (t)dt
1 Rz
=3t

p<a P <z
) R(2) /m R(t) /Z dt
t dt
log x log2+ 2 t(logt)2d * 2 tlogt
1R Rl RO
2 log2 logx 2

= loglog x — loglog?2 +

t(logt)?

27

(2.11)
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Remarquons tout d’abord que R(2) = 1°§2 —log2 = —%log 2, d’ou

Ala) v R

1
— =logl 1 —loglog 2
Z 0glog T + oglog 2+ log x t(logt)?

p<w

D’autre part, d’apres (2.8), on a R(t) = O(1); ce qui implique, en particulier, que I'inté-

grale

/+<>° R(t)

t(logt)?

converge et si on note A sa valeur, on obtient

1
Z— =loglogx +1—1loglog2+ A+

p<z

R(x) too  R(t)
logz /x t(logt)?
)

=loglogx +c+

R(z) _/+°° R(x

log t(logt)?

ou ¢ =1—loglog2+ A. Il reste a remarquer, en notant R = sup|R(t)|, que

t>2
R oo R(t R ‘oot
(z) / ®) gl < R /
logz Jo  t(logt)? log «  t(logt)?
et
/+oo a [ 1] 1
»  tllogt)? | logt| — logz’
D’ou
R too  R(t 2
@) Bl | 2R
logz Jo  t(logt)? log x
Ce qui implique 'estimation ([2.9) et acheve la démonstration du théoreme. n

Du lemme d’intégration par parties et du théoreme 2.1 on déduit le corollaire suivant

Corollaire 2.4. []] Pour tout nombre réel x > 1, on a :

> w(n) :xloglogw+clm+0< ’ ) :

n<e log x

o



Fonctions moyennes généralisées sur les entiers sans facteur carré 29

400 +oo ]
y=1-— / {u} du = —/ Ogudu ~ (,5772115664000 est la constante d’Euler.
1

Démonstration. Par définition de w(n), on a

dwhn)=z> 31

n<z n<z pln

—ZL

n<x

D’apres le théoreme [2.1, on a

1 1
Zzloglogx—i-c—i-()( )
P log x

p<z

Mais |7 = { } Donc Y w(n) = zloglogx + cx + O (10295) car <, 1 << 57

n<x

"S\H

[]

Le résultat suivant est un résultat préparatoire de la proposition . Il est établi dans [4].

Lemme 2.1. Soit f une fonction additive constante sur [’ensemble des nombres premiers
P et que f(p*)—f(p*~') est borné pour tout o > 2 ; alors les expressions fi(p®)— f1(p®~1),
fa(p®) — fo(p>~t et f3(p®) — f3(p* 1) sont également bornées sur P et a > 2. De plus, les

fonctions fi, fo et f3 sont constantes sur P.

Démonstration. La démonstration de ce lemme découle de 'additivité de la fonction f et
de la condition f(p® — f(p*~') = O(1). O

Utilisant le lemme [2.1, J M. De Konnick et J. Grah [4] ont démontré la proposition
suivante :

Proposition 2.4. [J] Soit f une fonction additive, x un réel > 1. Il existe des constantes

c1, Co et cg telles que :

i)

_a
Zfl(n) = 2x10g10gm+fo1( )+ O <logx>

n<x

1
> fa(n) —xloglogx+2—fo2( )+ O (log:c)

n<x
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ii)

_ G 1
> f3(n) = 5 loglog x + stDfs( )+ O <logx>

n<x

Avant d’aborder les fonctions sommatoires des fonctions f;, 1 < i < 5, lorsque [ est

multiplicative, nous établissons un lemme intermédiaire utile pour la suite.

Lemme 2.2. [32] Pour tout nombre réel x > 1, on a :

anw:gx+m¢a

n<x

Démonstration. Posons M(z) =" p*(n). Par définition de p*(n), on a :

n<x

=> > ud)

n<zd2|n

= 3 u(d)

A<z

:ZWM {w)

d<\z

+o0
p(d)
d=1 d>f g

=z]J1-=) -

1
p2) d>\f ( )

- LS

IO

Comme ((2) = =, alors
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Or,

> M)y

d>\/z d>+\/z

d
Donc |z ) Mc(12>| << V.
d>+\/x
Par conséquent,

O

Lemme 2.3. Soit a un réel > 0 et f une fonction multiplicative dont la série de Dirichlet
+oo
D¢(s) = X fflf) converge absolument pour Re(s) > « et soit h = p? x f ;alors on a :

> h(n) = %me(l) + O (:EH); ot 0 = max(é, a).
n<x

Démonstration. En posant M(x) = 3 u*(n), on a :

Z h(n) =Y (1 * f)(n)
) ; roe (5)
D’apres le lemme on a :
Tl = ixzfg‘) e (z ‘f\(/%”\/i)

m n=1 n>x

:%xi‘”&_i "UO(Z)’{M )

-«

na

Pour estimer le second terme du second membre, on écrit n = n

Comme n > z, alorsona : ——= < —=—=;
? n xT Y

n>x

e E e SN0
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Pour le troisieme terme, on a

1¢" cas : %gagl

1
<xte

N

Commengxetquea—%ZO,onan“_

D’ou

%{%L)ﬁ << x“i“’iﬁ? << z®

1

@

3

e . 1 « 1 1
cs: 0<a<z=n Snz:ﬁj

Donc

]

Avant de présenter les estimations des fonctions sommatoires de f; (4 < ¢ < 7)(avec f multiplicative),

nous présentons les séries de Dirichlet associées a ces fonctions.

Proposition 2.5. [29] Pour Re(s) > 1, les séries de Dirichlet respectivement associées

aux fonctions fi, f5, fe et fr sont données par les relations suivantes :

i) T B~ G(s)Gals)

i) % B = ()G (s)

iii) 332 — ¢(5)G(s)
n=1

iv) +§fn<"> — (o(5)G(s)
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ol on a posé (a(s) =[] (1 + pi) , Re(s) >1et
p

—p* —2p*log (1 — &
G4<s>=n(p plog ( p)),

p*+1

B flp)—1  f(p)+1 2 1 s 1
G5(S)_l;[<l+2(p5+1)+ "+ 1) <_p 10g<1_p8>>_p _2>

B f(p) —1 1
Gﬂ$_glo+?@“+U+2@%+U>

Démonstration. La démonstration de cette proposition est une conséquence de la repré-
sentation de la série de Dirichlet en produit eulérien de la définition des fonctions f; et

du lemme suivant.

1
Lemme 2.4. Pour tout nombre premier p, et pour tout s € C, | — < 1| on a
pS

1 1 1 1
i) log(l——) = —— — —— +0(—),
) ( ps ) ps 2p23 (pSO' )
L1 1
Zl) _— =
= prs ps (ps _ 1)
+00 1

W) Yy

1
—_— = _ps lOg 1——).
= (7” + 1>prs ( pS)

Démonstration. On montre les relations précédentes en utilisant respectivement la formule

de Mac-Laurin a 'ordre 2 a la fonction log(1 — x) au voisinage de zéro et des relations

+00 k
d at = 1x lz| < 1,
— X
n==k
+oo 1 1
Zn+1$” = —Elog(l—x).
n=0

Revenons maintenant a la démonstration de la proposition [2.5
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Pour Re(s)>1, on peut écrire

. f4 o 1 2#2001’)
1+ L ,
I
or
I 1 R 1
— 42y —
Z (7, _'_ rs Z'u ps 7;2 (7” + 1)prs

La relation (iii) du lemme (2.4) implique que

f Z 1+2< *log(1 1) 1)
— —p log(l — — .
= (7“+1 TS 4 ” ps ps 2ps

Nous avons

_ <(s>H(1 —2p* log(1 — ) — 2p8—1>

ps+1

— 2p* log(1 — pi)
p°+1

— CQ(S)H( =
= ((s)Ga(s).

Pour la relation (ii), on a

f]%(n) _ H 1+f

S 7S
n=1 1 P =+l p

2(p* +1) pP+1 = (r+1)ps
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Pour la relation (iii), on a

ZozofG(n) 1;[ 1+22

3
—_

= G

P
I{EE—
= & .

)
)Gi(s)

S
S

Pour la relation (iv), on a

f7(n) _ H 1+§011:0

ns » = 2 prs

3
Il
—

+
8
(]
=
[}
’B@_
=
= LN
~— \_\//

f(p X1
- (I
B 1 flp-1 1
B 1;[<1+p5+ 2p +2(p5(p5—1)>
= Cz(s)H<1+1+f(p)_1+ ! )

. p* 2 +1)  2(p*-1)
= ((s)Gr(s).

]

L’apparition de la série de Dirichlet de (»(s) dans les séries précédentes montre le lien

entre les entiers sans facteurs carrés et les entiers liés aux fonctions moyennes.

Utilisant la formule de Taylor de log(1 — z) au voisinage de zéro, les relations
+o0 too

S =

n=k

2] <1, ¥ 2% = Lllog(1—2) et la condition Z f(p) D < too,
ou 0 < 0 < 1, on montre que les fonctions G4(s), Gs(s), Ge(s) et G7( ) convergent

:knJrl

absolument pour Re(s) > 3.

De la proposition [2.5] nous déduisons le théoréme 2.2 suivant :

Théoréme 2.2. [29] Soit un réel ¢ > 0,0 < € < % 5, et un x réel plus grand que 1. On a :

> faln) = 7:32(}4(1)91: +0 (a:%“) :

n<x
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i) 3 o) = 5 Go(l)r +0 (a1,

n<x

iWi) Y fe(n) = 7iGﬁ(l)x +0 (x%ﬁ) 7

n<x

) Y foln) = 75207(1):5 10 ().

n<x

Démonstration. La démonstration de ce théoreme découle directement du lemme et

de la proposition [2.5
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Chapitre 3

Etude de la fonction f,

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les propriétés arithmétiques de la fonction f, définie
par f,(n) = ﬁcqzng(d) f(d), d’'une part et d’autre part, d’estimer la fonction sommatoire
> fg(n), ot h=gx1 et fet gsont des fonctions arithmétiques vérifiant les conditions
;eriiiales ¢y et ¢y suivantes :

c1. g est multiplicative, positive et telle que pour tout nombre premier p et pour tout
nombre entier r > 2, g(p") = 0;

co. f est positive et vérifiant d’autres hypotheses selon la nature de f.

Comme application, nous considérerons g(n) = p?(n)(k — 1)*™ et f(n) est un élé-

ment de ’ensemble {@,ﬁ, ‘”7(1")

} pour f multiplicative et comme un élément de

{w(n),log 7(n)} pour f additive.

3.1 Quelques propriétés de la fonction f,

Le théoreme suivant montre que les propriétés de f, dépendent de celles de f.

Théoréme 3.1. Soit f une fonction arithmétique. Si f est additive (respectivement

multiplicative), alors la fonction f, est additive (respectivement multiplicative).

Démonstration. Considérons d’abord le cas ou f est additive. D’apres la définition de f,,

si deux entiers non nuls m et n sont premiers entre-eux ; alors

fyfmn) = s T a7

Puisque h(n) = > g(d), on a
d|n



Fonctions moyennes généralisées sur les entiers sans facteur carré 38

fg(m”):m > gldids) f(didy).

d d
dida|mn 1fmidz|n

Comme f est additive et g multiplicative, alors on a :

1

= d d d d
fg(mn) ) ‘mzd |ng(d1)g(d2)d1|7§2n9( 1)9( 2) [f( 1) + f( 2)]
Cela s’écrit encore
1
S (dv)f(d d d d d
fg(mn) dz|mg( )dz‘ng (da) d%;lg 1) 1)%;19( 2)+dlzl;ng< 1)@2%9( 1) f(d2)

ou encore

o) = iy S A S le) s () Sl

di|m da|n dl‘m dafn di|lm da|n dl‘m da|n
En fin,
fo(mn) = Zg (dv)f Zg (da) f
E g d1|m d2|TL
dilm d2|n
Par conséquent,
1 1
fo(mn) = — 9(di) f(dr) + = g9(d2) f(da)
Pm) (dryim h(n) (Go3in
Dot f,(mn) = f,(m) + f,(n) =
On conclut alors que f, est additive.
Lorsque f est multiplicative, on a
fy(mn) = 3" g(d)f(d)
mn) = g
g h(mn) il
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On peut alors écrire

f (mn) = g d1d2 d1d2>

didz|mn

Comme f et g sont multiplicatives, alors nous avons

Z gl Z g(dy)g (dl)f(d2)
d1d2mn

dida|mn

fo(mn) =

Ce qui donne

1
mn) = dy) f(dy dy) f(ds
flimn) = s 3 o)) o) ()
di|n da|m
Donc
mn) = (dh)f . (da) f
fg( ) dEI:gdl d%;ng dzljgdg dgl;Lg

Par suite,

fa(mn) = fo(m).fg(n)

Cela montre que f, est multiplicative.

Le théoreme ci-apres montre que la fonction f,; est fortement multiplicative.

Théoréme 3.2. Soit f et g des fonctions arithmétiques vérifiant les conditions c; et

ca . Alors pour tout nombre premier p et pour tout entier r > 2, f,(p") = f,(p), avec
_ l+g()f(p)
falp) = 210

Démonstration. Considérons le cas ou f est multiplicative. On a

fop"

d\p
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or

On a donc
gl = §g<pf>f<pi> 1+ 9)f ) (1)
Par suite,
fo0") = L+ oe)/(p),

O

Dans le paragraphe qui suit, nous nous intéressons a la série de Dirichlet associée a la

fonction f,

3.2 Série de Dirichlet associée a la fonction f,

Dans ce paragraphe, nous présentons le produit eulérien de la série de Dirichlet associée a
la fonction f, lorsque f est multiplicative. Ce produit eulérien est lié a quelques résultats

qu’il convient de présenter au préalable.

Théoreme 3.3. Soit [ et g des fonctions arithmétiques vérifiant les conditions c1 et c,.

Dans le demi-plan Res > 1, la série de Dirichlet associée a la fonction f, s’écrit

Fy(s) = G(s)Ga(s) (3.2)

_ g)(f(p) — )) 1+g(p)f(p)
Gl(s)‘?(”ug(m( ) T U)o 1>>

Démonstration. Elle découle du lemme suivant et de la représentation en produit eulérien

d’une série de Dirichlet. ]
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Lemme 3.1. Pour Res > 1, on a

Jio - 1
= prs (ps _ ]_)
Ce lemme découle de la relation
+o00 . Zk
> "=
n==k z

pour tout nombre complexe z, avec |z| < 1.

Révenons a la démonstration du théoréme [3.3]

Par définition de Fi(s), on a

(3.3)

L) 33 ol >>

pT’S
Donc pour Re(s) > 1 et en utilisant le lemme [3.1] on a

Fg(S)IH(1+( ()f<)+1+9(p)f(§9) 1 )

v 14 g(p)) (1+gp) p(pe—1)
n_ 1+g(p)f(p)
fg(P ) = W
Alinsi,
_ 1+g(p)+gp)(flp)—1)  1+g)flp) 1
Fols) = 1;[ (1 i (1+9g(p))p° (L+g(p) p*(p°— 1))
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On a, finalement,

5) = 1;[ [(1 n ;) (1 b 9()(f(p) —

Par conséquent

R =TT (1+ ) (1 U0 L) 1

Par suite,

Fy(s) = G(s)Gi(s)

— 9(P)(f(p)=1) 1+9(p)f(p)
avee Gy(s) =TT (1+ gEERSN + ity

Corollaire 3.1. Le produit eulérien G1(s) converge absolument dans le demi-plan

Re(s) > max(3,0) lorsque 3 % converge, pour 0 € 0,1].
p>2

Démonstration. On peut écrire

Lo/ e) _ . 90U —1)
1+ g(p) 1+g(p)

Donc

Les séries

zp:( g(p)(f(p) —1) et 3

L+g(p)@*> -1) > p* =1

convergent respectivement pour Re(s) > § et pour Re(s) >

N

En effet, Z }72%_1 converge absolument si Re(s) > 3.

2ps) 11’<< Z|f 20— éa

Puisque Z 7
p>2

Cela montre que Y ‘f(p) U converge si o > 2
p>2

Comme o > max(2

2,5),0na0>5>§.

42

(3.4)
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De méme, la série

converge si o > 0.

Ainsi, G1(s) converge absolument si Res > max(3, 4).

]

Corollaire 3.2. Du théoréeme on déduit que f, = p* * g1, g1 étant une fonction

arithmétique dont le produit eulérien associé est Gi(s).

Démonstration. Il est connu que le produit de deux séries de Dirichlet est celui de la

convolution de deux fonctions [12]. Pour conclure, on utilise le lemme [2.3] ]

3.3 Fonction sommatoire et valeur moyenne de la

fonction f,

Comme nous l'avons signalé dans I'introduction, l'estimation des fonctions sommatoires
joue un roéle particulier en théorie des nombres.

En effet, on peut l'utiliser, par exemple, pour étudier les propriétés de certains sous
ensembles de diviseurs d’un entier n [4] ou pour établir des résultats classiques de la

théorie des nombres comme, par exemple, les résultats liés au TNP.
Passons alors a ’estimation la fonction

Spo(w) = D_ fo(n). (3.5)

n<x
Pour estimer cette fonction, nous allons distinguer deux cas :
1°"cas : f additive et constante sur I’ensemble des nombres premiers.

¢ —1
2°cas : f multiplicative et vérifiant la condition » M

n<x

< +00, ou § € 10, 1].

3.3.1 Estimation de la fonction sommatoire de f, lorsque f est
additive

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la valeur moyenne de la fonction f, lorsque

f et g sont constantes sur I’ensemble des nombres premiers et f est, en outre, additive, g
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étant toujours supposée multiplicative. On a le théoreme suivant :

Théoreme 3.4. Soient f et g deux fonctions arithmétiques vérifiant les conditions ini-

tiales ¢y et co et constantes sur l’ensemble des nombres premiers. Si f est additive, alors

n;ﬂgfg(x) = cai(f, g)zloglogz + ea(f, g)r + O(50)-

Démonstration. Elle découle du théoréeme de Mertens ( théoréme et du lemme suivant

O]
e . . . T dt T
Lemme 3.2. [18] Soit x un réel = 2; alors [3 im << {55z
Démonstration. En appliquant la regle de 'Hospital, on a
fx dt 1
; 2 log™t . log"
lim —*— = lim —/——>~
T—00 x T—00 __n_
log" x log" x log" Tz
1
= lim ——
z—oo | — I
log z
=1
. T dt x s N dt T
Par suite, [, et ~ el D’ou [, e << Tt O

Démonstration. Du théoréme [3.4] Soient f et g deux fonctions arithmétiques vérifiant les

hypotheses de ce théoreme. Comme f est additive, alors on a :

> fom) =32 > fo(0)

n<x n<z p”||n

= Z (Z fo(p) + Z fg(pr)) , T =2

n<z \pl|ln prlin

= Z ng(P) + Z Z fg(Pr)

n<z pl|n n<z p{|n

Posons 51 = X X fy,(p) et S = > > f,(p")

n<ap||n n<zp(|n
r>2
La premiere somme s’écrit

Si= > > folp)
n=pm<z plin
ou encore

Sl = ng(p) Z 1

< z
p<z m<z
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Donc

Posons ¢y = f(p), ¢y = 9(p)

Puisque
x
1= I.;L

m< p<x

on a :
_ CrC

14+ Cg pz<::z: ( {p })

ou encore

Cf.Cg Cf Cg
S, =
' 1+ngz 1+ng{ }

p<lz p p<lzx

Or, d’apres le théoreme de Mertens ( théoreme 2.1)), on a

1 1
Zzloglogz—l—c%—()( ) (3.6)
o< log
ou
1 1
c=v+ log(l—)-i—)
lee(0) s
De plus,
{}<< 1=mn(x , (3.7)
;)Z;g pg;: logx
Donc

cy x
Sy = log1 0
! +ch oglog® + 14—09096+ <10gw>

Estimons ensuite Sy. On a :

:Zng(p)

n<z pr||n
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Ce qui peut encore s’écrire

Cf.Cq 1 Cf.Cq x
BTt 2 T 2
9 p<z p 9 p<lzx p

2<r<lose 2<p<lose

— —logp — —logp

ou encore

Cf.Cg Cf.Cg T
S, = _ _ i e ' -

>loga: 2< <logz
= logp — 71

Ce qui donne

Cf.Cg Cf.Cg xz
Sy = L9 | - 9 adl
2T T4, 2 | 14, 2 { }

R 7
p<zx p p p<z p<zx p
p>logz 2<r<l°gz
= logp — —log
La somme Sy =2 Y —— = peut encore s’écrire So; =Y. 5 — el Z
p<lzx p>2 p>:c

Comme

DB

p>xp — p T log x

on conclut que

e

2oD log x

On a aussi

Y f<<a:Ze ogp 1087

p<lx p<x

> log =
log p

<1

p<z

<
log

46
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Pour la somme

on a

Donc

Soit

En utilisant le lemme d’intégration par parties (proposition

/
2

ou

522=Z{p

pr<w
r>2

>

priz
r>2

{pr} << ,,Z

’I‘Sx

2<r<ioBn
— —logp

>

pr<z
r>

)

1 n(x)

)

<< logxz

1

o< logp

1.12

m(t) 0

D

p<w

logp logz

1 T
log p

>

2
o log” x

D’apres le lemme [3.2] on a

En particulier, on a

Par conséquent,

Ainsi

dt
— <<
log™ t

[
r

D

p<z

_dt
log®t

log p

>

pr<z

)=

tlog?t

dt
log3t

/
2

x
log" x

T

log® z

T

log? z

log x

<< Y 1

pS:E r< log x
— logp

, la somme
p<x

1
logp

47

s’écrit
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Finalement,

gy 1 T
SQ_l—FngZQ +O< )

Pt =D log z

Des lors, la fonction sommatoire Sy (x) de f, s’écrit

s
(c+ )z + O
1—|— Cq g;p —p <logx>

9 rloglogx + ——2-

> foln)

n<z Cg

Ce qui s’écrit aussi

> fo(n) = ai(f, g)xloglog z + e(f, ):c+0< 1:2 >

n<ax log” x
| CrCq Cry
= — t =
ou Cl(fag) 1+Cg € CQ(f,Q) <1+Cg(c+cl)>7
1 1 1
1= et c=v+ log1—+>
S ;( ( p) p

]

Corollaire 3.3. Soit k un nombre entier > 2, f et g des fonctions arithmétiques telles
que f(n) € {w(n),log7(n)} et g(n) = p?(n)(k — 1)*™. Alors

i) wa( )= —xloglogx—i— Ele+ ¥ 2 )x—i—O(logI)
p>2
i) 3 fy(n) = ¥ 1tzlog2(loglog z) + 51 log 2( ):v +0 (logx)
n<lz p>2

ou f(n) =logt(n), c=~+ Zp: (logp (1 — %) + %) et
y=1-— [ %dt = 0,577 est la constante d’Euler.

Démonstration. Elle découle du théoréeme en posant g(n) = p%(n)(k — 1)*( et suc-
cessivement f(n) =w(n) et f(n)=Ilogt(n). O

3.3.2 Estimation de la fonction sommatoire de f,; lorsque f est

multiplicative

Nous estimons maintenant Sy (x) si f est multiplicative.

Théoreme 3.5. Soit f et g des fonction arithmétiques vérifiant les conditions initiales

(p) — 1|

c1 et ¢y et telles que f est multiplicative et vérifiant la condition Z f

5 < +o00,
_ D=1 | Lgnf®) \
d €10,1[. Posons c¢(f,g) = ' <1+(1+g(p))(p—|—1)+(1+g(p))(p2—1)>’[l t
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un réel 6 € ]max(%, J), 1{ tel que la fonction sommatoire Sy, () de la fonction arithmétique

fq puisse s’écrire sous la forme

Spo(x) = c(f, )z + O(2")

Démonstration. D’apres le lemme et la relation f, = u? * g1, oul g1 est déduite de la
relation (3.5)), on a :

Ste(z) = > (M2 * 91) (n)

n<x

6 1
= ﬁDgl(l)x + O(2%), o 6 > max(§,5), et0<d<1

D’apres le lemme on a :

+00 1
gln(?) = G4(s) pour Re(s) > ma$(§,5)-

n>1

Donc Dy, (1) = G4(1).
Or

) (T+g@)@*—1)

_ g(p)(f(p) — 1) 1+ g(p)f(p)
Gl(l)—l;[<1+ +gp)p+1) )

Nous avons alors :

_Q g(p)(f(p) = 1) L+gm)f) . 2
2 o) 21;[<“<1+g<p><p+1>+<1+g<>>< >> +0E)

n<x

Finalement,

C(f,g):%H <1+ 9@)(fp) =1 1+9)f(p) )

I+gp)p+1) (A+g@)P*-1)

p

et

> fy(n) = c(f, 9)z +0(a")

n<zx

Corollaire 3.4. Soit k un entier naturel > 2, f(n) € {U ,
n
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fonction arithmétique définie par g(n) = p2(n)(k — 1)“™. En notant la fonction f, res-

pectivement par o4, @4 et @y, il existe une constante 6 > maa:(%, 3) telle que
i) Y og(n) = Sex+ O(a?)
n<x
i) Y pg(n) = Seox + 0(af)

n<x

iii) Y pig(n) = %c;;x +0(2?),

n<x
ol
k-1 1 kip+1)—1 1 )
c1 = + . .
' 1;[ ( k- plp+1) k p(p? — 1)
E—1 1 1 k—1
— 1 . -
” g<+_k ﬁ—1+k@—UW—D>d
k-1 1-1 p+kp+€—D>
Cc3 = 1+ . +
’ g( ko plp+1) kp(p? — 1)

sont des constantes réelles.

Démonstration. On utilise le théoreme moyennant les expressions c(f,g).

En effet, comme g(n) = p?(n)(k — 1)*(, alors on a

g(p) = )k — 1)*®) =k — 1
et
1+g(p) =k

Donc, d’apres la définition de ¢(f, g), on a

Sy, DU D) (- 1)
0=l (- S 2 )

D’ou

c(f,g9) =
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Alinsi,

6 (k=1)(22) 1+ (k—1).222
dﬂ”:ﬂg(“‘k@+w TR D) )
6 k-1 1 p+k(p+1)—p—1
_7T21;[<1+ Eoppr D) kp(p? — 1) >
6 k-1 1 kp+1)—1 1
_W21;[<1+ Eoppr1) k 'p(p2—1)>

6 (k=12 —1) 1+ (k—1)2
"(f’g)_wzl;[(” Bp+1) k1) )
_ 6 (k—Dp-p+1) p-1+(k-1)
“ﬂg<“*k@—n@+w k@—U@LJJ
6 k-1 1 1 kp—1
:WQI;[<1+k'p2—1+/f'(p—1)(p2—1)>

(k=1 = 1) 14 (k- 1)t
o 1;[ (1+ k(p+1) + k(% — 1) )

:61;[ <1+ (k—=1)(p+L—1-p) p+(k—1)(p+£_1)>

2 kp(p+1) kp(p? — 1)
6 (k—1)(l—-1) p+(kp+¢-1)
a ﬁl;[ (1 T T Y ) '
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Conclusion générale

Cette étude a porté sur la fonction f,(n) = ﬁz g(d)f(n), une fonction qui généralise
dln
certaines des fonctions ayant fait 'objet d’étude par S.GABOURY [I4].

Il a précisément été question d’étudier les propriétés arithmétiques de la fonction f, ainsi

que sa valeur moyenne, en utilisant les méthodes élémentaires et les méthodes analytiques.
Les résultats obtenus concernent une certaine classe des fonctions f, g et h comme leurs
positivités et le fait que h = g*x 1 et g(p") =0, r > 2.

Parmi les résultats obtenus, il y a la conservation du caractere additif ou multiplicatif
de f. En outre, si f est additive et f et g sont constantes sur ’ensemble P des nombres

premiers, alors f, est aussi constante sur I’ensemble des nombres premiers et, de plus,

> fo(n) = ai(f, g)xloglogz + co(f, g)x + Of

n<x

). (3.8)

logx

owei(f,0) = 2, ealf9) = ealf.0) e e =7+ 3 (log(1 1) )

constante d’Euler. 3
—1
En fin, si f est multiplicative et vérifie la condition Z M < 400, avec § €0,1],
p=2
alors Il existe un réel 6 € ]max(%, J), 1{ tel que
> fo(n) c(f,9)z + O(«) (3.9)

n>1

—1 1
ot c(f.g :621—[< 9@)(flp) =1 +g(p)f2(p) )
P 1+g(p))(p+ - (+g@)@*-1)
Cette étude n’a pas la prétention d’étre exhaustive. Des recherches a venir pourraient,

par exemple :

1. Améliorer le terme d’erreur O ( ) sous la forme O (W) > 2

logx

2. Etudier les fonctions moyennes sur les entiers friables ou criblés [32].

3. Etudier la fonction sommatoire de f, en utilisant la méthode de Délange [32].
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