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Résumé
En théorie des nombres, les fonctions arithmétiques sont souvent d’un comportement
erratique. Certaines de ces fonctions prennent des petites valeurs ou des grandes valeurs.
Ce comportement est le point de départ qui motive une étude en moyenne de ces fonctions.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux propriétés arithmétiques et à l’esti-
mation de la fonction sommatoire de la fonction

fg(n) = 1
h(n)

∑
d|n
g(d)f(d), (1)

où f et g sont des fonctions strictement positives telles que g s’annule en tout entier ayant
un facteur au moins carré et h la fonction définie par le produit de convolution h = g ∗1.
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Abstract
In number theory, arithmetic functions are often erratic. Some of these functions take
small values or large values. This behavior is the starting point that motivates a study of
these functions on average.
In this dissertation, we are interested in the arithmetic properties and the estimation of
the summation function of the function

fg(n) = 1
h(n)

∑
d|n
g(d)f(d), (2)

where f and g are strictly positive functions such that g cancels at any integer with at
least one squared factor and h is the function defined by the convolution product h = g∗1.
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Notations, Sigles et Abréviations
1. N∗ désigne l’ensemble des entiers naturels non nuls.

2. m|n signifie m divise n et m -n signifie m ne divise pas n.

3. (m,n) ou m ∧ n désigne le pgcd de m et n.

4. p désigne un entier naturel premier.

5. d|n signifie d divise n

6. pr||n signifie que pr divise n et pr+1 ne divise pas n.

7. bxc désigne la partie entière de x.

8. ln ou log désigne la fonction logarithme népérien.

9. {x} désigne la partie fractionnaire ou décimale de x.

10. Re(s) = σ et Im(s) = t désignent respectivement la partie réelle et la patie imagi-
naire du nombre complexe s = σ + it.

11. ∑
n≤x

1 désigne le nombre d’entiers n ≤ x.

12. f(x) = O(g(x)) ou f � g, les notations de Landau et Vinog radov, pour signifier
qu’il existe une constante réelle c > 0 et un réel x0 tel que pour tout x ≥ x0, |f(x)| ≤
cg(x).

13. f = o(g) signifie que lim
x→+∞

|f(x)|
g(x) = 0.
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14. n =
k∏
i=1
pαii ou

(
n = ∏

pα|n
pα
)

est la factorisation de n en facteurs premiers.

15. (f ∗ g)(n) = ∑
d|n
f(d)g(n

d
) désigne la convolution des fonctions f et g.

16. P : ensemble des nombres premiers.

17. F(N∗,C) : ensemble des fonctions arithmétiques.

18. A : ensemble des fonctions additives.

19. m : ensemble des fonctions multiplicatives.

20. log2 x signifiera log log x

21. TNP : Théorème des Nombres Premiers

22. f ∼ g signifie que lim
x→∞

f(x)
g(x) = 1



Fonctions moyennes généralisées sur les entiers sans facteur carré x

Avant-propos
Ce rapport de recherche est un mémoire de Master en Mathématiques fondamentales et
appliquées. Il s’inscrit dans le cadre du cours de Théorie des nombres.
Le but de ce mémoire est d’étudier les propriétés arithmétiques et la moyenne sur les
entiers quelconques de la fonction fg(n) = 1

h(n)
∑
d|n
g(d)f(d), f et g étant des fonctions

strictement positives telles que g s’annule en tout entier non libre de carré et h la fonction
arithmétique telle que h = g ∗ 1.

Il s’agit, en utilisant les méthodes élémentaires et analytiques, d’estimer les valeurs moyennes
de la fonction fg(n) = 1

h(n)
∑
d|n
g(d)f(d) lorsque la fonction f est soumise à la condition que

la série ∑
p

|f(p)−1|
pδ

converge, lorsque 0 < δ < 1, et f est, en particulier, multiplicative.
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Introduction générale
L’étude des fonctions arithmétiques est, en théorie des nombres, un thème central car
elle révèle des informations sur l’anatomie des entiers. Par exemple, en établissant que∑
n≤x

ω(n) ∼ x log log x (x → ∞), où ω(n) représente le nombre de facteurs premiers dis-
tincts de n, nous apprendrons qu’en moyenne un nombre n a approximativement log log x
facteurs. Plusieurs autres fonctions arithmétiques nous aident aussi à obtenir plus d’in-
formations sur la structure multiplicative des nombres entiers [5].

Par ailleurs, les fonctions arithmétiques sont très souvent mal connues et possèdent un
comportement qui semble irrégulier et sans cohérence [12]. En effet, en étudiant la fonction
f0(n) = Π

p|n
(p−2), Olivier R. et Pierrine B. [12] ont trouvé,à priori, que la suite des valeurs

sur les entiers entre 1 et 54 n’informe que peu, même peu, même si l’on se contente de
cette suite, sur les entiers impairs de ce sous-ensemble de N.

Pour obtenir plus d’informations, Olivier R. et Pierrine B. [12] ont cherché à déterminer
l’ordre moyen de la fonction ci-dessus par une approximation de 1

x

∑
n≤x

f0(n) ; une irrégu-
larité en est alors sortie. Ils ont, précisément, montré que si x est un nombre réel, alors
pour un certain réel θ ∈]1

2 , 1[⊂ R, 1
x

∑
n≤x

f0(n) = cx + O
(
xθ
)
, où c = 1

2 Π
p≥2

(
1− 3

p(p+1)

)
=

0, 14630 · · ·

L’ordre moyen a ainsi pour effet de dissimiler certaines valeurs aberrantes prises par la
fonction arithmétique considérée [12].

Ce qui précède témoigne de l’intérêt qu’il y a, d’une part, à étudier les fonctions arithmé-
tiques et, d’autre part, à déterminer l’ordre moyen d’une fonction arithmétique.

Dans ce cadre, Sébastien Gaboury [14], J. M. De Koninck et J. Grah [4], P. Ndoricimpa, S.
Nyandwi et al. [29] ont mené leur réflexion sur les fonctions arithmétiques définies comme
suit :

f1(n) = 1
τ(n)

∑
d|n
f(d), (3)
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f2(n) = 1
2ω(n)

∑
d|n

(d,n
d

)=1

f(d), (4)

f3(n) = 1
2ω(n)

∑
d|n
µ2(n)f(d) (5)

f4(n) = 1
τ(n)

∑
d|n
µ2(d), (6)

f5(n) = 1
τ(n)

∑
d|n
µ2(d)f(d), (7)

f6(n) = 1
2ω(n)

∑
d|n

(d,n
d

)=1

µ2(d), et (8)

f7(n) = 1
2ω(n)

∑
d|n

(d,n
d

)=1

µ2(d)f(d). (9)

où f est une fonction arithmétique. Ces derniers [29] ont estimé les fonctions sommatoires
sur les entiers y-friables.
L’étude de la valeur moyenne ne se limite non seulement pas aux entiers ordinaires mais
aussi aux entiers soumis à des contraintes multiplicatives. Par exemple, A. Congera et S.
Nyandwi [3], ont orienté leur réflexion vers la fonction piltz sur les entiers sans facteur
premier dans un intervalle de type ]y, z].
Ces différentes recherches ont fait l’estimation de l’ordre moyen pour des fonctions arith-
métiques ne portant que sur une catégorie d’entiers.

Le présent mémoire, quant à lui, généralise la recherche sur les fonctions moyennes intro-
duites par M. De Koninck et J. Grah [4] et portant sur les entiers ordinaires ou sur les
diviseurs unitaires.
L’étude de la fonction fg(n) = 1

h(n)
∑
d|n
g(d)f(d), où h = g ∗ 1, g étant une fonction mul-

tiplicative et f une fonction arithmétique non nulle, et sa fonction sommatoire englobe
celle de la fonction 1

2ω(n)
∑
d|n
µ2(n)f(n).

Pour faciliter la compréhension de ce mémoire, nous l’avons subdivisé en trois chapitres
précédés par la présente introduction et sanctionnés par une conclusion générale.

Le premier chapitre concerne les généralités sur les fonctions arithmétiques et les sé-
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ries de Dirichlet associées aux fonctions arithmétiques. Le deuxième chapitre constitue
un condensé des propriétés et des principaux résultats sur les fonctions arithmétiques
moyennes et explorées par les autres chercheurs.

Le troisième chapitre, en fin, constitue une exploration des propriétés et une estimation
de la fonction sommatoire de la fonction fg et se termine par des applications.
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Chapitre 1

Généralités sur les fonctions
arithmétiques
L’étude des fonctions arithmétiques est un thème central en théorie des nombres.

En effet, l’étude de celles-ci nous révèle des puissantes propriétés des nombres naturels

Par exemple, ces fonctions peuvent être utilisées pour étudier les propriétés de certains
ensembles de diviseurs [14, 24, 29].

Pour faciliter la compréhension de ce travail, nous définissons quelques concepts utilisés
dans la suite de ce mémoire.

1.1 Définitions, propriétés et opérations sur les
fonctions arithmétiques [2, 14, 24, 32]

Définition 1.1. Une fonction arithmétique est une application de N∗ dans C ; c’est donc
une suite complexe définie sur N∗ [2, 14, 24, 32].

On montre que l’ensemble F(N∗,C) des fonctions arithmétiques est un groupe additif et
(F(N∗,C),+, .) est un C-espace vectoriel.

Comme exemples de fonctions arithmétiques, on a :

1) La fonction unité 1(n) qui vaut 1 pour chaque nombre entier n.

2) La fonction définie par ∀n ∈ N∗, e(n) =


1 si n = 1

0 si non
;

3) La fonction N définie par N(n) = n : c’est la fonction identité.
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4) La fonction τ(n) = ∑
d|n

1 qui compte le nombre de diviseurs de l’entier n

5) La fonction ω(n) = ∑
p|n

1 qui compte le nombre de diviseurs premiers de l’entier n

6) La fonction σ(n) = ∑
d|n
d donne la somme des diviseurs de n.

7) La fonction ϕ(n) = card {1 ≤ k ≤ n, (k, n) = 1} qui compte le nombre d’entiers plus
petits que n et copremiers à n.

8) La fonction de Möbius µ(n) =


(−1)r si n =

r∏
i=1
pi

0 si non
9) La fonction µ2(n) = |µ(n)|
Les fonctions arithmétiques les plus étudiées sont les fonctions additives et les fonctions
multiplicatives.

Définition 1.2. Une fonction arithmétique f est dite multiplicative si f(1) = 1 et
f(mn) = f(m)f(n) dès que (m,n) = 1. Elle est dite

- Complètement multiplicative si f(mn) = f(m)f(n), quels que soient les naturels m et
n.

- Fortement multiplicative si f(pr) = f(p) quels que soient l’entier premier p et l’entier
r ≥ 1.

Proposition 1.1. Soit f une fonction arithmétique. Si f est multiplicative, alors pour
tout entier n = ∏

pr|n
pr, on a f(n) = ∏

p|n
f(pr) [2, 14, 24, 32].

Proposition 1.2. Si f et g sont deux fonctions arithmétiques multiplicatives, alors il en
est de même des fonctions fg et f

g
(g 6= 0) [2, 14, 24, 32].

Définition 1.3. On appelle convolution de Dirichlet ou produit de convolution de deux
fonctions arithmétiques f et g, la fonction F définie par F (n) = ∑

d|n
f(d)g(n

d
), pour tout

naturel n ≥ 1. On note F = f ∗ g.

Proposition 1.3. Si f et g sont des fonctions multiplicatives, alors F = f ∗ g est aussi
multiplicative.

Démonstration. Soient m et n deux entiers positifs tels que (m,n) = 1. On pose d = d1d2,
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où d1|m et d2|n. Dans ce cas, on aura (d1, d2) = 1. Par conséquent

F (mn) =
∑
d|mn

f(d)g(mn
d

)

=
∑
d1|m

∑
d2|n

f(d1d2)g( mn
d1d2

)

=
∑
d1|m

∑
d2|n

f(d1)f(d2)g(m
d1

)g( n
d2

)

=
∑
d1|m

f(d1)f(d2)g(m
d1

)
∑
d2|n

f(d2)g( n
d2

)

=F (m)F (n)

Corollaire 1.1. Soit f une fonction multiplicative ; alors la fonction F définie par F (n) =∑
d|n
f(d) est également multiplicative

Démonstration. Il suffit, en effet, de remarquer que F = f ∗ 1 et utiliser la proposition
1.3.

Définition 1.4. Une fonction arithmétique f est dite "additive" si f(mn) = f(m) + f(n)
dès que (m,n) = 1. Si, de plus, pour tout m,n ∈ N∗, f(mn) = f(m) + f(n), alors on dit
que la fonction f est complètement additive.

Dans le cas où, pour tout nombre p et pour tout entier α ≥ 1, f(pα) = f(p), on dit que la
fonction f est fortement additive.

Proposition 1.4. Si f, g et h sont des fonctions arithmétiques, alors :

i) f ∗ g=g ∗ f

ii) (f ∗ g) ∗ h=f ∗ (g ∗ h)

iii) f ∗ (g + h)=f ∗ g + f ∗ h

Démonstration. Soit n ∈ N∗ ; alors on a :

i)

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n
f(d)g(n

d
)

=
∑
d|n
g(d)f(n

d
)

= (g ∗ f)(n)
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ii)

[(f ∗ g) ∗ h](n) =
∑
d|n

(f ∗ g)(d)h(n
d

)

=
∑
dm=n

(f ∗ g)(d)h(m)

=
∑
dm=n

(
∑
kl=d

f(k)g(l))h(m)

=
∑

klm=n
f(k)g(l)h(m)

=
∑
k|n

f(k)
∑
l|n
k

g(l)f( n
kl

)

=
∑
k|n

f(k)(g ∗ h)((n
k

))

= (f ∗ (g ∗ h))(n)

iii)

[f ∗ (g + h)](n) =
∑
d|n

(f)(d)[g(n
d

+ h(n
d

)]

=
∑
d|n

(f)(d)g(n
d

+
∑
d|n

(f)(d)h(n
d

)

= (f ∗ g)(n) + (f ∗ h)(n)

Proposition 1.5. La fonction arithmétique e définie par ∀n ∈ N∗,

e(n) =

 1 si n = 1
0 si non

est un élément neutre pour la loi ”∗” de convolution de Dirichlet dans l’ensemble F(N∗,C)
des fonctions arithmétiques.

Démonstration. Soit f une fonction arithmétique, alors ∀n ∈ N∗,

(f ∗ e)(n) =
∑
d|n
f(d)e(n

d
)

= f(n).e(1)

= f(n)

Donc f ∗ e = f et comme la loi ∗ est commutative, alors e ∗ f = f .
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D’où e est l’élément neutre.

Définition 1.5. Soient f et g deux fonctions arithmétiques. On dit que g est "l’inverse"
de f et on note g = f−1 si f ∗g = g∗f = e ; on dit alors que f est inversible et vice-versa.

Proposition 1.6. Une fonction arithmétique f est inversible si et seulement si f(1) 6= 0.

Démonstration. Si f est inversible, d’inverse g, alors f ∗g = σ. En particulier, f(1).g(1) =
1 et f(1) 6= 0. Réciproquement, si f(1) 6= 0, alors 1

f(1) 6= 0. Considérons alors la fonction
arithmétique g telle que (f ∗ g)(n) = e(n).
-Si, n = 1, alors ∑

d|1
f(d)g(1

d
) = e(1) i.e. f(1)g(1) = 1 i.e. g(1) = 1

f(1)

-Si n > 1, alors

∑
d|n
f(d)g(n

d
) = e(n) = 0

f(1)g(n) +
∑

d|n,d>1
f(d)g(n

d
) = 0

f(1)g(n) = −
∑

d|n,d>1
f(d)g(n

d
)

g(n) = − 1
f(1)

∑
d|n,d>1

f(d)g(n
d

)

Ainsi, la fonction arithmétique g définie par récurrence par

g(n) =


1

f(n) si n = 1
− 1
f(n)

∑
d|n,d>1

f(d)g(n
d
) si n>1

vérifie f ∗ g = e. D’où f est est inversible, d’inverse g.

Définition 1.6. On appelle fonction de Dekind, la fonction ϕk définie pour tout n ∈ N∗,
par ϕk(n) = n

∏
p|n

(1 + k−1
p

), k ∈ N et k ≥ 2.

Définition 1.7. [15] (valuation p-adique).
Pour chaque nombre premier p, la valuation p-adique, notée vp, est définie comme la
fonction arithmétique qui associe à chaque nombre entier n l’exposant de p dans sa fac-
torisation canonique. vp(n) est donc le plus grand entier k tel que pk divise n.

Proposition 1.7. [15].(Théorème de Legendre). Pour tout nombre premier p et pour tout
entier non nul n,

vp(n!) =
∑
k≥1

⌊
n

pk

⌋
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Démonstration. Ce résultat est démontré dans [15].

1.2 Propriétés de certaines fonctions arithmétiques

Proposition 1.8. [15]

i) Pour tout entier premier p et ∀r ∈ N∗, on a τ(pr) = r + 1.

ii) Si n =
k∏
i=1
prii est la factorisation de n, alors τ(n) =

k∏
i=1

(ri + 1), où k est le nombre
de facteurs premiers de n.

iii) τ = 1 ∗ 1.

iv) Pour tout nombre premier p, on a σ(p) = p+1, ϕ(p) = p−1, ϕj(p) = p
(
1 + j−1

p

)
, µ2(p) =

1, ω(p) = 1

v) ∀n ∈ N∗,∑
d|n
ϕ(d) = n (Formule de Gauss)

Proposition 1.9. [15]

i) Pour tout entier premier p et ∀r ∈ N∗, on a τ(pr) = r + 1.

ii) Si n =
k∏
i=1
prii est la factorisation de n, alors τ(n) =

k∏
i=1

(ri + 1), où k est le nombre
de facteurs premiers de n.

iii) τ = 1 ∗ 1.

iv) Pour tout nombre premier p, on a σ(p) = p+1, ϕ(p) = p−1, ϕj(p) = p
(
1 + j−1

p

)
, µ2(p) =

1, ω(p) = 1

v) ∀n ∈ N∗,∑
d|n
ϕ(d) = n (Formule de Gauss)
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Corollaire 1.2.

i) τ(n) =
∏
pr|n

(r + 1)

ii) ϕ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)

iii) ϕj(n) = n
∏
p|n

(
1− j − 1

p

)

iv) σ(n) =
r∏
i=1

1− pi+1
i

1− pi

v) µ(n) =


(−1)r si n = P1.P2 · · ·Pr

0 si sinon

Proposition 1.10.

i) µ ∗ 1 = e ⇒ 1 = µ−1

ii) ϕ = µ ∗N

iii) ϕ ∗ 1 = N

iv) τ−1 = µ ∗ µ

v) µ2 ∗ 1 = 2ω

vi) ϕk = kω ∗ ϕ

Démonstration. i)∀n ∈ N∗,

(µ ∗ 1)(n) =
∑
d|n
.1
(
n

d

)
µ(d)

=
∑
d|n
µ(d)

=


1 si n = 1

0 si n > 1

= e(n)

D’où µ ∗ 1 = e. On en déduit que µ−1 = 1 et 1−1 = µ

ii) D’après la proposition 1.8 (Formule de Gauss), on a :



Fonctions moyennes généralisées sur les entiers sans facteur carré 11

∑
d|n
ϕ(d) = n (1.1)

où ϕ ∗ 1 = N

Ainsi,

ϕ = N ∗ 1−1

= N ∗ µ

iii) Découle directement de (i) et (ii).
iv)∀n ∈ N∗,

τ(n) =
∑
d|n

1

= (1 ∗ 1)(n)

D’où τ = 1 ∗ 1.
Par conséquent, τ−1 = 1−1 ∗ 1−1 = µ ∗ µ

v) Comme les fonctions 2ω et µ2 ∗ 1 sont multiplicatives, il suffira de montrer que, pour
tout entier r ≥ 1, 2ω(pr) = (µ2 ∗ 1) (pr).

On a :
2ω(pr) = 2

D’autre part,
(µ2 ∗ 1) (pr) = ∑

d|pr
µ2(d)1(pr

d
)

= ∑
d|pr
µ2(d)

=
r∑
i=1
µ2(pi)

= 2

Il en résulte que pour tout naturel n ≥ 1, on a :
(µ2 ∗ 1) (n) = 2ω(n)
Ce qui traduit que µ2 ∗ 1 = 2ω

vi) Il suffira de montrer que, pour tout entier
r ≥ 1, ϕk(pr) = (kω ∗ ϕ)(pr).
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En effet, d’une part, d’après la définition,

ϕk(pr) = pr
∏
q|p

(1 + k−1
q

)

= pr(1 + k−1
p

)

D’autre part,
(kω ∗ ϕ)(pr) = ∑

d|pr
kω(d)ϕ(pr

d
)

=
r∑
i=0
kω(pi)ϕ(pr

pi
)

=
r∑
i=0
kω(pi)ϕ(pr−i)

= ϕ(pr) +
r−1∑
i=1
kω(pi)ϕ(pr−i) + k

= pr(1− 1
p
) + k +

r−1∑
i=1
k.(pr−i)(1− 1

p
)

= pr(1− 1
p
) + k + kpr

r−1∑
i=1

1
pi

(1− 1
p
)

= pr(1− 1
p
) + k + kpr(1− 1

p
)
r−1∑
i=1

1
pi

Comme
r−1∑
i=1

1
pi

=
r−1∑
i=0

1
pi
− 1

Alors
(kω ∗ ϕ)(pr) = pr(1− 1

p
) + k + kpr(1− 1

p
)
(
r−1∑
i=0

1
pi
− 1

)
= pr(1− 1

p
) + k + kpr(1− 1

p
)
(

1− 1
pr

1− 1
p

− 1
)

= pr(1− 1
p
) + k + kpr(1− 1

p
)
(

1− 1
pr
−1+ 1

p

1− 1
p

)
= pr(1− 1

p
) + k + kpr

(
1
p
− 1

pr

)
= pr(1− 1

p
) + k + kpr−1 − k

= pr(1− 1
p
) + 1

p
kpr

= pr(1− 1
p

+ k
p
)

= pr(1 + k−1
p

)
= ϕk(pr)

Il en résulte que pour tout naturel n ≥ 1, on a : (kω ∗ ϕ)(n) = ϕk(n).
D’où ϕk = kω ∗ ϕ.

Proposition 1.11. (Formule d’inversion de Möbius)
Soit f une fonction arithmétique. ∀n ∈ N∗, on a :

g(n) =
∑
d|n
f(n) ssi f(n) =

∑
d|n
µ(d)g

(
n

d

)
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Démonstration. Supposons que g(n) = ∑
d|n
f(d), ∀n ∈ N∗ ; alors

g(n) = ∑
d|n
f(d)1

(
n
d

)
= (f ∗ 1) (n)

Donc g = f ∗ 1

Par conséquent, g ∗ 1−1 = f

i.e g ∗ µ = f

i.e f(n) = (g ∗ µ)(n),∀n ∈ N∗

= ∑
d|n
µ(d)g

(
n
d

)

D’où f(n) = ∑
d|n
µ(d)g

(
n
d

)

Réciproquement, supposons que f(n) = ∑
d|n
µ(d)g

(
n
d

)
,∀n ∈ N∗ ;

alors f(n) = (µ ∗ g)(n)

Par conséquent, f = µ ∗ g
ou µ−1 ∗ f = g

ou encore 1 ∗ f = g

Par suite,
∀n ∈ N∗, g(n) = (1 ∗ f) (n) = ∑

d|n
f(d)1

(
n
d

)
= ∑

d|n
f(d)

D’où g(n) = ∑
d|n
f(d)

Remarque 1.1.

Les fonctions arithmétiques suivantes sont additives :

i) log n

ii) ∧(n) =


log p si n = pr, r ≥ 1

0 sinon
où ∧(n) est la fonction de Von Mongoldt.

On vérifie sans peine que µ ∗ log g = ∧
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1.3 Fonction sommatoire associée à une fonction arith-
métique

Définition 1.8. Soit f une fonction arithmétique et x un réel ≥ 1. On appelle ”fonction
sommatoire de f”, la fonction Sf (x) définie par Sf (x) = ∑

n≤x
f(n).

Définition 1.9.

.On appelle fonction « logarithme intégral » et fonction d’« écart intégral », les fonctions
réelles à variable réelle respectivement définies par

li(x) =
∫ x

0

dt

log t et Li(x) = li(x)− li(2) =
∫ x

2

dt

log t

Exemple 1.1.

1 . La fonction π(x) : Pour x ≥ 1, on désigne par π(x) le nombre des nombres premiers
inférieurs ou égaux à x.

π(x) = card{p ∈ N : p premier et p ≤ x}
= ∑

p≤x
1

2 . La fonction θ(x) [15]. Pour tout x ≥ 1, on définit la première fonction de Tcheby-
chev θ(x) par θ(x) =

∑
p≤x

log p.

3 . La fonction ψ(x) [15]. Pour tout x ≥ 1, on définit la deuxième fonction de Tche-
bychev ψ(x) par ψ(x) =

∑
1≤r≤ log x

log p

θ(x 1
r ).

4 . La fonction sommatoire de la fonction 1.
C’est la fonction notée ∑

n≤x
1 et on a : ∑

n≤x
1 = bxc = x− {x}

5 . La fonction sommatoire de µ2 .
Elle a pour estimation ∑

n≤x
µ2(n) = 6

π2x+O(
√
x) [15]

Proposition 1.12. [15] π(x) = x
log x + o( x

(log x)2 ). (TNP)

Corollaire 1.3. π(x) ∼
x→∞

x
log x .

En théorie des nombres, un des problèmes majeurs est l’estimation de la fonction somma-
toire.
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Pour estimer les fonctions sommatoires, on peut utiliser le lemme d’intégration par parties
énoncé sous forme de proposition 1.13 ci-dessous.

Proposition 1.13. [24] (Lemme d’Abel). Soient (an), n ≥ 1, une suite de nombres com-
plexes et f une fonction dérivable sur l’intervalle [1, x]. Si on pose A(x) = ∑

n≤x
an, alors

on a :

∑
n≤x

anf(n) = A(x)f(x)−
∫ x

1
A(t)f ′(t)dt

Démonstration. En posant

S(x) =
∑
n≤x

anf(n),

et en évaluant le membre de gauche , nous obtenons

S(x) =
∑
n≤x

(A(n)− A(n− 1)f(n)

=
∑
n≤x

A(n)f(n)−
∑

n≤x−1
A(n)f(n+ 1)

=
∑

n≤x−1
A(n)(f(n)− f(n+ 1)) + A(bxcf(bxc) où bxc est la partie entière de x

S(x) =
∑

n≤x−1
A(n)

∫ n+1

n
f
′(t)dt+ A(x)f(bxc)

=
∑

n≤x−1

∫ n+1

n
f
′(t)dt+ A(x)f(bxc)− f(x) + A(x)f(x)

= −
∫ bxc

1
A(x)f ′(t)dt−

∫ x

bxc
A(t)f ′(t)dt+ A(x)f(x)

= A(x)f(x)−
∫ x

1
A(t)f ′(t)dt.

Comme application à cette proposition, on a le corollaire suivant

Corollaire 1.4. [24] Pour x ≥ 1, on a ∑
n≤x

1
n

= log x+ γ +O(x−1),

où γ = 1−
∫ ∞

1

{t}
t
dt = 0, 577 · · · est la constante d’Euler.

Démonstration. On applique la proposition 1.12 en posant a(n) = 1 et f(x) = 1
x
. On
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obtient alors

∑
n≤x

1
n

= A(x)f(x)−
∫ x

1
A(t)f ′(t)dt

= bxc
x

+
∫ x

1

bxc
t2
dt

= 1− {x}
x

+
∫ x

1

dt

t
−
∫ x

1

{t}
t
dt

= log x+ γ +O(x−1)

Proposition 1.14. (Méthode de convolution)[15] Soient f et g deux fonctions arithmé-
tiques et x un réel x ≥ 1. On pose F (x) = ∑

n≤x
f(n) et G(x) = ∑

n≤x
g(n) ; alors on a :

∑
n≤x

(f ∗ g)(n) = ∑
n≤x

f(n)G(x
n
)

= ∑
n≤x

g(n)F (x
n
)

Remarque 1.2. La méthode de convolution est utilisée pour estimer la fonction arithmé-
tique issue de la convolution de deux autres fonctions arithmétiques,la fonction somma-
toire de l’une d’elles étant supposée connue. [29].

On établie la proposition suivante :

Proposition 1.15. [24] (La méthode de l’hyperbole) Soient f et g deux fonctions arith-
métiques et x un réel x ≥ 1. On pose F (x) = ∑

n≤x
f(n), G(x) = ∑

n≤x
g(n) et H(x) =∑

n≤x
(f ∗ g)(n), où f ∗ g est le produit de convolution de f et g ; alors

H(x) = ∑
n≤x

(f ∗ g)(x)

= ∑
1≤d≤a

f(d)G(x
d
) + ∑

1≤a≤b
(g)(a)F (x

a
)− F (a)G(b)

où a, b ∈ R+.

Démonstration. Soit S = {(d, q) ∈ N∗ × N∗ : dq ≤ x} ; alors S comprend tous les points
qui sont au-dessus de l’hyperbole y = x. Si (d, q) satisfait dq ≤ x tel que ab = x, alors
d ≤ x ou q ≤ b. En effet, si d ≥ a, on a q ≤ x

d
≤ a

d
= b.

On pose S = A ∪B tel que

A = {(d, q) ∈ N∗ × N∗ : dq ≤ x, d ≤ a} et

B = {(d, q) ∈ N∗ × N∗ : dq ≤ x, q ≤ b}
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∑
d,q
dq≤x

f(d)g(d) = ∑
(d,q)∈A∪B

f(d)g(q)

= ∑
(d,q)∈A

f(d)g(d) + ∑
(d,q)∈B

f(d)g(d)− ∑
(d,q)∈A∩B

f(d)g(d)

= ∑
d≤aq≤x

d

f(d)g(d) + ∑
q≤bd≤x

d

f(d)g(d)− ∑
d≤a

∑
q≤b
f(d)g(d)

= ∑
d≤a

f(d) ∑
q≤x

d

g(q) + ∑
q≤b
g(q) ∑

d≤x
q

f(d)− ∑
d≤x

f(d)∑
q≤d
g(d)

= ∑
d≤a

f(d)G(x
d
) + ∑

q≤b
g(q)F (x

q
)− F (a)G(b)

Proposition 1.16. [15] La fonction sommatoire de τ , notée D(x), vérifie pour tout
nombre réel x ≥ 1, D(x) = x log x+ (2γ − 1)x+O(

√
x).

Démonstration. Nous savons que τ = 1 ∗ 1.

Par conséquent,

∑
n≤x

τ(n) =
∑
n≤x

∑
d|n

1 =
∑
n≤x

∑
ab≤x

1

Donc, ∑
n≤x

τ(n) =
∑

1≤d≤
√
x

∑
n≤x

d

1 +
∑

1≤q≤
√
n

∑
n≤x

q

1−
∑
n≤
√
x

1
∑
n≤
√
x

1

=
∑

1≤d≤
√
x

bx
d
c+

∑
1≤q≤

√
n

bx
q
c − b

√
xc2

= 2
∑

1≤d≤
√
x

(x
d
− {x

d
})− (

√
x− {

√
x})2

= 2x
∑

1≤d≤
√
x

1
d
−

∑
1≤d≤

√
x

{x
d
} − x+O(

√
x)

Or, d’après le corollaire 1.4,
∑

1≤d≤
√
x

1
d

= log
√
x+ γ +O( 1√

x
).

Donc D(x) = xlogx+ (2γ − 1)x+O(
√
x)

Une autre méthode qu’on peut suivre pour estimer la fonction Sf (x) est la méthode
analytique via les séries de Dirichlet.
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1.4 Série de Dirichlet associée à une fonction arith-
métique

1.4.1 Définition

Définition 1.10. [24] : La série de Dirichlet associée à une fonction arithmétique f est
la série définie par

Df (s) =
+∞∑
n=1

f(n)
ns

, avec Re(s) > 1 (1.2)

où s = σ + it est un nombre complexe.

Les réels f(n) sont souvent appelées les coefficients de la série de Dirichlet. Si la série
converge dans un domaine de convergence, on écrit Df (s) =

+∞∑
n=1

f(n)
ns

telle que Df (s)
représente une fonction holomorphe dans le demi-plan de convergence absolue.

Si f(n)=1, alors Df (s) =
+∞∑
n=1

1
ns

est par définition la fonction de zêta de Riemann. On note

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1
ns

Définition 1.11. Soit Df (s) =
+∞∑
n=1

f(n)
ns

une série de Dirichlet. L’abscisse de convergence
absolue de cette série est définie comme étant le plus petit nombre réel σa tel que si σ > σa,

alors ∑
n≥1
|f(n)|n−σ converge. Donc σa = inf

{
σ : ∑

n≥1
|f(n)|n−σ < +∞

}
.

1.4.2 Séries de Dirichlet et produit eulérien

Le résultat suivant montre qu’une série de Dirichlet associée à une fonction arithmétique
multiplicative admet une représentation en produit infini sur son démi-plan de convergence
absolue. Cette représentation qui fait intervenir un produit portant uniquement sur les
nombres premiers est fondamentale en arithmétique.

Proposition 1.17. [24] Soit f une fonction arithmétique multiplicative et σa l’abscisse de
convergence absolue de la série de Dirichlet Df (s) =

∑
n≥1

f(n)n−s ; alors pour tout s ∈ C

tel que Df (s) converge absolument pour Res(s) > σa, on a :

Df (s) =
∏
p

(+∞∑
r=0

f(pr)
prs

)
.

Corollaire 1.5. Soient f une fonction arithmétique complètement multiplicative et σa
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l’abscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet, on a

∑
n≥1

f(n)n−s =
∏
p

(
1− f(p)

ps

)−1

Démonstration. Comme f(pr) = (f(p))r alors on a :
m∑
n=1

f(n)
ns

=
∏
p

+N∑
r=0

(
f(p)
pr

)r
. Puisque

le membre de gauche est fini, alors le membre de droite l’est aussi. Ainsi, pour tout nombre

premier p, la série
+∞∑
r

(
f(p)
ps

)r
converge. Donc nécessairement, on a |f(p)| < |ps| et on

obtient que
+∞∑
r=0

(
f(p)
ps

)r
=
∏
p

(
1− f(p)

ps

)−1

, ce qui donne le résultat.

Un exemple de série de Dirichlet est la fonction zêta de Riemann, notée ζ(s) ; celle-ci est
l’une des séries de Dirichlet les plus étudiées. Pour Re(s)>1, ζ(s) = ∑

n≥1

1
ns

.

Ainsi, d’après le corollaire 1.5, ζ(s) = Π
p

(1− 1
ps

)−1.

Cette dernière représentation est utilisée pour démontrer que ζ(s) 6= 0 et Re(s)>1. En
outre, elle est utilisée pour établir analytiquement le théorème des nombres premiers.

1.4.3 Une autre représentation de la fonction Zêta de Riemann

Il est immédiat de vérifier que la série de Dirichlet
∑
n≥1

n−s converge absolument pour

Re(s) > 1. Ainsi, d’après la proposition 1.16, la fonction ζ(s) =
+∞∑
n=1

1
ns

est analytique

dans le demi-plan Re(s) > 1. Une étude détaillée de cette fonction est founie dans [7] et
[29].
Le résultat suivant permet de prolonger la fonction ζ(s) dans le domaine 0 < Re(s) < 1.

Proposition 1.18. [24] Si 0 < Re(s) < 1, on a ζ(s) = s
s−1 − s

∫ +∞

1

{t}
ts+1 .

Démonstration. Le lemme d’Abel implique

ζ(s) = bxc
xs

+ s
∫ x

1
[t]t−(s+1)dt

= bxc
xs

+ s
∫ x

1
t−sds− s

∫ x

1

t

ts+1dt

= 1
xs−1 −

{x}
xs

+ s

(
1

(1− s)xs−1 −
1

1− s

)
+ · · ·

= s

s− 1 − s
∫ +∞

1

t

ts+1dt.
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1.4.4 Les séries de Dirichlet associées aux fonctions τ, ϕ, kω, ϕk,
µ2, σ, et µ

.

Proposition 1.19. Les séries de Dirichlet associées aux fonctions ci-dessus sont données
par [24] :

i)
+∞∑
n=1

µ(n)
ns

= 1
ζ(s) , Re(s) > 1 (1.3)

ii)
+∞∑
n=1

ϕ(n)
ns

= ζ(s− 1)
ζ(s) , Re(s) > 2 (1.4)

iii)
+∞∑
n=1

τ(n)
ns

= ζ2(s), Re(s) > 1 (1.5)

iv)
+∞∑
n=1

µ2(n)
ns

= ζ(s)
ζ(2s) , Re(s) > 1 (1.6)

v)
+∞∑
n=1

σ(n)
ns

= ζ(s)ζ(s− 1), Re(s) > 2 (1.7)

vi)
+∞∑
n=1

ψk(n)
ns

= ζ(s− 1)
∏
p

(
1− 1− k

ps

)
, Re(s) > 2 (1.8)

vii)
+∞∑
n=1

kω(n)

ns
= ζk(s)
ζ(ks) , Re(s) > 1 (1.9)

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, on utilise le produit eulérien via la
convolution.

Après les généralités sur les fonctions arithmétiques et les séries de Dirichlet associées,
nous entamons le chapitre 2.Ce chapitre est consacré à l’étude des fonctions sommatoires
des fonctions moyennes d’une classe de fonctions arithmétiques.
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Chapitre 2

Propriétés et fonctions sommatoires
de quelques fonctions moyennes

2.1 Introduction

Nous rappelons qu’un nombre entier strictement positif est dit « sans facteur carré » s’il
n’est divisible par aucun carré d’entier autre que 1, [2].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude d’une catégorie de fonctions arithmé-
tiques dont la plus part d’entre elles portent sur les entiers sans facteur carré. Les fonctions
arithmétiques considérées sont celles définies respectivement par

f1(n) = 1
τ(n)

∑
d|n
f(d), (2.1)

f2(n) = 1
2ω(n)

∑
d|n

(d,n
d

)=1

f(d) (2.2)

f3(n) = 1
2ω(n)

∑
d|n
µ2(d)f(d) (2.3)

f4(n) = 1
τ(n)

∑
d|n
µ2(d) (2.4)

f5(n) = 1
τ(n)

∑
d|n
µ2(d)f(d) (2.5)

f6(n) = 1
2ω(n)

∑
d|n

(d,n
d

)=1

µ2(d) (2.6)

f7(n) = 1
2ω(n)

∑
d|n

(d,n
d

)=1

µ2(d)f(d) (2.7)

où f est une fonction arithmétique.
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Les propriétés de ces fonctions ont été suffisamment étudiées dans [4], [14] et [29].
Ces fonctions vérifient un certain nombre de propriétés de base et s’interprètent comme
des moyennes des valeurs moyennes de la fonction f sur des sous-ensembles de diviseurs
d’un entier n.

Pour faciliter la compréhension de la suite de ce chapitre, nous l’avons subdivisé en trois
sections :
- L’étude des propriétés de la fonction fi, i ≤ i ≤ 7

- L’estimation des fonctions sommatoires Sfi(x) de fi, 1 ≤ i ≤ 5, dans le cas où f est
additive.
- L’estimation de la valeur moyenne des fonctions fi dans le cas où f est multiplicative.

2.2 Quelques propriétés des fonctions fi, 1 ≤ i ≤ 7

Les trois premières fonctions vérifient les relations données dans les propositions 2.1 et
2.2. Ces relations sont démontrées dans [4], [14].

Proposition 2.1. Soit f une fonction arithmétique. Si f est additive, alors pour tout
nombre entier n ≥ 1, on a :

i) f1(n) = ∑
pα|n

1
α+1

α∑
r=1
f(pr)

ii) f2(n) = 1
2
∑
p|n
f(p)

iii) f3(n) = 1
2f(n)

Corollaire 2.1. Soit f une fonction arithmétique et n un nombre entier ≥ 1

i) si f est complètement additive, alors f1(n) = f2(n) = 1
2f(n)

ii) si f est fortement additive, alors f3(n) = ∑
pα|n

α
α+1f(p)

Démonstration. On utilise la proposition 2.1 et le caractère « complètement additive » ou
« fortement additive » de la fonction f.

Proposition 2.2. Soit f une fonction arithmétique. Si f est multiplicative, alors pour
tout nombre entier n ≥ 1, on a :

i) f1(n) = 1
τ(n)

∏
pα||n

(
1 +

α∑
r=1
f(pr)

)
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ii) f2(n) = 1
2ω(n)

∏
pα|n

(1 + f(p))

iii) f3(n) = 1
2ω(n)

∏
pα||n

(1 + f(pα))

Corollaire 2.2. Soit f une fonction arithmétique et n un nombre entier ≥ 1.

i) Si f est fortement multiplicative, alors

f1(n) = 1
τ(n)

∏
pα||n

(1 + αf(p)) et f2(n) = f3(n) = 1
2ω(n)

∏
pα|n

(1 + f(p))

ii) Si f est complètement multiplicative, alors

f3(n) = 1
2ω(n)

∏
pα|n

(1 + (f(p))α) .

Démonstration. On utilise la proposition 2.2 et la condition « fortement multiplicative »
ou « complètement multiplicative » .

Des propositions 2.1 et 2.2, nous déduisons le corollaire 2.3 suivant :

Corollaire 2.3.

i) Si f(n) = Ω(n), alors f1(n) = f3(n) = 1
2Ω(n) et f2(n) = 1

2 (Ωoγ) (n), où γ est la
fonction noyau définie par

γ(n) =


1 si n = 1∏
p|n
p si n ≥ 2.

ii) Si f est la fonction indicatrice ϕ d’Euler, alors f1(n) = n
τ(n) , f2(n) = 1

2ω(n)γ(n) et
f3(n) = 1

2ω(n)
∏
pα||n

(pα − pα−1 + 1)

iii) Si f(n) = σ(n), alors f1(n) = 1
τ(n)

∏
pα||n

(
1 +

α∑
r=1

pr+1−1
p−1

)
, f2(n) = 1

2ω(n)
∏
pα||n

(p+ 2) et

f3(n) = 1
2ω(n)

∏
pα||n

pα+1+p−2
p−1
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Démonstration. i) Comme Ω est additive, alors d’après la proposition 2.1, on a :

f1(n) =
∑
pα|n

1
α + 1

α∑
i=1

Ω(pi)

=
∑
pα|n

1
α + 1

α∑
i=1
i

=
∑
pα|n

α(α + 1)
2(α + 1)

= 1
2
∑
pα|n

α

= 1
2Ω(n)

f3(n) = 1
2Ω(n)

= 1
2
∑
p|n

Ω(p)

= 1
2ω(n)

ii) et iii) se démontrent de façon analogue.

Proposition 2.3. [14] Soit f une fonction arithmétique et p un nombre premier.

i) Si f est multiplicative ou additive et f(p) = 1, alors f6 est multiplicative et
f6(n) = 1,∀n ∈ N∗

ii) Si f est multiplicative et ∀α ∈ N∗, f(pα) = α, alors f7 est multiplicative

Remarque 2.1.

- C’est possible que f soit additive sans que f6 et f7 le soient.

- Les fonctions f6 et f7 jouent un rôle capital en théorie des nombres et en cryptographie
car elles sont liées à la factorisation d’un entier en produit de facteurs différents ; ce qui
est un des points forts de la théorie élémentaire des nombres [29].

La démonstration des propositions 2.1 et 2.2 découle du caractère (additif ou multiplicatif)
de la fonction f .
- Comme nous l’avons signalé au début de ce mémoire,les fonctions ci-dessus définies
s’interprètent comme des moyennes de valeurs de la fonction arithmétique f sur les sous
ensembles des diviseurs de n (diviseurs ordinaires, sans facteur carré, unitaires).

La connaissance des propriétés de ces fonctions sur un entier n ≥ 1 peut servir à l’étude
des valeurs moyennes sur les entiers y-friables et de leurs séries de Dirichlet, voir dans
[29].
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Contrairement aux fonctions f1, f2 et f3, les fonctions f6 et f7 ne présentent pas l’addi-
tivité mais présentent plutôt la multiplicativité pour une certaine classe de fonctions f
comme, par exemple, lorsque f(p) = 1 , pour tout nombre premier p. Il est connu que,
en théorie des nombres, l’estimation des sommes partielles (fonctions sommatoires) des
fonctions arithmétiques peut faciliter la connaissance de la densité des sous-ensembles de
n voir dans [32]. Ceci nous incite à estimer les fonctions sommatoires des fonctions fi,
lorsque 1 ≤ i ≤ 5. Même si nous n’aurons pas besoin de ces résultats dans la suite, nous
les établissons pour montrer les propriétés particulières de ω(n) et Ω(n).

2.3 Fonctions sommatoires de quelques fonctions moyennes

Dans ce paragraphe, nous estimons les fonctions sommatoires des fonctions fi, pour
i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, lorsque f est une fonction additive.

Théorème 2.1. [32] (Théorème de Mertens) Pour tout nombre réel x ≥ 2, on a :

∑
p≤x

log p
p

= log x+O(1). (2.8)

De plus, il existe une constante c > 0 telle que

∑
p≤x

1
p

= log log x+ c+O

(
1

log x

)
. (2.9)

En particulier, les séries ∑
p∈P

log p
p

et ∑
p∈P

1
p
divergent.

Démonstration. Pour démontrer la relation 2.8, on va calculer log(bxc!) de deux manières.
Tout d’abord, on utilise le lemme d’Abel (proposition 1.13) , avec a(n) = 1, n ≥ 1,
f(t) = log t et x > 1. On vérifie immédiatement que A(t) = btc ; ce qui donne

log(bxc!) =
∑
n≤bxc

log n = bxc log x−
∫ x

1
btcdt

t

En introduisant {t} = t− btc, la partie fractionnaire du réel t, on obtient

log(bxc!) = (x− {x}) log x−
∫ x

1

t− {t}
t

dt

= x log x− {x} log x− (x− 1) +
∫ x

1

{t}
t
dt
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Comme 0 ≤ {t} < 1, on a
∣∣∣∣∣
∫ x

1

{t}
t
dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ x

1

dt

t
= log x.

D’où, on en déduit

log(bxc!) = x log x− x+O(log x). (2.10)

D’autre part, en écrivant

log(bxc!) = log
∏
p≤x

pvp(bxc!)


=
∑
p≤x

vp(bxc!) log p,

et en utilisant la formule de Legendre (proposition 1.7), on obtient

log(bxc!) =
∑
p≤x

log p
∑
m≥1

⌊
bxc
pm

⌋
.

Or, on vérifie immédiatement que
⌊
bxc
pm

⌋
=
⌊
x

pm

⌋
.

D’où

log(bxc!) =
∑
p≤x

∑
m≥1

⌊
x

pm

⌋
log p

=
∑
p≤x

⌊
x

p

⌋
log p+

∑
p≤x

∑
m≥2

⌊
x

pm

⌋
log p

= x
∑
p≤x

log p
p
−
∑
p≤x

{
x

p

}
log p+

∑
p≤x

∑
m≥2

⌊
x

pm

⌋
log p.

Remarquons que

∑
p≤x

{
x

p

}
log p ≤

∑
p≤x

log p = Θ(x) ≤ (2 log 2)x.
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De plus,

∑
p≤x

∑
m≥2

⌊
x

pm

⌋
log p ≤ x

∑
p≤x

∑
m≥2

log p
pm

= x
∑
p≤x

log p
 1
p2

1
1− 1

p


= x

∑
p≤x

log p
p(p− 1) .

Comme la série ∑
n

logn
n(n−1) converge, on en déduit que

∑
p≤x

∑
m≥2

⌊
x

pm

⌋
log p = O(x)

Ce qui entraîne que
log(bxc!) = x

∑
p≤x

log p
p

+O(x). (2.11)

En comparant (2.10) et (2.11), on en déduit finalement la formule (2.8).

Pour prouver l’estimation (2.9), on introduit la fonction

R(x) =
∑
p≤x

log p
p
− log x,

et on applique la formule d’Abel à f(t) = 1
log t et

a(n) :=


log p
p

si n=p

0 si non

On vérifie aisément que

A(x) =
∑
n≤x

a(n) =
∑
p≤x

log p
p

= R(x) + log x,

ce qui donne

∑
p≤x

1
p

= 1
2 +

∑
2≤p≤x

1
p

= 1
2 + A(x)

log(x) −
A(2)
log 2 −

∫ x

2
A(t)f ′(t)dt

= 1
2 + R(x)

log x −
R(2)
log 2 +

∫ x

2

R(t)
t(log t)2dt+

∫ x

2

dt

t log tdt

= log log x− log log 2 + 1
2 −

R(2)
log 2 + R(x)

log x +
∫ x

2

R(t)
t(log t)2dt.
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Remarquons tout d’abord que R(2) = log 2
2 − log 2 = −1

2 log 2, d’où

∑
p≤x

1
p

= log log x+ 1− log log 2 + R(x)
log x +

∫ x

2

R(t)
t(log t)2dt.

D’autre part, d’après (2.8), on a R(t) = O(1) ; ce qui implique, en particulier, que l’inté-
grale

∫ +∞

2

R(t)
t(log t)2dt

converge et si on note A sa valeur, on obtient

∑
p≤x

1
p

= log log x+ 1− log log 2 + A+ R(x)
log x −

∫ +∞

x

R(t)
t(log t)2dt

= log log x+ c+ R(x)
log x −

∫ +∞

x

R(x)
t(log t)2dt,

où c = 1− log log 2 + A. Il reste à remarquer, en notant R = sup
t≥2
|R(t)|, que

∣∣∣∣∣R(x)
log x −

∫ +∞

x

R(t)
t(log t)2dt

∣∣∣∣∣ ≤ R

log x +R
∫ +∞

x

dt

t(log t)2

et

∫ +∞

x

dt

t(log t)2 =
[
− 1

log t

]+∞

x

= 1
log x.

D’où ∣∣∣∣∣R(x)
log x −

∫ +∞

x

R(t)
t(log t)2dt

∣∣∣∣∣ ≤ 2R
log x,

Ce qui implique l’estimation (2.9) et achève la démonstration du théorème.

Du lemme d’intégration par parties et du théorème 2.1, on déduit le corollaire suivant

Corollaire 2.4. [4] Pour tout nombre réel x ≥ 1, on a :

∑
n≤x

ω(n) = x log log x+ c1x+O

(
x

log x

)
,

où

c1 = γ +
∑
p

(
log

(
1− 1

p

)
+ 1
p

)



Fonctions moyennes généralisées sur les entiers sans facteur carré 29

et

γ = 1−
∫ +∞

1

{u}
u2 du = −

∫ +∞

0

log u
eu

du ' 0, 5772115664000 est la constante d’Euler.

Démonstration. Par définition de ω(n), on a

∑
n≤x

ω(n) = x
∑
n≤x

∑
p|n

1

=
∑
n≤x
bx
p
c.

D’après le théorème 2.1, on a

∑
p≤x

1
p

= log log x+ c+O

(
1

log x

)

Mais bx
p
c = x

p
−
{
x
p

}
. Donc ∑

n≤x
ω(n) = x log log x+ cx+O

(
x

log x

)
car ∑p≤x 1 << x

log x

Le résultat suivant est un résultat préparatoire de la proposition 2.4. Il est établi dans [4].

Lemme 2.1. Soit f une fonction additive constante sur l’ensemble des nombres premiers
P et que f(pα)−f(pα−1) est borné pour tout α ≥ 2 ; alors les expressions f1(pα)−f1(pα−1),
f2(pα)− f2(pα−1 et f3(pα)− f3(pα−1) sont également bornées sur P et α ≥ 2. De plus, les
fonctions f1, f2 et f3 sont constantes sur P.

Démonstration. La démonstration de ce lemme découle de l’additivité de la fonction f et
de la condition f(pα − f(pα−1) = O(1).

Utilisant le lemme 2.1, J M. De Konnick et J. Grah [4] ont démontré la proposition
suivante :

Proposition 2.4. [4] Soit f une fonction additive, x un réel ≥ 1. Il existe des constantes
c1, c2 et c3 telles que :

i)

∑
n≤x

f1(n) = c1

2 x log log x+ xDf1(1) +O

(
x

log x

)

ii)

∑
n≤x

f2(n) = c2

2 x log log x+ 1
2sxDf2(1) +O

(
x

log x

)
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iii)

∑
n≤x

f3(n) = c3

2 log log x+ 1
2sxDf3(1) +O

(
x

log x

)

Avant d’aborder les fonctions sommatoires des fonctions fi, 1 ≤ i ≤ 5, lorsque f est
multiplicative, nous établissons un lemme intermédiaire utile pour la suite.

Lemme 2.2. [32] Pour tout nombre réel x ≥ 1, on a :

∑
n≤x

µ2(n) = 6
π2x+O(

√
x).

Démonstration. Posons M(x) =
∑
n≤x

µ2(n). Par définition de µ2(n), on a :

M(x) =
∑
n≤x

∑
d2|n

µ(d)

=
∑
d≤
√
x

µ(d)b x
d2 c

=
∑
d≤
√
x

µ(d)
(
x

d2 − {
x

d2}
)

= x
+∞∑
d=1

µ(d)
d2 − x

∑
d>
√
x

µ(d)
d2 +O

 ∑
d≤
√
x

|µ(d)|


= x
∏
p

(1− 1
p2 )− x

∑
d>
√
x

µ(d)
d2 +O

 ∑
d≤
√
x

1


= x

ζ(2) − x
∑
d>
√
x

µ(d)
d2 +O(x 1

2 )

Comme ζ(2) = π2

6 , alors

M(x) = 6x
π2 − x

∑
d>
√
x

µ(d)
d2 +O(x 1

2 )
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Or,

|
∑
d>
√
x

µ(d)
d2 | ≤

∑
d>
√
x

|µ(d)|
d2

≤
∑
d>
√
x

1
d2

≤
∫ +∞
√
x

dt

t2
= 1√

x

Donc |x
∑
d>
√
x

µ(d)
d2 | <<

√
x.

Par conséquent,

M(x) = 6
π2x+O(x 1

2 ).

Lemme 2.3. Soit α un réel > 0 et f une fonction multiplicative dont la série de Dirichlet
Df (s) =

+∞∑
n=1

f(n)
ns

converge absolument pour Re(s) > α et soit h = µ2 ∗ f ;alors on a :∑
n≤x

h(n) = 6
π2xDf (1) +O

(
xθ
)
, où θ = max(1

2 , α).

Démonstration. En posant M(x) = ∑
n≤x

µ2(n), on a :

∑
n≤x

h(n) =
∑
n≤x

(µ2 ∗ f)(n)

=
∑
n≤x

f(n)M
(
x

n

)

D’après le lemme 2.2, on a :

∑
n≤x

h(n) = 6
π2x

∑
n≤x

f(n)
n

+O

∑
n≤x

|f(n)|√
n

√
x


= 6
π2x

+∞∑
n=1

f(n)
n
− 6x
π2

∑
n>x

f(n)
n

+O

∑
n≤x

|f(n)√
n

√
x


Pour estimer le second terme du second membre, on écrit n = n1−αnα

Comme n > x, alorsona : 1
n1−α <

1
x1−α ;

x
∑
n≥x

f(n)
n

<< xα
∑
n≥x

f(n)
nα

<< xα
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Pour le troisième terme, on a

f(n)√
n

= f(n)
nαn

1
2 +α

1er cas : 1
2 ≤ α ≤ 1
Comme n ≤ x et que α− 1

2 ≥ 0, on a nα− 1
2 ≤ xα−

1
2

D’où

∑
n≤x

f(n)√
n

√
x << xα

+∞∑
n=1

f(n)
nα

<< xα

2è cas : 0 < α < 1
2 ⇒ nα ≤ n

1
2 ⇒ 1√

n
⇒ 1

nα

Donc

∑
n≤x

|f(n)|√
n
≤

+∞∑
n=1

|f(n)|
nα

<< 1

Avant de présenter les estimations des fonctions sommatoires de fi (4 ≤ i ≤ 7)(avec f multiplicative),
nous présentons les séries de Dirichlet associées à ces fonctions.

Proposition 2.5. [29] Pour Re(s) > 1, les séries de Dirichlet respectivement associées
aux fonctions f4, f5, f6 et f7 sont données par les relations suivantes :

i)
+∞∑
n=1

f4(n)
ns

= ζ2(s)G4(s)

ii)
+∞∑
n=1

f5(n)
ns

= ζ2(s)G5(s)

iii)
+∞∑
n=1

f6(n)
ns

= ζ2(s)G6(s)

iv)
+∞∑
n=1

f7(n)
ns

= ζ2(s)G7(s)
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où on a posé ζ2(s) = ∏
p

(
1 + 1

ps

)
, Re(s) > 1 et

G4(s) =
∏
p

−ps − 2p2s log
(
1− 1

ps

)
ps + 1

 ,
G5(s) =

∏
p

(
1 + f(p)− 1

2(ps + 1) + f(p) + 1
(ps + 1)

(
−p2s log

(
1− 1

ps

))
− ps − 1

2

)

G6(s) =
∏
p

(
1 + 1

2(p2s + 1)

)
et

G7(s) =
∏
p

(
1 + f(p)− 1

2(ps + 1) + 1
2(p2s + 1)

)

Démonstration. La démonstration de cette proposition est une conséquence de la repré-
sentation de la série de Dirichlet en produit eulérien de la définition des fonctions fi et
du lemme suivant.

Lemme 2.4. Pour tout nombre premier p, et pour tout s ∈ C, | 1
ps
< 1| on a

i) log(1− 1
ps

) = − 1
ps
− 1

2p2s +O( 1
p3σ ),

ii)
+∞∑
r=2

1
prs

= 1
ps(ps − 1) ,

iii)
+∞∑
r=0

1
(r + 1)prs = −ps log(1− 1

ps
).

Démonstration. On montre les relations précédentes en utilisant respectivement la formule
de Mac-Laurin à l’ordre 2 à la fonction log(1− x) au voisinage de zéro et des relations

+∞∑
n=k

xn = xk

1− x |x| < 1,

+∞∑
n=0

1
n+ 1x

n = −1
x

log(1− x).

Revenons maintenant à la démonstration de la proposition 2.5
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Pour Re(s)>1, on peut écrire

+∞∑
n=1

f4(n)
ns

=
∏
p

1 +
+∞∑
r=1

1
r + 1

r∑
i=0

µ2(pi)

prs

 ,

or

+∞∑
r=1

1
(r + 1)prs

r∑
i=0

µ2(pi) = 1
ps

+ 2
+∞∑
r=2

1
(r + 1)prs .

La relation (iii) du lemme (2.4) implique que

+∞∑
r=1

1
(r + 1)prs

r∑
i=0

µ2(pi) = 1
ps

+2
(
−ps log(1− 1

ps
)− 1− 1

2ps

)
.

Nous avons

+∞∑
n=1

f4(n)
ns

= ζ2(s)
∏
p

1 +
−2p2s log(1− 1

ps
)− 2ps − 1

ps + 1


= ζ2(s)

∏
p

−ps − 2p2s log(1− 1
ps

)
ps + 1


= ζ2(s)G4(s).

Pour la relation (ii), on a

+∞∑
n=1

f5(n)
ns

=
∏
p

1 +
+∞∑
r=1

1
r + 1

r∑
i=0

µ2(pi)f(pi)

prs


=

∏
p

(
1 + 1

2ps (f(p) + 1) +
+∞∑
r=2

1
(r + 1)prs (1 + f(p))

)

=
∏
p

(
1 + 1

ps
+ f(p)− 1

2ps + (f(p) + 1)
+∞∑
r=2

1
(r + 1)prs

)

= ζ2(s)
∏
p

(
1 + f(p)− 1

2(ps + 1) + ps(f(p) + 1)
ps + 1

+∞∑
r=2

1
(r + 1)prs

)

= ζ2(s)
∏
p

(
1 + f(p)− 1

2(ps + 1) + (f(p) + 1)
ps + 1

(
−p2s log(1− 1

ps
)− ps − 1

2

))
= ζ2(s)G5(s).
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Pour la relation (iii), on a

+∞∑
n=1

f6(n)
ns

=
∏
p

1 +
+∞∑
r=1

1
2

r∑
i=0

µ2(pi)

prs


=

∏
p

(
1 + 1

ps
+

+∞∑
r=2

1
2prs

)

=
∏
p

(
1 + 1

ps
+ 1

2ps(ps − 1)

)

= ζ2(s)
∏
p

(
1 + 1

2(p2s − 1)

)
= ζ2(s)G6(s).

Pour la relation (iv), on a

+∞∑
n=1

f7(n)
ns

=
∏
p

1 +
+∞∑
r=1

1
2

r∑
i=0

µ2(pi)f(pi)

prs


=

∏
p

(
1 + f(p) + 1

2ps +
+∞∑
r=2

1
2prs

)

=
∏
p

(
1 + 1

ps
+ f(p)− 1

2ps + 1
2(ps(ps − 1)

)

= ζ2(s)
∏
p

(
1 + 1

ps
+ f(p)− 1

2(ps + 1) + 1
2(p2s − 1)

)
= ζ2(s)G7(s).

L’apparition de la série de Dirichlet de ζ2(s) dans les séries précédentes montre le lien
entre les entiers sans facteurs carrés et les entiers liés aux fonctions moyennes.

Utilisant la formule de Taylor de log(1− x) au voisinage de zéro, les relations
+∞∑
n=k

zn = zk

1−z , avec |z| < 1 ,
+∞∑
n=k

zn

n+1 = 1
z

log (1− z) et la condition ∑
p

(f(p)−1)
pδ

< +∞,
où 0 < δ < 1, on montre que les fonctions G4(s), G5(s), G6(s) et G7(s) convergent
absolument pour Re(s) > 1

2 .
De la proposition 2.5, nous déduisons le théorème 2.2 suivant :

Théorème 2.2. [29] Soit un réel ε > 0, 0 < ε < 1
2 , et un x réel plus grand que 1. On a :

i)
∑
n≤x

f4(n) = 6
π2G4(1)x+O

(
x

1
2 +ε
)
,
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ii)
∑
n≤x

f5(n) = 6
π2G5(1)x+O

(
x

1
2 +ε
)
,

iii)
∑
n≤x

f6(n) = 6
π2G6(1)x+O

(
x

1
2 +ε
)
,

iv)
∑
n≤x

f7(n) = 6
π2G7(1)x+O

(
x

1
2 +ε
)
.

Démonstration. La démonstration de ce théorème découle directement du lemme 2.3 et
de la proposition 2.5.
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Chapitre 3

Etude de la fonction fg

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les propriétés arithmétiques de la fonction fg définie
par fg(n) = 1

h(n)
∑
d|n
g(d)f(d), d’une part et d’autre part, d’estimer la fonction sommatoire∑

n≤x
fg(n), où h = g ∗ 1 et f et g sont des fonctions arithmétiques vérifiant les conditions

initiales c1 et c2 suivantes :
c1. g est multiplicative, positive et telle que pour tout nombre premier p et pour tout
nombre entier r ≥ 2, g(pr) = 0;
c2. f est positive et vérifiant d’autres hypothèses selon la nature de f .

Comme application, nous considérerons g(n) = µ2(n)(k − 1)ω(n) et f(n) est un élé-
ment de l’ensemble

{
σ(n)
n
, n
ϕ(n) ,

ϕ`(n)
n

}
pour f multiplicative et comme un élément de

{ω(n), log τ(n)} pour f additive.

3.1 Quelques propriétés de la fonction fg

Le théorème suivant montre que les propriétés de fg dépendent de celles de f .

Théorème 3.1. Soit f une fonction arithmétique. Si f est additive (respectivement
multiplicative), alors la fonction fg est additive (respectivement multiplicative).

Démonstration. Considérons d’abord le cas où f est additive. D’après la définition de fg,
si deux entiers non nuls m et n sont premiers entre-eux ; alors

fg(mn) = 1
h(mn)

∑
d|mn

g(d)f(d).

Puisque h(n) = ∑
d|n
g(d), on a
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fg(mn) = 1∑
d1d2|mn

g(d1d2)
∑

d1|m;d2|n
g(d1d2)f(d1d2).

Comme f est additive et g multiplicative, alors on a :

fg(mn) = 1∑
d1|m; d2|n

g(d1)g(d2)
∑

d1|m; d2|n
g(d1)g(d2) [f(d1) + f(d2)]

Cela s’écrit encore

fg(mn) = = 1∑
d1|m

g(d1)∑
d2|n

g(d2)

∑
d1|m

g(d1)f(d1)
∑
d2|n

g(d2) +
∑
d1|m

g(d1)
∑
d2|n

g(d1)f(d2)


ou encore

fg(mn) = 1∑
d1|m

g(d1)∑
d2|n

g(d2)
∑
d1|m

g(d1)f(d1)
∑
d2|n

g(d2) + 1∑
d1|m

g(d1)∑
d2|n

g(d2)
∑
d1|m

g(d1)
∑
d2|n

g(d2)f(d2)

En fin,

fg(mn) = 1∑
d1|m

g(d1)
∑
d1|m

g(d1)f(d1) + 1∑
d2|n

g(d2)
∑
d2|n

g(d2)f(d2)

Par conséquent,

fg(mn) = 1
h(m)

∑
(d1)|m

g(d1)f(d1) + 1
h(n)

∑
(d2)|n

g(d2)f(d2)

D’où fg(mn) = fg(m) + fg(n)

On conclut alors que fg est additive.

Lorsque f est multiplicative, on a

fg(mn) = 1
h(mn)

∑
d|mn

g(d)f(d)
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On peut alors écrire

fg(mn) = 1∑
d1d2|mn

g(d1d2)
∑

d1d2|mn
g(d1d2)f(d1d2)

Comme f et g sont multiplicatives, alors nous avons

fg(mn) = 1∑
d1d2|mn

g(d1)g(d2)
∑

d1d2|mn
g(d1)g(d2)f(d1)f(d2)

Ce qui donne

fg(mn) = 1∑
d1|n

g(d1)
∑
d2|m

g(d2)
∑
d1|m

g(d1)f(d1)
∑
d2|n

g(d2)f(d2)

Donc

fg(mn) =

 1∑
d1|m

g(d1)
∑
d1|m

g(d1)f(d1)

 .
 1∑
d2|n

g(d2)
∑
d2|n

g(d2)f(d2)


Par conséquent,

fg(mn) = 1
h(m)

∑
d1|m

g(d1)f(d1). 1
h(n)

∑
d2|n

g(d2)f(d2)

Par suite,

fg(mn) = fg(m).fg(n)

Cela montre que fg est multiplicative.

Le théorème ci-après montre que la fonction fg est fortement multiplicative.

Théorème 3.2. Soit f et g des fonctions arithmétiques vérifiant les conditions c1 et
c2 . Alors pour tout nombre premier p et pour tout entier r ≥ 2, fg(pr) = fg(p), avec
fg(p) = 1+g(p)f(p)

1+g(p) .

Démonstration. Considérons le cas où f est multiplicative. On a

fg(pr) = 1
h(pr)

∑
d|pr

g(d)f(d)
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or

h(pr) =
r∑
i=0

g(pi) = 1 + g(p),

étant donné que pour tout entier

r ≥ 2, g(pr) = 0

On a donc

∑
d|pr

g(d)f(d) =
r∑
i=0

g(pi)f(pi) = 1 + g(p)f(p). (3.1)

Par suite,

fg(pr) = 1 + g(p)f(p)
1 + g(p) .

Dans le paragraphe qui suit, nous nous intéressons a la série de Dirichlet associée à la
fonction fg

3.2 Série de Dirichlet associée à la fonction fg

Dans ce paragraphe, nous présentons le produit eulérien de la série de Dirichlet associée à
la fonction fg lorsque f est multiplicative. Ce produit eulérien est lié à quelques résultats
qu’il convient de présenter au préalable.

Théorème 3.3. Soit f et g des fonctions arithmétiques vérifiant les conditions c1 et c2.
Dans le demi-plan Res > 1, la série de Dirichlet associée à la fonction fg s’écrit

Fg(s) = ζ2(s)G1(s) (3.2)

où

G1(s) =
∏
p

(
1 + g(p)(f(p)− 1))

(1 + g(p)(ps + 1) + 1 + g(p)f(p)
(1 + g(p))(p2s − 1)

)

Démonstration. Elle découle du lemme suivant et de la représentation en produit eulérien
d’une série de Dirichlet.
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Lemme 3.1. Pour Res > 1, on a

+∞∑
r=2

1
prs

= 1
ps(ps − 1)

Ce lemme découle de la relation

+∞∑
n=k

zn = zk

1− z

pour tout nombre complexe z, avec |z| < 1.

Révenons à la démonstration du théorème 3.3

Par définition de Fg(s), on a

Fg(s) =
+∞∑
n=1

fg(n)
ns

(3.3)

Sous forme de produit eulérien, Fg(s) s’écrit

Fg(s) =
∏
p

(
1 + 1 + g(p)f(p)

(1 + g(p))ps +
+∞∑
n=2

fg(pr)
prs

)

Donc pour Re(s) > 1 et en utilisant le lemme 3.1, on a

Fg(s) =
∏
p

(
1 + 1 + g(p)f(p)

(1 + g(p))ps + 1 + g(p)f(p)
(1 + g(p))

1
ps(ps − 1)

)

car

fg(pr) = 1 + g(p)f(p)
1 + g(p) .

Ainsi,

Fg(s) =
∏
p

(
1 + 1 + g(p) + g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))ps + 1 + g(p)f(p)
(1 + g(p))

1
ps(ps − 1)

)

ou encore

Fg(s) =
∏
p

(
1 + 1

ps
+ g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))ps + 1 + g(p)f(p)
(1 + g(p))

1
ps(ps − 1)

)
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On a, finalement,

Fg(s) =
∏
p

[(
1 + 1

ps

)(
1 + g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))(ps + 1) + 1 + g(p)f(p)
(1 + g(p))

1
p2s − 1

)]

Par conséquent

Fg(s) =
∏
p

(
1 + 1

ps

)∏
p

(
1 + g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))(ps + 1) + 1 + g(p)f(p)
(1 + g(p))

1
p2s − 1

)

Par suite,

Fg(s) = ζ2(s)G1(s) (3.4)

avec G1(s) = ∏
p

(
1 + g(p)(f(p)−1))

(1+g(p))(ps+1) + 1+g(p)f(p)
(1+g(p))(p2s−1)

)
Corollaire 3.1. Le produit eulérien G1(s) converge absolument dans le demi-plan
Re(s) > max(1

2 , δ) lorsque ∑
p≥2

|f(p)−1|
pδ

converge, pour δ ∈ ]0, 1[.

Démonstration. On peut écrire

1 + g(p)f(p)
1 + g(p) = 1 + g(p)(f(p)− 1)

1 + g(p)

Donc

1 + g(p)f(p)
(1 + g(p))(p2s − 1) = 1

p2s − 1 + g(p)(f(p)− 1)
(1 + g(p))(p2s − 1);

Les séries

∑
p

g(p)(f(p)− 1)
(1 + g(p))(p2s − 1) et

∑
p

1
p2s − 1

convergent respectivement pour Re(s) > δ et pour Re(s) > 1
2 .

En effet,∑
p≥2

1
p2s−1 converge absolument si Re(s) > 1

2 .

Puisque ∑
p≥2

∣∣∣f(p)−1
p2s−1

∣∣∣� ∑
p≥2

|f(p)−1|
pδp2σ−δ ,

Cela montre que ∑
p≥2

|f(p)−1|
p2σ converge si σ > 1

2 .

Comme σ > max(1
2 , δ), on a σ > δ > 1

2 .
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De même, la série

∑
p≥2

g(p)(f(p)− 1)
(1 + g(p))(pσ + 1)

converge si σ > δ.

Ainsi, G1(s) converge absolument si Res > max(1
2 , δ).

Corollaire 3.2. Du théorème 3.3, on déduit que fg = µ2 ∗ g1, g1 étant une fonction
arithmétique dont le produit eulérien associé est G1(s).

Démonstration. Il est connu que le produit de deux séries de Dirichlet est celui de la
convolution de deux fonctions [12]. Pour conclure, on utilise le lemme 2.3.

3.3 Fonction sommatoire et valeur moyenne de la
fonction fg

Comme nous l’avons signalé dans l’introduction, l’estimation des fonctions sommatoires
joue un rôle particulier en théorie des nombres.
En effet, on peut l’utiliser, par exemple, pour étudier les propriétés de certains sous
ensembles de diviseurs d’un entier n [4] ou pour établir des résultats classiques de la
théorie des nombres comme, par exemple, les résultats liés au TNP.

Passons alors à l’estimation la fonction

Sfg(x) =
∑
n≤x

fg(n). (3.5)

Pour estimer cette fonction, nous allons distinguer deux cas :

1ercas : f additive et constante sur l’ensemble des nombres premiers.

2ècas : f multiplicative et vérifiant la condition
∑
n≤x

|f(p)− 1|
pδ

< +∞, où δ ∈ ]0, 1[.

3.3.1 Estimation de la fonction sommatoire de fg lorsque f est
additive

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la valeur moyenne de la fonction fg lorsque
f et g sont constantes sur l’ensemble des nombres premiers et f est, en outre, additive, g
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étant toujours supposée multiplicative. On a le théorème suivant :

Théorème 3.4. Soient f et g deux fonctions arithmétiques vérifiant les conditions ini-
tiales c1 et c2 et constantes sur l’ensemble des nombres premiers. Si f est additive, alors∑
n≤x

fg(x) = c1(f, g)x log log x+ c2(f, g)x+O( x
logx

).

Démonstration. Elle découle du théorème de Mertens ( théorème 2.1) et du lemme suivant

Lemme 3.2. [18] Soit x un réel ≥ 2 ; alors
∫ x

2
dt

logn t <<
x

logn x

Démonstration. En appliquant la règle de l’Hospital, on a

lim
x→∞

∫ x
2

dt
logn t
x

logn x
= lim

x→∞

1
logn x

1
logn x −

n
logn+1 x

= lim
x→∞

1
1− n

log x

= 1

Par suite,
∫ x

2
dt

logn t ∼
x

logn t . D’où
∫ x

2
dt

logn t <<
x

logn t

Démonstration. Du théorème 3.4. Soient f et g deux fonctions arithmétiques vérifiant les
hypothèses de ce théorème. Comme f est additive, alors on a :

∑
n≤x

fg(n) =
∑
n≤x

∑
pr||n

fg(pr)

=
∑
n≤x

∑
p||n

fg(p) +
∑
pr||n

fg(pr)
 , r ≥ 2

=
∑
n≤x

∑
p||n

fg(p) +
∑
n≤x

∑
pr||n

fg(pr)

Posons S1 = ∑
n≤x

∑
p||n
fg(p) et S2 = ∑

n≤x

∑
pr||n
r≥2

fg(pr)

La première somme s’écrit

S1 =
∑

n=pm≤x

∑
p||n

fg(p)

ou encore

S1 =
∑
p≤x

fg(p)
∑
m≤x

p

1
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Donc

S1 =
∑
p≤x

f(p)g(p)
1 + g(p)

∑
m≤x

p

1

Posons cf = f(p), cg = g(p)
Puisque

∑
m≤x

p

1 =
∑
p≤x
bx
p
c,

on a :

S1 = cf .cg
1 + cg

∑
p≤x

(
x

p
−
{
x

p

})

ou encore

S1 = cf .cg
1 + cg

x
∑
p≤x

1
p
− cf .cg

1 + cg

∑
p≤x

{
x

p

}

Or, d’après le théorème de Mertens ( théorème 2.1), on a

∑
p≤x

1
p

= log log x+ c+ 0
(

1
log x

)
. (3.6)

où

c = γ +
∑
p

(
log

(
1− 1

p

)
+ 1
p

)

De plus,

∑
p≤x
{x
p
} <<

∑
p≤x

1 = π(x) << x

log x, (3.7)

Donc

S1 = cf .cg
1 + cg

x log log x+ cf .cg
1 + cg

cx+ 0
(

x

log x

)

Estimons ensuite S2. On a :

S2 =
∑
n≤x

∑
pr||n

fg(pr)
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Ce qui peut encore s’écrire

S2 = cf .cg
1 + cg

x
∑
p≤x

2≤r≤ log x
log p

1
pr
− cf .cg

1 + cg

∑
p≤x

2≤r≤ log x
log p

{
x

pr

}

ou encore

S2 = cf .cg
1 + cg

x


∑
p≤x

∑
r≥2

1
pr
−

∑
p≤x

r≥ log x
log p

1
pr

− cf .cg
1 + cg

∑
p≤x

2≤r≤ log x
log p

{
x

pr

}

Ce qui donne

S2 = cf .cg
1 + cg

x


∑
p≤x

1
p2 − p

−
∑
p≤x

r≥ log x
log p

1
pr

− cf .cg
1 + cg

∑
p≤x

2≤r≤ log x
log p

{
x

pr

}

La somme S21 = x
∑
p≤x

1
p2−p peut encore s’écrire S21 = x

∑
p≥2

1
p2−p − x

∑
p≥x

1
p2−p

Comme

x
∑
p≥x

1
p2 − p

� 1
x
� x

log x

on conclut que

S21 = x
∑
p≥2

1
p2 − p

cf +O

(
x

log x

)

On a aussi

x
∑
p≤x

r≥ log x
log p

1
pr
� x

∑
p≤x

e−
log x
log p log p

�
∑
p≤x

1

� x

log x
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Pour la somme

S22 =
∑
pr≤x
r≥2

{
x

pr

}
,

on a

∑
pr≤x
r≥2

{
x

pr

}
<<

∑
pr≤x

2≤r≤ logn
log p

{
x

pr

}
<<

∑
p≤x

∑
r≤ log x

log p

1

Donc

∑
pr≤x
r≥2

{
x

pr

}
<<

∑
p≤x

log x
log p .

Soit

∑
pr≤x
r≥2

{
x

pr

}
<< log x

∑
p≤x

1
log p

En utilisant le lemme d’intégration par parties (proposition 1.12), la somme ∑
p≤x

1
log p s’écrit

∑
p≤x

1
log p = π(x)

log x +
∫ x

2

π(t)
t log2 t

dt

ou

∑
p≤x

1
log p <<

x

log2 x
+
∫ x

2

dt

log3 t
.

D’après le lemme 3.2, on a ∫ x

2

dt

logn t <<
x

logn x
En particulier, on a ∫ x

2

dt

log3 t
<<

x

log3 x

Par conséquent, ∑
p≤x

1
log p <<

x

log2 x

Ainsi ∑
pr≤x

{
x

pr

}
<<

x

log x
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Finalement,

S2 = cfcg
1 + cg

x
∑
p≥2

1
p2 − p

+O

(
x

log x

)

Dès lors, la fonction sommatoire Sfg(x) de fg s’écrit

∑
n≤x

fg(n) = cfcg
1 + cg

x log log x+ cfcg
1 + cg

(c+
∑
p≥2

1
p2 − p

)x+O

(
x

log x

)

Ce qui s’écrit aussi

∑
n≤x

fg(n) = c1(f, g)x log log x+ c2(f, g)x+O

(
x

log2 x

)

où c1(f, g) = cfcg
1 + cg

et c2(f, g) =
(
cfcg

1 + cg
(c+ c1)

)
,

c1 =
∑
p≥2

1
p2 − p

et c = γ +
∑
p

(
log(1− 1

p
) + 1

p

)

Corollaire 3.3. Soit k un nombre entier ≥ 2, f et g des fonctions arithmétiques telles
que f(n) ∈ {ω(n), log τ(n)} et g(n) = µ2(n)(k − 1)ω(n). Alors

i) ∑
n≤x

wf (n) = k−1
k
x log log x+ k−1

k
(c+ ∑

p≥2
1

p2−p)x+O
(

x
log x

)

ii) ∑
n≤x

fg(n) = k−1
k
x log 2(log log x) + k−1

k
log 2(c+ ∑

p≥2
1

p2−p)x+O
(

x
log x

)
,

où f(n) = log τ(n), c = γ +∑
p

(
log p

(
1− 1

p

)
+ 1

p

)
et

γ = 1−
∫+∞

1
{t}
t
dt = 0, 577 est la constante d’Euler.

Démonstration. Elle découle du théorème 3.4, en posant g(n) = µ2(n)(k − 1)ω(n) et suc-
cessivement f(n) = ω(n) et f(n) = log τ(n).

3.3.2 Estimation de la fonction sommatoire de fg lorsque f est
multiplicative

Nous estimons maintenant Sfg(x) si f est multiplicative.

Théorème 3.5. Soit f et g des fonction arithmétiques vérifiant les conditions initiales
c1 et c2 et telles que f est multiplicative et vérifiant la condition

∑
n≤x

|f(p)− 1|
pδ

< +∞,

δ ∈ ]0, 1[. Posons c(f, g) = 6
π2

∏
p

(
1 + g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))(p+ 1) + 1 + g(p)f(p)
(1 + g(p))(p2 − 1)

)
. Il existe
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un réel θ ∈
]
max(1

2 , δ), 1
[
tel que la fonction sommatoire Sfg(x) de la fonction arithmétique

fg puisse s’écrire sous la forme

Sfg(x) = c(f, g)x+O(xθ)

Démonstration. D’après le lemme 2.3 et la relation fg = µ2 ∗ g1, où g1 est déduite de la
relation (3.5), on a :

Sfg(x) =
∑
n≤x

(
µ2 ∗ g1

)
(n)

= 6
π2Dg1(1)x+O(xθ), où θ > max(1

2 , δ), et 0 < δ < 1

D’après le lemme 2.3, on a :

+∞∑
n≥1

g1(n)
ns

= G1(s) pour Re(s) > max(1
2 , δ).

Donc Dg1(1) = G1(1).

Or

G1(1) =
∏
p

(
1 + g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))(p+ 1) + 1 + g(p)f(p)
(1 + g(p))(p2 − 1)

)
.

Nous avons alors :

∑
n≤x

fg(n) = 6
π2

∏
p

(
1 + g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p)(p+ 1) + 1 + g(p)f(p)
(1 + g(p))(p2 − 1)

)
x+O(xθ)

Finalement,

c(f, g) = 6
π2

∏
p

(
1 + g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p)(p+ 1) + 1 + g(p)f(p)
(1 + g(p))(p2 − 1)

)

et

∑
n≤x

fg(n) = c(f, g)x+ 0(xθ)

Corollaire 3.4. Soit k un entier naturel ≥ 2, f(n) ∈
{
σ(n)
n

,
n

ϕ(n) ,
ϕk(n)
n

}
et g la
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fonction arithmétique définie par g(n) = µ2(n)(k − 1)ω(n). En notant la fonction fg res-
pectivement par σg, ϕg et ϕk, il existe une constante θ > max(1

2 , δ) telle que

i) ∑
n≤x

σg(n) = 6
π2 c1x+O(xθ)

ii) ∑
n≤x

ϕg(n) = 6
π2 c2x+O(xθ)

iii) ∑
n≤x

ϕlg(n) = 6
π2 c3x+O(xθ),

où

c1 =
∏
p

(
+k − 1

k
.

1
p(p+ 1) + k(p+ 1)− 1

k
.

1
p(p2 − 1)

)

c2 =
∏
p

(
1 + k − 1

k
.

1
p2 − 1 + 1

k
.

k − 1
(p− 1)(p2 − 1)

)
et

c3 =
∏
p

(
1 + k − 1

k
.
l − 1

p(p+ 1) + p+ kp+ `− 1)
kp(p2 − 1)

)

sont des constantes réelles.

Démonstration. On utilise le théorème 3.5 moyennant les expressions c(f,g).
En effet, comme g(n) = µ2(n)(k − 1)ω(n), alors on a

g(p) = µ2(p)(k − 1)ω(p) = k − 1

et
1 + g(p) = k

Donc, d’après la définition de c(f, g), on a

c(f, g) = 6
π2

∏
p

(
1 + (k − 1)(f(p)− 1)

k(p+ 1) + (k − 1)f(p)
k(p2 − 1)

)
.

D’où

c(f, g) = 6
π

∏
p

(
1 + (k − 1)(f(p)− 1)

k(p+ 1) + 1 + (k − 1)f(p)
k(p2 − 1)

)
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Ainsi,

i) Si f(n) = σ(n)
n

, alors f(p) = σ(p)
p

= 1+p
p

et

c(f, g) = 6
π2

∏
p

1 +
(k − 1)(1+p

p
)

k(p+ 1) +
1 + (k − 1).1+p

p

k(p2 − 1)


= 6
π2

∏
p

(
1 + k − 1

k
.

1
p(p+ 1) + p+ k(p+ 1)− p− 1

kp(p2 − 1)

)

= 6
π2

∏
p

(
1 + k − 1

k
.

1
p(p+ 1) + k(p+ 1)− 1

k
.

1
p(p2 − 1)

)

ii) Si f(n) = n
ϕ(n) , alors f(p) = p

p−1 et

c(f, g) = 6
π2

∏
p

(
1 +

(k − 1)( p
p−1 − 1)

k(p+ 1) +
1 + (k − 1) p

p−1

k(p2 − 1)

)

= 6
π2

∏
p

(
1 + (k − 1)(p− p+ 1)

k(p− 1)(p+ 1) + p− 1 + (k − 1)p
k(p− 1)(p2 − 1)

)

= 6
π2

∏
p

(
1 + k − 1

k
.

1
p2 − 1 + 1

k
.

kp− 1
(p− 1)(p2 − 1)

)

iii) Si f(n) = ϕl(n)
n

, alors f(p) = p+ł−1
p

et

c(f, g) = 6
π2

∏
p

1 +
(k − 1)(p+`−1

p
− 1)

k(p+ 1) +
1 + (k − 1)p+`−1

p

k(p2 − 1)


= 6
π2

∏
p

(
1 + (k − 1)(p+ `− 1− p)

kp(p+ 1) + p+ (k − 1)(p+ `− 1)
kp(p2 − 1)

)

= 6
π2

∏
p

(
1 + (k − 1)(`− 1)

kp(p+ 1) + p+ (kp+ `− 1)
kp(p2 − 1)

)
.
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Conclusion générale
Cette étude a porté sur la fonction fg(n) = 1

h(n)
∑
d|n
g(d)f(n), une fonction qui généralise

certaines des fonctions ayant fait l’objet d’étude par S.GABOURY [14].
Il a précisément été question d’étudier les propriétés arithmétiques de la fonction fg ainsi
que sa valeur moyenne, en utilisant les méthodes élémentaires et les méthodes analytiques.

Les résultats obtenus concernent une certaine classe des fonctions f, g et h comme leurs
positivités et le fait que h = g ∗ 1 et g(pr) = 0, r ≥ 2.

Parmi les résultats obtenus, il y a la conservation du caractère additif ou multiplicatif
de f . En outre, si f est additive et f et g sont constantes sur l’ensemble P des nombres
premiers, alors fg est aussi constante sur l’ensemble des nombres premiers et, de plus,

∑
n≤x

fg(n) = c1(f, g)x log log x+ c2(f, g)x+O( x

logx
). (3.8)

où c1(f, g) = cf cg
1+cg , c2(f, g) = c1(f, g) + c , c = γ +∑

p

(
log(1− 1

p
)− 1

p

)
+∑

p

1
p2−p et γ est la

constante d’Euler.
En fin, si f est multiplicative et vérifie la condition

∑
p≥2

|f(p)− 1|
pδ

< +∞, avec δ ∈ ]0, 1[,

alors Il existe un réel θ ∈
]
max(1

2 , δ), 1
[
tel que

∑
n≥1

fg(n) = 6
π2 c(f, g)x+O(xθ) (3.9)

où c(f, g) = 6
π2

∏
p

(
1 + g(p)(f(p)− 1)

(1 + g(p))(p+ 1) + 1 + g(p)f(p)
(1 + g(p))(p2 − 1)

)
.

Cette étude n’a pas la prétention d’être exhaustive. Des recherches à venir pourraient,
par exemple :

1. Améliorer le terme d’erreur O
(

x
log x

)
sous la forme O

(
x

(log x)r
)
, r ≥ 2

2. Etudier les fonctions moyennes sur les entiers friables ou criblés [32].

3. Etudier la fonction sommatoire de fg en utilisant la méthode de Délange [32].
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