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RESUME

Soit ¢(t) une solution de flot de Yamabe non normalisé a un parametre ¢ avec 8%—?) =

—Sg(t) ou S est la courbure scalaire et g une métrique finslérienne & un parametre ¢ définie
sur les espaces de Randers M. Dans ce mémoire, nous étudions les équations d’évolution
des courbures finslériennes d’abord sous le flot de Yamabe non normalisé et puis sous la

déformation de courbures de I'espace-temps définies sur les espaces de Randers.
Les résultats sont calculés et écrits localement.

Les mots clés : Espace de Randers, courbure de 'espace-temps, le flot de Yamabe non

normalisé.
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

ABSTRACT

Let g(t) be a one-parameter ¢ non normalized Yamabe flow solution with 3%—(;) = —Sg(t)
where S is the scalar curvature and g a one-parameter ¢ finslerian metric defined on Randers

spaces M.

Key words : Randers space,curvature of space-time,the non-normalized Yamabe flow.
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

AVANT-PROPOS

Ce mémoire rentre dans le cadre de I'obtention du diplome de Master en Didactique des
Sciences option Mathématiques.Il étudiera les équations d’évolution sur les espaces de Ran-
ders.

L’idée de ce mémoire de recherche est venue aux idées des autres qui ont développé les équa-
tions d’évolution sur les espaces de berwald.

Effet d epuis 1 982, Hamilton a é tudié 1 ’équation d ’évolution d es ¢ ourbures Riemanniennes
sous le flot Ricci.

Le but de mon mémoire est d’étudié les équations d’évolution des courbures finslériennes
sous le flot de Yamabe non normalisée ainsi que sous la déformation des courbures d’espace-
temps.ce travail se veut étre une contribution dans les modélisation des systemes com-
plexes,dans la prédiction des comportements futurs,dans le développement des nouvelles
technologies et dans la résolution des problemes du monde réel.Ainsi,des solutions proposée
sont d’étudier I'existence et I'unicité des solutions de ces équations d’évoluton sur les espaces
de Randers.
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

INTRODUCTION GENERALE

Une équation d’évolution sur les espaces de Randers sous la déformation de courbure de
I'espace-temps est trés importante dans les domaines de mathématiques et de physique [2].
Cette derniere est utilisée pour modéliser des systemes complexes, prédire les comportements

futurs, développer des nouvelles technologies et résoudre des problemes du monde réel.

L’équation d’évolution des courbures Riemanniennes sous le flux de Ricci a été étudiée par
Hamilton [3] en 1982. La méthode hamiltonienne consiste en partant d’une métrique initiale
g quelconque sur une variété, a lui associer une famille ¢ — ¢(t) de métrique qui est solution,

dite maintenant de Hamilton-Ricci :

M = —QRng(t)

ot

de donnée initiale g(0) = g. De cette équation, Ricy) est la courbure de I'espace-temps sur

la métrique g(t).

L’existence et 'unicité de la solution du flot de Ricci-Finsler sont développées par Azami
et Razavi [2] en 2013. L’existence des solutions par la méthode de flot de type Yamabe est
développée dans [10],[11] et [12].

Dans ce travail, 'objectif général est d’établir les équations d’évolution des courbures fins-
lériennes sur les espaces de Randers premierement sous le flot de Yamabe non normalisé et

deuxiemement sous la déformation de courbure de 'espace-temps.

Ce mémoire est organisé comme suit : Dans le premier chapitre, nous donnons quelques no-
tions de base sur les variétés finslériennes permettant de travailler sur les espaces de Randers.
Les équations d’évolution des courbures finslériennes sous le flot de Yamabe non normalisé
sont développées dans le second chapitre. Dans le dernier chapitre nous établissons les évo-
lutions des courbures finslériennes définies sur les espaces de Randers sous une déformation

de courbure de I’espace-temps. Une conclusion générale est dégagée a la fin.
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

Chapitre 1

NOTIONS DE BASE SUR LES
ESPACES DE RANDERS

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous définissons les notions de base sur les variétés finslériennes

en donnant quelques outils qui permettent de travailler sur les espaces de Randers.
Soit M une variété différentielle de classe C'*° et de dimension n, on désigne par :

. :un point de M

. {2'}i=1... n ¢ les coordonnées locales de x
. U :un ouvert de M

. TM : le fibré tangent de M

. (x,y) : un point de TM avec y € T, M
. (2%, ") : les coordonnées locales dans T'M
. {22 }iz1,- n : sections de base induite par {z'}

o 0
. {81‘“ ayi

10. 7 : TM — M : (z,y) — « : une projection naturelle
11. #=Y(U) : un ouvert de TM

12. TM \ {0} : fibré tangent privé de la section nulle.

1
2
3
4
5. T, M : l'espace tangent en x a M
6
7
8
9

} : section de base pour T'M

1.2 Les variétés finslériennes

Soit M une variété différentiable de classe C*° & n dimension.
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

1.2.1 Meétrique Finslérienne

Définition 1.1. Une métrique finslérienne sur M est une application F : TM — [0, 4+o00|
satisfaisant aux propriétés suivantes :
(i) F(x,\y) = AF(z,y) VA >0 c’est-a-dire que F est positivement homogéne de degré 1
sur TM ;
(ii) F(x,y) est de classe C* sur TM \ {0} ;

(#ii) La hessienne (gij(x,y)> d’éléments

102F*(z,y)

2 Oyioy (1.1)

gij<x> y) =

est définie positive en tout point (x,y) de TM.

Une variété différentielle muni d’une métrique finslérienne est appelée variété finslérienne.

1.2.2 Exemples

1. Variété riemannienne : Une variété riemannienne est la donnée du couple (M, g)
ou M est une variété différentiable de dimension n, g = {g;}zen est une famille de
produit scalaire g sur chaque espace tangent en x.

En d’autres termes g, est une matrice carrée d’ordre n dont ses composantes sont liées

a la métrique de Finsler comme suit :

gij(xa y) = gij(x).
2. variété Minkowskienne et lcolement Minkowskienne :une variété finslerienne

(M, g) est dite localement minkowskienne si les composantes liées a la métrique de

Finsler sont indépendant de x.

9i5 (2, y) = 9i(y)-
Remarque 1.1. 1. Siy =0 alors F(z,y) = 0.
2. Siy # 0 alors F(x,y) # 0.
3. Il arrive des fois ou F(x,\y) = |\|F(z,y) VA € R, dans ce cas F est réversible. Dans

la suite nous supposons que F' n’est pas réversible.

1.2.3 Propriétés

Proposition 1.1. [1] Soient V' un espace vectoriel réel et f:V \ {0} — R une application

(o o]

™ sur V\ {0}. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f(cy) =" f(y), [ est une fonction homogéne de degré r
(it) y' g f(y) = 7f(y)-
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

1.2.4 Connexion de Finsler-Ehresmann et relévement vertical et

horizontal

Considérons l'application différentielle 7, de la submersion 7w : TM \ {0} — M définie par
e T(TM\ {0}) — TM.

Définition 1.2. Le sous espace vertical V de T(TM \ {0}) est défini par V = Ker(rm,) .1l
est localement engendré par l'ensemble {Faiyi,l <i < n} sur chaque 7~ Y(U) C TM \ {0}.

Définition 1.3. Un sous espace horizontal H de T (T'M \ {0}) est par définition le com-
plémentaire de V' dans T (TM{0}). Les fibrés H et V' donnent un découpage lisse de

T(TM\{0}) = H& V. (1.2)

Définition 1.4. Une connexion d’Ehresmann est une sélection d’un sous espace horizontal
H de T(TM\{0}). H peut étre définie canoniquement a partir de l’équation des géodésiques
[ suivante :

d*z’ dz 1,095  Ogji

Définition 1.5. Soit w: TM \ {0} — M la projection naturelle.
1) Une connezion d’Ehresmann-Finsler de m est le sous fibré H de T(T'M \ {0}) donné

par
H = Ker0, (1.4)

ou 0 :=T(TM\{0}) = 7#*TM est le morphisme du fibré défini par

0

b= oxt

I

® F(dy + Njda?). (1.5)
2) La forme 0 : T(TM \ {0}) — 7*T M induit une application linéaire [5]

Owy) - Ty (TM\{0}) = ToM (1.6)

pour chaque point (x,y) € TM\ {0} ovxz € M = 7(z,y).

Le relévement vertical d’une section & de m*T'M est une unique section V(&) de T(T M\
{0}) telle que ¥(x,y) € TM \ {0}

T (&) = Oy et 0lv(&)] = &y)- (1.7)
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

3) La forme m, : T(TM \ {0}) — 7*T'M induit une application linéaire
Tole) T (TMAA0}) — T M (1.8)

pour chaque point (xz,y) € TM|{0} oux € M = 7(x,y).

Le relévement horizontal d’une section § de m*T M est l'unique section H(&) de T (T M\
{0}) telle que ¥(x,y) € TM \ {0},

T ()] |y = Sy € O[R(E)] = O y).- (1.9)

1.2.5 Champ de Tenseurs Finslériens

Définition 1.6. Un champ de tenseur finslérien T de type (q,0,p1,pa)sur TM \ {0} est

une section C* du fibré vectoriel

TT'M@ - Qn'T"MQT*(T"M\{0})®@--- T*(T*M \ {0}) @ m*T M (1.10)

p1—facteurs p2— facteurs

C’est-a-dire que T : T T*M @ - - - Qm*T*M QT*(TM\{0})®@- - - T*(TM\{0}) ' 7*T M —
C®(TM x --- x TM,R).

Remarque 1.2. Dans une carte locale, T = Eﬁ%,’,’;le,,,jm Oy @+ @0, @dz" @ -+ ® i
®8j1 ®...®8jp1 O'l:d axl ®®Ofx2®dle ®...dxip®€j1...®€jp2 avec k e {17 7n}q7
ie{l---n}r je{l,---n}P? est une section de base du tenseur et les O, =

gl= sont respectivement les sections de base pour T TM et T*(TM \ {0}).

83{% ainsi que

Exemple 1.1. 1. Le tenseur fondamental g, ) est de type (0,0,2,0).
2. La forme de Finsler-Ehresmann 6, est de type (1,0,0,1).

1.2.6 Espaces de Randers

Définition 1.7. Une variété finslérienne (M, F') est dite variété de Randers si Vx,y €
TM, F(z,y) est de la forme :

F(x,y) = a(z,y) + B(z,y) (1.11)

o
a(z,y) = \/ Qij (z)yiys

B(x,y) = bi(x)y’

avec a;j les composantes d’une métrique Riemannienne a = aijdxi ® dz? et b; sont les com-

posantes d’une 1-forme b sur M.
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Dans ce cas, les composantes g;; de la forme bilinéaire g associée a la métrique de Randers

peuvent s’écrire sous la forme [9] :

Yi Yj r Yi Yj
9ij(@,y) = (a + bi) (Oj + bj) + (aij - J) (1.12)

N _ k _ !
ou y; = aiky~, Y = a1y .

Son inverse

2 2.0 2 /i
ay, e Btalblfyy o ; 11
g (x,y) = F +F2—F . T b]~|— b (1.13)

1.3 Le fibré vectoriel 7*T'M pulled back et objets asso-
ciés

Soient M une variété différentielle de dimension n et TM \ {0} le slit tangent bundle.

1.3.1 Construction de fibré vectoriel 7T M

Définition 1.8. La projection m : TM \ {0} — M pulls back l'espace 7T M au dessus
de TM \ {0}.

7T M est le fibré vectoriel dont le fibré de base est le fibré T'M \ {0}.

7T M est appelé fibré tangent pulled-back, et on a :
T TM = {(x,y,v) : (x,y) € TM \ {0} et v € Tr(z,)M}.

Les fibrés de 7*T'M sont des copies de l'espace vectoriel T, M. On a 7T M|,y = T, M.

Définition 1.9. Le Pulled-back du fibré cotangent w*T™*M est un fibré vectoriel dual du
fibré m*T'M et dont les fibrés sont des copies de Ty M. Précisément, on a :

T M4y = TiM

Soient (2');=1.... » les coordonnées sur un ouvert U C M et (2°,y')i=;... , des coordonnées

locales sur un ouvert 7' (U) C TM. Les z* produisent des sections de bases {;2:} et {dz'}

respectivement pour T'M et pour T*M.
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Puisque les fibres du fibré tangent pulled-back sont identiques a T'M pendant que les fibres

de 7*T*M sont identiques & T M, alors {52} et {dz'} sont respectivement les sections de
bases pour les fibrés 7*T'M et 7*T* M.

Avec les sections de base, on peut définir quelques objets géométriques finslériennes associées
au fibré 7 T'M et a son dual 7*T*M.

1.3.2 Tenseur fondamental et tenseur de Cartan

Le fibré vectoriel 7*T'M admet une métrique riemannienne naturelle g := g;;(x, y)dz’ ® da?.
C’est un tenseur fondamental dont les éléments sont définis dans (1.1). Ce dernier est une
section symétrique du fibré m*T*M @ ©7*T* M.

Un autre objet tres important est le tenseur de Cartan A.
A= Az, y)dr' @ dr? @ da*

ou
F agij

2 dyk
A est une section symétrique de fibré 7*T*M @ 7*T*M.

Aiji. =

Lemme 1.1. Soit F' une métrique de Finsler sur une variété différentiable M, alors :

g7 2

L2 40

oyt FOF

ot g sont des composantes de Uinverse de g et AY = g g7™ Ay

2. Aije = Ajir, = Ay

Lemme 1.2. Une métrique de Finsler est riemannienne si le tenseur de Cartan est nul.

1.4 Connexions finslériennes

Soient g;; les composantes du tenseur fondamentel g.

1.4.1 Connexion non linéaire sur le Slit tangent bundle 7'M \ {0}

Les composantes g;; du tenseur fondamental g sont des fonctions différentielles sur 7'M \ {0}.
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

Elles sont invariantes sous la transformation y +— cy. Elles sont utilisées pour définir les

symboles de Christoffel de la seconde forme :

i 1 y(0gi  Ogu  Ogjk
ik = ig <8a:k + oxJ ox!

Les 7};, déterminent les coefficients d’une connexion non linéaire sur 7'M \ {0} donnée par :

) 7 1 7 r,.s . .
Nj = y* = FAmG VY Vi g ks = 1o

Bref, Sur TM \ {0}, les bases qu’ on travaille sont {<%;, F

ozt

lieu de {2 Faiyi}izl...n et son dual {dz’, %}, .. ,.

5(;1-} et son dual {dz’, %yi}i:l...n au

C")xi )
Les facteurs F' et % sont introduits pour rendre tous les objets géométriques qui sont inva-

riants sous la transformation y — cy, (¢ > 0).

De plus, le fibré tangent de TM \ {0} peut se décomposer en une somme directe de la partie

horizontale H engendrée par {%}izl... n et la partie verticale V engendrée par {F %}Z:L... n-

En d’autres termes, on a :

T(TM\ {0}) = vect{éii} ® ’Uect{F(;;i}
=HaV.

) 9 _ nd
i

OU 5.7 = o4

0
oy~
Avec les coefficients d’une connexion non linéaire N }, on peut définir une forme différentielle

0, comme suit :

O:7"TM — T(TM\ {0}) par:

4] 1 , o
= —_ ? 7' J
0: 6mi®F<dy —i—Nde).

A travers la décomposition de T'(T'M \ {0}), TM \ {0} admet une connexion non linéaire

appelée connexion d’Ehresmann.
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

1.4.2 Connexion de Chern sur le fibré =*T'M

Définition 1.10. Une connexion linéaire sur le fibré vectoriel w*T M au dessus du fibré
TM\ {0} est une application :

Vi x(TM\A{0}) x I'(x*TM) — I'(7*TM)
(X7 5) : 6)(5

telle que Vf € C>(TM \ {0},R),

(i) Vxiv€ = Vx&+ Vyé

(i) Vyx& = fVxE

(i11) Vx(f&) = X(f)E+ fVx¢
(iv) Vx(§+n) = Vx&+ Vxn,

Remarque 1.3. 1. V¢ est appelée dérivée covariante de & dans la direction de X.

2. En coordonnées locales (2')i—1.... ,, sur M, on a :

_ 0 &
Veow ~ ligg

ot les FZ sont des coefficients de V.

Lemme 1.3. Considérons (M, F) une variété finslérienne et g son tenseur fondamental. Il
existe une unique connexion de Chern V sur le fibré vectoriel w*T'M tel que pour X,Y €
X(TM\ {0}) et V{,n € 7T M, on a les propriétés suivantes :

1. Vxm.,Y — Vym X = 1, [X,Y]

2. X(g(&,m) = 9(VxE,m) +g(&,Vxn) + A0(X),E,n) ou le tenseur A = F%gijdxi ®
dz? ® dz* est le Cartan.

On a

VoL oopi O i 1gil<5gﬂ+5g’“.l—5gj’“> (1.14)

347 O* Wk Hgiv Tk T 9 oxk — dxi Ot
ot F;k est le symbole de Christoffel de la connexion Chern

o 0
ozt Oxt

0 0
‘77:

i _ ik
avec N; =1 y".
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Chapitre 2

EQUATIONS D’EVOLUTION DES
COURBURES FINSLERIENNES
SOUS LE FLOT DE YAMABE

Dans ce chapitre, nous définisons la courbures totale, la courbure de ’espace-temps finslérien,
toutes écrites en coordonnées locales et nous étudions les équations d’évolutions des courbures

finslériennes sous le flot de Yamabe non normalisé.

2.1 Courbure totale finslérienne

Définition 2.1. [7] La courbure totale associée a la connexion de Chern ¥V sur le fibré

vectoriel T M sur la variété TM \ {0} est Uapplication

¢ :xX(TM\{0}) x x(TM\{0}) x T(7m*TM) — T'(n*TM)
(X, Y, 5) t ? ¢(X, Y)f = VXVYf - Vyvxf - V[X7y]f (21)

Par la relation (1.2)), on a :
Vx=V,+Vy;
b X

A V A \
ou X =X+ Xavec X el'(H) et X e (V).

On peut définir aussi tenseur de courbure totale de V en utilisant la métrique finslérienne,

comme suit :

O(&,n, X, Y) = g(o(X,Y)E,m)
= g(VxVy& = VyVx€ = Vixyi&,n). (2.2)
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

A \% A vV
Comme X =X+ X, Y=Y+4+Y, ®,n,X,Y) devient :

X+X,Y4+Y

or puisque V est linéaire, on a :

v =V ¢
AN A\ AN Vv AN \2 N Vv AN Vv N Vv
lX-‘—X, Y—i—Y] <X+X> <Y+Y> — <Y+Y> <X+X>
ZV/\/\ AV vV A VvV VvV VAWAS NV vV A \/\/5
XY+ XY+ XY4+XY-YX-YX-YX-YX
=Vt TVt T Vit T Vi

Alinsi,
V;V;{E - V;V}v{éﬁ — v[)/\(le/]g — V A v}f — V[}vﬂ}c]g — v[)v(’}v/}g, ’I])

X,

Comme ¢(X,Y)§ = VxVy{ — VyVx& — Vixyié,

(€, 7, X, V) =g[¢<A,?)s+¢<A,1‘>s+¢(V,?>£+¢<V,1‘>£,n]
_ g[as(?cff)an] +g[¢<fm‘>f,n] +g[¢<>?,ff>f,n] +g[¢<5<:1vf>£,n]
=R(E&n,X,)Y)+PEnX,Y)+Q(&n,X,Y) (2.3)

ou

~>

[ A
R(&,n, X,Y) = g|o(X,Y)E, n| est la premiere partie de la courbure totale;

<>
i<

Y

[ ) VoA
P(&,n, X,Y) = g|o( ,n| +g [gb(X, Y)E, 7}] est la deuxieéme partie de la courbure totale;

i<
~i<

)€, m| est la troisieme partie de la courbure totale.

)

Q& n, X,Y) = g|é(

En particulier, si V est la connexion de Chern, la Q)-courbure s’annule.
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En coordonnées locales, la courbure totale est :

N V A Vv A V A V A V A Vv
(I)<ai> 0j, Ok + O, az—i-az) :R<ai7 0j, Ok + O, 31—1-81) +P<8i7 0j, Ok + Ok, 3l+3z>

6Ff 5Ff s 7" s arzs
- <5$kl o 6xlk>gjs + <Fikrls - Filrks>gj7" - F aylkgjs

(2.4)

o 0; = 2 et F = Gij Yyl .

= o
Lemme 2.1. [6] L’identité de Bianchi définie sur une variété finslérienne M, Y&, n €
D(m*TM) et X,Y,Z € x(TM \ {0}) est donné par :
(1) (2) 3)

Preuve 2.1. Calculons :

(1) = Zq)(é?ﬂu)(’ Y) - (I)<VZ£7777X7 Y)
— O,V X,Y) =0, Vm X, Y) =D& n, VaimY).

- (p(g’n?VXW*Y’ Z) - <I>(€777a}/7 VXW*Z)-

(3) = Y(q)}/? n, Zu X) - @(Vyfﬂ% Z7X) - (I)(f7 VYUJ Z7X)
- (I)(£7 7, VY’TF*Z, X) - @(5, UZ, VYW*X).

Par la symétrie de V, on a :

(I)(£7 , VXW*}/; Z) = _q)<§, m, Z, VXT*Y)
= _q)(é'u 7, Za _VYT‘-*X>
=®o(&,n, Z,VymX).
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et la relation(2.5)devient :

H+@2)+@) = Zo(&n,X,Y) = d(VzEn, X,Y) =, Van, X, Y) — @0, VzmX,Y)
—0(&n, X, VomY) + XO(¢,n,Y. Z) — ®(Vx&,n.Y, Z) — ©(§, Vxn,Y, Z)
—®(E,n, Vxm.Y, Z) — ®(&,n, Y, Vxm Z) + Y®(€,n, Z, X) — ®(Vyé,n, Z, X)
—Q(&,Vyn, Z,X) — ®(&,n,Vym, Z,X) — (&0, Z,Vym.X)
= Z®(&n, X,Y) = ®(VzEn, X,Y) = (£, Vzn, X,Y) + @(§,n, Y V. X)
+O(&n, X, VymZ) + XO(&,n,Y, Z) = ®(VxE,n,Y, Z) — ®(&, Vx,n,Y, Z)
+0(&,n, Z,Vxm,Y)+P(&n,Y,Vm. X)+ YO0, Z,X) - 2(V,E,n,Z, X)
—®(E,Vyn, Z, X) + (&0, X, Vym.Z) + ®(§,n, Z, Vxm.Y)
or (&0, X,Y) = g(o(z,y)¢n)

D+ 2)+ @) = Zgd(X,Y)E,n) —9(o(X,Y)VzEn) — g(¢(X,Y)E, Van)
+9(o(Y, VzmX)& ) + Xg(o(Y, 2)&n) — g(o(Y, Z)VxE,n)
—g(o(Y, Z2)€,Vxn) + g(®(Z, Vxm.Y)En) + g(o(Y, Vzm.X)E,n)
+Yg(o(Z, X)&m) — 9(0(Z, X)Vy&,n) — 9(6(Z, X)E, Vyn)
+9(o(X, Vym.Z)E,m) + 9(¢(Z, VxT.Y )Y, n)

= 2|9(¢(Z, Vxm.Y) + g(¢(X, Vym.Z) + g(o(Y, Vzm.X)E, n)

+Z9(o(X,Y)E,n) — g(d(X,Y)V2E,m) — g(d(X,Y)E, Vzn)
+Xg(o(Y, 2)&,n) — g(o(Y, 2)Vx&,m) — g(o(Y, 2)§,Vxn) + Yg(o(Z, X)&,n)
—9(0(Z, X)Vy&,n) — g(6(Z, X )&, Vyn).

D’apres identité de Jacobi,

9(d(Z,Vxm.Y)E,n) + g(d(X, Vym.Z)§,n) + g(¢(y, Vzm.X)E,n) =0

Puisque V est la connexion de Chern,

(Vxg)(&mn) = Xg(&n) —g(Vx&n) —g(& Vxn) = 0.

d’ou ,lidentité de Bianchi devient :

(1) +(2) + B3) = (Vzg)(2(X,Y)E,n) + (Vxg)(R(Y, 2)§, 1) + (Vyg)(@(Z, X)€,m) = 0.
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

1. Le tenseur de Ricci de (M, F') est défini par [2] :

Ric(§, X) := trace g[n = R(X, h(n) +v(n))¢]

ou h et v sont définies dans la relation ((1.9)) et (|1.7]) respectivement.

En coordonnées locales on a :

, AR ory  ory,
Ric(0;, Ok + 0k) = ek ol

il
=g (I)ijk:la

ors,
oy

A vV A Y
avec @,y = P (81-, 0;, Op+ Ok, 01+ 8;) donnée dans la relation ([2.4)).

2. Sa trace S de (M, F') est définie par :

S = traceg(Ric), g :=7"g

Localement, on a :

A Vv .
_ (3% _ory,

oxk ox!
= gjl(pijklgik

s 17°r s al—‘f )
+ 15 — 151 — F ayzk>9 g

= gjlgikq)ijkl-

sous le flot de Yamabe non normalisé

sur une variété (M, go) compacte.

2.2 Courbure de ’espace-temps finslérien et sa trace

D’apres la connexion de Chern, on définit le tenseur de Ricci et de la courbure scalaire par :

(2.6)

(2.7)

(2.8)

2.3 Equations d’évolution des courbures finslériennes

Définition 2.2. Soit g(t) une famille @ un paramétre t € [0,T[ de métriques finslériennes

Désignons par S la courbure scalaire finslérienne. Le flot de Yamabe non normalisé est définie
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par :

%) — _gg(t)  dans M x [0,T] (2.9)

9(x,y,0) = g(v,y) dans M.

Remarque 2.1. Soit (M, g(0)) une variété riemannienne. Si on écrit g(t) = u(t)ﬁgo ol
p € C°(M,R) est positive alors le systéme ([2.9) est équivalente a une équation de la chaleur

[3]. Hamilton a prouvé l’existence de cette équation.

Lemme 2.2. Soit (M, g(t)) ou g(t) est le tenseur fondamentale d’une variété de Finsler de
dimension n. Si (M, g(t)) est la solution du flot de Yamabe (2.9)) sur (M, g(0)) alors l'inverse

du tenseur fondamental g* évolue comme suit :

g
ot

=nSg". (2.10)

Proposition 2.1. Soit (M, g(t)) ot g(t) est le tenseur fondamental d’une variété de Finsler
de dimension n. Si (M, g(t)) est la solution du flot de Yamabe (2.9) sur (M, g(0)) alors les

. 0 g\ 4 .
symboles de Christoffel Fﬁj = ;gkl (aijf + g:’;j — %) évoluent comme suit :

ors, L L(0S 08 08
Preuve 2.2.
g ko }Q Kl agjl dgil . agz‘j
ot 7~ 20t \ox' " 07 0a!
_ 194" (0g; n Oga  0gi;\ | 1 1 0 (Dgs n 9g9a 09y
2 0t \ox' oz 0zt ) 27 ot\oai T 0w Onf
1 (99 | Ogu 0gi\ | 1 [ @ (D9 | Oga  Ogi
5" <8t Tow "ot ) 2 o\ out o T o
1 w990  Ogu  Ogi 1 4] 9 0 9
=" <8xi Yo T ow ) T2 _ax’( 593 + 57 (=99u) = 5 (=59
1 o w09, Ogu 09\ 1wl 0o o0 05
2" <8x" Tow " a) T27 | (G99t = 5790 = (g7)9u
Ogu  0S 09
B Saxﬂ' + (&L’l)g” 3 Oxt

oxt + oxi  Oxl
1y oS oS oS
+§9 —gjlm—gij@+gij@

dgy  Ogy O 1 dS oS aS
o kl J 7 l - kL
=(n 1)259 (8’+3xj gijax>+2< 9 9z~ ggzzaj+g gma )

_1 w99 | Oga  0Ogi } kl dga  O0gu . 09y
- QHS‘Q ( +359 ort  O0xd + ox!
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oz i T gpit T 9 Jigu

2 oxi ' oxi  oxl ) 2
Tk,
2

1/08 oS oS
= (n—1)ST7; 2( xidj + = 0; — g gij $l>'

=(n— 1)519kl<agﬂ + 99u agij) ! <8S 5F + 05 5k gk ,_agij>

Corollaire 2.1. Soit (M,g(t)) une variété de Finsler de dimension de courbure scalaire
constante S par rapport a x. Si (M, g(t)) est la solution du flot de Yamabe (2.9) sur (M, g(0))

alors

k
ark,

5 = (n—1)STf . (2.12)
En résolvant cette équation on a :
art,
FZ'] =(n—1)Sot
& Inl} = (n—1)5t+k
o FZ’ — p(n=D)St+k
& FZ = ke~ DSt avec k = e

Dans ce cas, les Ffj se comportent comme une courbe exponentielle qui est tres utile pour
la modélisation des phénomenes dans lesquels une différence constante sur les variables a un

rapport constant sur les images.

Proposition 2.2. Soit (M, g(t)) une variété de Finsler de dimension n de courbure scalaire
S constante par rapport a x. St (M, g(t)) est la solution du flot de Yamabe (2.9) sur (M, g(0))
alors la courbure totale

ors,

Tylgjs

a]‘—‘f 8F’f S T S T
(I)ijkl = (ékvkl - axlk> Gjs + (Fikrls - Filrks> Gjr — F

évolue selon I’équation suivante :

(9(1)1 r s r s
o = 8Pyt (n = 1S+ (n = 1)Sg; (T — TLT)
Fors, a8
+ Si‘ayl Gjs — (n - 1>Frzk87ylgjs (213)
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Preuve 2.3.

s T s 89 jT
) + (T30, — TiT%,) —=2

= s

ot ork 9zt ) ot dzk ot ozl ot ot
ory ors or” ors ors, dg; OF 9T
. s ls rr ik s ks I il | F ik YJ)s — ik
+ 9 ( or Tl Tor T laTgr Tk g o ot Yo oy
o o}
— gjsF ( 6;‘/ )
dy

En utilisant la relation (2.12)) et I’équation d’évolution

oF —y'y’ Sgi; _ Sj

oA 2fgyyy 2

on obtient :
ot P\ oxk Ozl J® oxFk ozt

= Sgjr (L7 = Tal'k) + g (Fﬁs(n — ST, + I (n = DI

O (- 1)8T3) - g5, ()

D (n — 1)STY — [ (n — 1)5%) ~ Py,

ay! ~ gy U
ors,
+ Sngs 8:{/[
ors,  or; ors  orl s s
ors,

+ (n = 1)Sgjy (T7,T5 + T3 Lf, = TRETS = T3l%,) — (n = 1)SF

oS SFor; ory
(= DT 22 g 4+ 2 ik Qg Ok
(n ) ik ayl 9j + 2 ayl 9j + 9j ay[

arf arls s T s arf
=-S5 Kl - k) 9js T (L0 — TiT%) Gjr — Fayzkgjs]

oxk  Oxt
arf al—‘f S T S T arf
+(n—1)8 Kax’j - axzk> gjs + (T30 — Tals) gr — Faylkgjs]

' S T S S aS SF arf
+ (n = 1)Sg;r (I3, — T L) — (n — 1)Frik@918 + o aylkgjs
= =5 + (n = 1)SPijm + (n — 1)S (TG — TiI7) gjr

_9S  SFars,
— (n — 1)FFlka—ylgjs + 7 6yl gjs-

Or
k9 ox? oxk  9zm )’
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d’ot

8@, r TS T s o "
Tgkl =nSP;ijr — 28y + (n — 1)S (LT3, — ThL3) g5r — (n — 1)§5j
<8gmk 9Yim agm) 05  SEOTy

ox’ oxk  Oxz™ ) Oyt Ty 2 Oy Jis

(2.14)

Proposition 2.3. Soit (M, g(t)) une variété de Finsler a n dimension de courbures scalaire
S. St (M,g(t)) est la solution du flot de Yamabe (2.9)) sur (M, g(0)) , alors la courbure de

l’espace-temps

) or; or; s T s T or;
Ricy, = <8x’“l axlk> + (T3l — Tl ) — ayzk

évolue selon I’équation suivante :

ORic; , s s s 08 s 0S
D% ~(n~ DSRic -+ (0= DS (T =TI + 0 1) Ty - T g )
oS SF 8F

— 1 FTE, — 2.1

Preuve 2.4.
ORicy, ([ 0 O} B i@f‘fk s oIy, o) it s ary, v ors,
ot \oxzk ot  Oxl Ox! O i Tk

8F ars, 9 0 oIz,

ot oy oyl ot
En utilisant la relation et l’équation d’évolution %‘Z = —%, on obtient :

R r s SF ar (9
s 35 I'; : (95 ars,
SF oIs
s 0S8 ars,
(n_l)Fsza l —(n—-1) oy
8FZ arf s T s T al"zs
— (=05 | (o - )+ g - rarg) - P 4 -
, 0S s 0S s s SF Or'3, ;08
<le8 A sza ) + (n = 1)S (I35, — T l7) 2 oy —(n 1)FF”87yl
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- T S T S S aS S 85
= (n — 1)SRicy + (n — 1)S (I}, = T3,I5) + (n — 1) ( gk z‘kayl>
SF oI, s 0S
- 3y —(n— l)FFikayz .

Corollaire 2.2. Soit (M,g(t)) une variété de Finsler de dimension n de courbure scalaire

S constante par rapport a x. Alors :

SOk (0~ 1)SRica, + (1 — 1)S (TLT3, — TLT3)
SF rs, oS
y 22Tk (y  1)FI 22
2 ayl ( ) kayl
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Chapitre 3

EQUATIONS D’EVOLUTION SUR
LES ESPACES DE RANDERS SOUS
UNE DEFORMATION DE
COURBURE DE L’ESPACE-TEMPS

Dans ce chapitre, nous étudions les équations d’évolution de la métrique de Randers, de la

courbure totale, de la courbure de I’espace-temps et de sa trace dans les espaces de Randers.

Considérons une variété M, une famille a un parametre {F;};cjo,r; de métriques finslériennes
sur M de la courbure drapeau scalaire et {gt}te[oj[ la famille des tenseurs fondamentaux

associés a {Fi}beepo,ry -

Définition 3.1. On appelle déformation de Ricci horizontale finslérienne, [’équation d’évo-

lution sur (M, Fy) donnée par [2] :

0 .
% = —2Ricp, (3.1)

avec Fy_o = F' et g, est le pull back de g par la submersion m:=TM \ {0} — M.

La solution de (3.1]) existe dans des cas particuliers notamment dans les espaces de Berwald

1.
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3.1 Evolution de la métrique de Randers

Proposition 3.1. Soit F(t,z,y) = a(t,z,y) + B(t,z,y) une métrique de Randers d un
parametre t sur une variété de Randers M ou

a(t,z,y) = \/a;(t, z)yiyI
6<t7$a y) = bi<t7$)yi'

Alors sous déformation de courbure de l’espace-temps, la métrique de Randers évolue selon

I’équation suivante :

OF o yly] 8az~j Z@bz

ot 20 ot Vo

(3.2)

Preuve 3.1.

OF _on 03
ot ot ot
OJaii(t,x)y'y?  obi(t, z)y
= +
ot ot
yiyl % N ;0bi(t, x)

= — +y
2,/ai;(t, 2)y'y? ot

. l/iZ/j 36%’3’ Zabz'
T o0 ot o
Corollaire 3.1.
oF . y’yﬂ 80@]’ l(%l

a)

Yoo T 2 o TV
da y'y’ Dayj

Yo T
0 oo _ 'y day b, (v')y’ Day;
ot 2 Ot 200 Ot
OF Oa i Ob; 3 j Oa;j
g Lo~ Far 207y 5 — bily')*y T
a? 203

Proposition 3.2. Soit F' = a + [ une métrique finslérienne a un parameétre t sur une

variété de Randers M ot o = y/a;;(t, 2)y'yd et B = b;(t,x)y". Alors sous une déformation
de courbure de l’espace-temps, le tenseur fondamental g;;(x,y,t) associé a F évolue selon

I’équation suivante :
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En utilisant la relation (3.1)) et le corollaire (3.1)), I’équation devient :
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Proposition 3.3. Soit F' = o + [ une métrique de Randers a un paramétre t ou o =

Vit x)yiyd et B = bi(t,x)y". Alors sous une déformation de courbure de [’espace-temps,
’élément inverse g (x,y,t) du tenseur fondamental associé a F évolue selon I'équation swi-
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Proposition 3.4. Soit F' = o + [ une métrique de Randers a un parameétre ou o =

Vit x)yiyd et = bi(t,x)y". Alors sous une déformation de courbure de [’espace-temps,
les fonctions de Christoffel Ffj évoluent selon ’équation suivante :
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oD (angﬂ 99 axlg”> 199 (a i ow T o (3:5)
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Preuve 3.4.
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D’apreés les relations (3.3) et (3.4), on définit
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En posant 6, = (3.7), 6 = (3.8)), 65 = (3.9) et 04 = (B.3) et en les remplagant dans (3.6), on
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Corollaire 3.2. Si a est MINKOWSKI : c’est-a-dire que o dépend de y, alors :
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D’apres le corollaire (3.2), on a :
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3.2 Evolution de la courbure totale sur les espaces de

_ﬁ+mw1ky@)ga}+y[akuyxﬁ+www

Randers

Proposition 3.5. Soit F' = a + [ une métrique finslérienne a un paramétre t sur une
variété de Randers M ot o = \Ja;;(t,z)y'y? et 8 = b;(t,x)y". Alors sous une déformation

de courbure de l'espace-temps, la courbure totale @1 (x,y,t) évolue suivant I’équation :
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Preuve 3.5.
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En utilisant les relations (3.3) et ( on définit :
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(3.12)
En transformant la courbure totale définie dans (2.4]) ; on obtient
a]‘_‘zsl al—‘fk ar s T s s
oxk F Ox! Iyl _9] Pijr — | Uilts — Uatlks ) 95097
et en la remplagant dans (3.12), on a :
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1 (0 g O Ogim O Ogw) dg 1 D01,
_gjs< o ) gk) TS (Vigom + VeGim — Vintis)

(3.13)

En utilisant les relations (3.3) et (3.4), on définit les équations

09°"  Ogim O%im 0Gi OGim 0  Ogis o dg™™
ot ot ot ot ot ot ot ot

en notant respectivement ces équations par ds, dg, 07, 03, 09, 019, 011, 012.

En les remplagant ces équations dans (3.13)), on a :

0Py
ot

_, Ty oF
Iis" gt ot

1
+ =0js (Vkviglm + ViVigik — ViVingi — vlvigkm>

2
005 1 09" (00 007 o5
oxh 291 gk (axi oxl aw)

965 1 (30 08, by Og*"

Jis (89&’ + oxk 8xm>

= g0 (i) + (T5,T5, — TiTy,) (id)

1
+ 595 (Vigim + Vigim — Vimgi)

1
+ =9is (Vigkm + ViGim — Vingir)

2 oxl 2 !
1 1
+ §g]r1—‘fk (Vlgsm + vsglm - vmgls) 511 - igjrrfl (Vk:gsm + ngkm - vmgks) 55
F 0 Ogkm 0 0Gim 0 9gi. \ OF O*F
- 5 Yjs a7 ; a7 — a7 A, vz m \Y im_vmi A .
2 i l (ayl or T og oct  ayioem) o T Vidkm T Vg 9it) 300
859 4 857 _ 8510 agsm
oxt  ozk  Oxm ) oyt |
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3.3 Evolution de la courbure d’espace-temps sur les

espaces de Randers

Proposition 3.6. Soit ' = a + [ une métrique de Randers a un paramétre t sur une
variété de Randers M ot a = \/a;;(t,x)y'y? et 8 = bi(t,z)y". Alors sous la déformation
de la courbure d’espace-temps, la courbure d’espace-temps : Ricy, = ¢'®j1 évolue suivant

I’équation :

aRZCZk

j S - j s r s T . ar aF
ot - gjlgj Dyja(i) + gﬂ (3.0 — TiT%) (i1) — d

# (‘3yl ot
1
+ §5i (ViVigim + ViVigic — ViV ga — ViVigim) 05
865 1 8gsm 856 857 658
ok 3% ((%Z T o W)
955 1, (aag | o 0510>

1
—5l iJkm im = Vimgit) 57 = 50  Gak
+ =0, (Vigkm + Vg Vingik) ot 275\ 9xi  Oxk  Oxm

1

ol 2 r+ ik 9 il

— ) 5l = - ;
Vmg’“) 12~ [<8yl o Oyl 9xk Byl dam ) ar T\ Vidkm

O*F n ddg 007 B 0619 \ 0g*™

Oytot oyt

ag°*™ 1
g (SZFS (Vlgsm + nglm — Vmgls) 611 (5 e (ngsm + ngkm

il
avec 013 = %.

Preuve 3.6.

ot ot
O, - Al
_ gl igkl (I) g
= ' By 3.15
ot YT ot (3.15)
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D’apreés la relation (3.4) on définit aussi

og'  alyiyt day Yyl day 1. ;0b; ook ,0b a da’’
o = 2aF a0 2k a0 P\" Vo VTV )T Far

1 (b 'V | 0ay 1 2j 1,101 2 Oa;
i —s Yy
=5 < + vy o+ Iy =, o

F o ot 200F?
Tl (V5O —QLZLZ% g
zab 167 55 90a; @ 2« 1 _ '
— T It 2 Jp! !
y'y' day yj% _ wy%ymaajl B+ aHbH2y2jy21%
200 Ot ot 20 4 ot pEyan g
= 013

En substituant 15 et (3.11) dans (3.15)), on obtient
aRZC’Lk 1 B - s 17 Chnld s 1T . arf aF
ot = gﬂ{gj ijra (i) + (D310 — Tl — T3T%,) (49) — g5s aylk ot

1
+ 5 9is (VeVigim + ViViugic — ViV — ViVigim) 65

1 005 1 0g¢g*™ (06 007  0dg
+ igjs (ViGim + Vigim — Vimgi) Dk + ingW <8xi + Dl + 81””)
855 1 (859 857 8510> 895’”

1
~Ygs vz m ; m ;mz ~Ygs :
29] (Vig kg 9ik) ox! 29] oxt  OxkF  Oxm ) Oxl

1 1
+ gngka (vlgsm + vsglm - vmgls) 611 - §gjrrfl (vkgsm + vsgkm - Vmgks) 512
O*F

F 0 Ogkm O Ogim 0 O0gi, \ OF
9 [(6@1 ori Ty oot~ agiawm) o T Yim Vidin = Vingix) 5 15

06y 90, 061y Og™
( 94 o 10) J ]}Jr@ijk,(slg (3.16)

ox’ + ozk  dxm | oyl

En développant ¢o' sur % dans (3.16)), on obtient :
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aRZCZk il js il s T s 1T . lar oF
o = ¢' g7 i (i) + ¢ (D3 L], — Ty, (id) — 4, oy ot
1
55 (ViVigim + ViVigic — ViVigi — ViVigim) 05
1 855 1 l@gsm 856 857 068
55 (Vigim + Vigim = Vmgu) Oz * 555 oz <3x1 ox! * 81:”‘)
150 1 00, 00 00
25 (v, o A Iy 9, YU YU10
+ 63 (vzgkm + vkgzm vmgzk) 8351 263 (8% + al’k (‘9xm>
agsm

a[lfl 2 r+ ik
F 0 Ogkm O OGim d Jga \ OF

V’”g’“>512 258“03/1 ot T oyl onk  aylowm ) o T\ Y%k

82F i 8(59 857 _ 6510 Ggsm

oytot oyt

5l I (vlgsm + nglm - vmgls) 611 5TF11 (ngsm + ngkm

+ ViGim — Vink) ] + @13

oxt + oxk  Oxm

3.4 Evolution de la courbure scalaire dans les espaces
de Randers

Proposition 3.7. Soit F = «a + [ une métrique de Randers a un paramétre t sur une
variété de Randers M ot o = \Ja;i(t,z)y'y? et 8 = bi(t,x)y". Alors sous la déformation
d’espace-temps, la trace de la courbure d’espace-temps S = Ricikglk évolue suivant
I’équation :

05

is . 7 j s T7r sT7r 1 ar aF
E :gj S + RZCikz(510 —+ 513) +g k{g]l (Fikrls - Filrks) ( ) dls ayl 8t

1
+ =8 (ViVigun + ViVigie — ViVigi — ViVigkm) 05
865 1 lagsm 8(56 8(57 8(58
oxk + 258 oxk (8:6@' + ot + &Um)
005 1 (859 N 007 8610>

+ 75 (Vlglm + Vigim — Vmgil)

DO — N

1

5 (Vzgkm + Vigim Vmgzk) 55 ot oxk drm

oxt 2

Ha*™
égxl 2(57Z~ka (Vlgsm + vsglm - Vmgls) 511 25rrfl (vkgsm + vsgkm

F ({0 9gkm O 0 O Ogi\ OF
Vmg’“S)(SH z(ssKayl out oy 0ak Oy dam) o T\ Y ikm

82F i 869 1 657 _ 8510 0g5m
oylot oxt  Ozk  Oxzm ) oyt ||’

+ Vigim — vailc) (3.17)
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Preuve 3.7.

S O(Ricikg™)

ot ot
= Ricj, Er +g 5 . (3.18)

En substituant les relations (3.14]) et 619 dans (3.18)), on a :

oS . LTS OF
5 =Ric;;:010 +g1k{gﬂg]sq’wkz( )+ g7 (T3, — Tl (id) — 6, y lk It

6L (ViViGim + ViVmbik — ViVgin — ViVigem) 05
06 1,05 (06 06 06
=5l . o 9%  1add 6 T, Y98
+ 258 (Vlglm + ViGim Vmgll) Ok + 258 97 <axZ + — o7 + axm>

o) 1 00 00 )
304 (Vi + Viin = Vingi) 5.1 = 50 (a; o am>

+
— DN =

—_

a sm
J (51 I (vlgsm + nglm - Vmgls) 511 257=Ffl (vkgsm + ngkm

oxt 0
F 0 Ogikm 0 0Gim 0 0gir \ OF
Vmg’“>512 2 SKayl ot T oyl onk  ayiaam ) o T\ Y%k

0’F 0oy 007 01\ Og°™
+ Vigim — vaik) a0t + <8a7i t ok T om a0y + @iz -

Par développement, on a :

aS s - 7 1 s 1T7r sT7r . 8Ff aF
ot =¢’*S 4 Ricg, (010 + 013) + g k{gﬂ (T3 — Ty (i) — 5i aylk ot
1
55 (ViVigim + ViVigic — ViVigi — ViVigim) 05
1 1 855 1 8gsm 856 867 658
+ 30 Vidim +N1gim = Vmg) G % 59505 \ oar T 0t T
1

005 1, (00 067 06
e B )

dg*™ 1
agxl 267Z~ka (vlgsm + nglm - vals) 511 257«11;9[ (ngsm + ngkm

F 0 OGrm 0 09im 0 Ogi \ OF
_ S — mgt] (2 Ckm O Ofim O o (Vigem
Vmg‘“) 275 SKayl orr T ag onk  aglowm ) ot T\ V%
PF (00 06 Obi) Dy
oyl ot oyt ||’

+ Vigim — Vink) D + ek 9pm
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail, nous avons développé les équations d’évolution des courbures associées a une
famille des métriques finslériennes {g(z,y,t) }+cpo,r; d’abord sous le flot de Yamabe normalisé

et puis sous la déformation de courbure de 'espace-temps sur les espaces de Randers.

Ces équations d’évolution sont les suivantes :

— Equations d’évolution de la courbure totale et de I’espace-temps sous le flot de Yamabe
non normalisé, trouvées dans les Propositions 2.2] et [2.3| respectivement ;
— Equations d’évolution de la courbure totale,de la courbure d’espace-temps et courbure

scalaire sous la déformation de courbure de I'espace-temps, trouvées dans les Propo-

sitions et [3.7 respectivement.

Maintenant que nous avons les formes locales des équations d’évolution sur les espaces de
Randers, donc dans la suite, nous traiterons l'existence et 1'unicité des solutions de ces

équations sur les espaces de Randers.
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