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RESUME

Soit g(t) une solution de flot de Yamabe non normalisé à un paramètre t avec ∂g(t)
∂t

=
−Sg(t) où S est la courbure scalaire et g une métrique finslérienne à un paramètre t définie
sur les espaces de Randers M . Dans ce mémoire, nous étudions les équations d’évolution
des courbures finslériennes d’abord sous le flot de Yamabe non normalisé et puis sous la
déformation de courbures de l’espace-temps définies sur les espaces de Randers.

Les résultats sont calculés et écrits localement.

Les mots clés : Espace de Randers, courbure de l’espace-temps, le flot de Yamabe non
normalisé.
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ABSTRACT

Let g(t) be a one-parameter t non normalized Yamabe flow solution with ∂g(t)
∂t

= −Sg(t)
where S is the scalar curvature and g a one-parameter t finslerian metric defined on Randers
spaces M .

Key words : Randers space,curvature of space-time,the non-normalized Yamabe flow.
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

AVANT-PROPOS

Ce mémoire rentre dans le cadre de l’obtention du diplôme de Master en Didactique des 
Sciences option Mathématiques.Il étudiera les équations d’évolution sur les espaces de Ran-
ders.
L’idée de ce mémoire de recherche est venue aux idées des autres qui ont développé les équa-
tions d’évolution sur les espaces de berwald.
Effet d epuis 1 982,Hamilton a  é tudié l ’équation d ’évolution d es c ourbures Riemanniennes 
sous le flot Ricci.
Le but de mon mémoire est d’étudié les équations d’évolution des courbures finslériennes 
sous le flot de Yamabe non normalisée ainsi que sous la déformation des courbures d’espace-
temps.ce travail se veut être une contribution dans les modélisation des systemes com-
plexes,dans la prédiction des comportements futurs,dans le développement des nouvelles 
technologies et dans la résolution des problèmes du monde réel.Ainsi,des solutions proposée 
sont d’étudier l’existence et l’unicité des solutions de ces équations d’évoluton sur les espaces 
de Randers.
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

INTRODUCTION GENERALE

Une équation d’évolution sur les espaces de Randers sous la déformation de courbure de
l’espace-temps est très importante dans les domaines de mathématiques et de physique [2].
Cette dernière est utilisée pour modéliser des systèmes complexes, prédire les comportements
futurs, développer des nouvelles technologies et résoudre des problèmes du monde réel.

L’équation d’évolution des courbures Riemanniennes sous le flux de Ricci a été étudiée par
Hamilton [3] en 1982. La méthode hamiltonienne consiste en partant d’une métrique initiale
g quelconque sur une variété, à lui associer une famille t 7→ g(t) de métrique qui est solution,
dite maintenant de Hamilton-Ricci :

∂g(t)
∂t

= −2Ricg(t)

de donnée initiale g(0) = g. De cette équation, Ricg(t) est la courbure de l’espace-temps sur
la métrique g(t).

L’existence et l’unicité de la solution du flot de Ricci-Finsler sont développées par Azami
et Razavi [2] en 2013. L’existence des solutions par la méthode de flot de type Yamabe est
développée dans [10],[11] et [12].

Dans ce travail, l’objectif général est d’établir les équations d’évolution des courbures fins-
lériennes sur les espaces de Randers premièrement sous le flot de Yamabe non normalisé et
deuxièmement sous la déformation de courbure de l’espace-temps.

Ce mémoire est organisé comme suit : Dans le premier chapitre, nous donnons quelques no-
tions de base sur les variétés finslériennes permettant de travailler sur les espaces de Randers.
Les équations d’évolution des courbures finslériennes sous le flot de Yamabe non normalisé
sont développées dans le second chapitre. Dans le dernier chapitre nous établissons les évo-
lutions des courbures finslériennes définies sur les espaces de Randers sous une déformation
de courbure de l’espace-temps. Une conclusion générale est dégagée à la fin.

NIYONIZIGIYE Pasteur ©E.N.S-I.P.A 2024 1 Boulevard Mwezi Gisabo, BP 6983 Bujumura-Burundi
Tél : (00257) 22 23 87 40–Email: info@ens.bi



EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

Chapitre 1

NOTIONS DE BASE SUR LES
ESPACES DE RANDERS

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous définissons les notions de base sur les variétés finslériennes
en donnant quelques outils qui permettent de travailler sur les espaces de Randers.

Soit M une variété différentielle de classe C∞ et de dimension n, on désigne par :

1. x : un point de M

2. {xi}i=1,··· ,n : les coordonnées locales de x

3. U : un ouvert de M

4. TM : le fibré tangent de M

5. TxM : l’espace tangent en x à M

6. (x, y) : un point de TM avec y ∈ TxM

7. (xi, yi) : les coordonnées locales dans TM

8. { ∂
∂xi }i=1,··· ,n : sections de base induite par {xi}

9. { ∂
∂xi ,

∂
∂yi } : section de base pour TM

10. π : TM → M : (x, y) 7→ x : une projection naturelle
11. π−1(U) : un ouvert de TM

12. TM \ {0} : fibré tangent privé de la section nulle.

1.2 Les variétés finslériennes

Soit M une variété différentiable de classe C∞ à n dimension.
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

1.2.1 Métrique Finslérienne

Définition 1.1. Une métrique finslérienne sur M est une application F : TM → [0, +∞[
satisfaisant aux propriétés suivantes :

(i) F (x, λy) = λF (x, y) ∀λ > 0 c’est-à-dire que F est positivement homogène de degré 1
sur TM ;

(ii) F (x, y) est de classe C∞ sur TM \ {0} ;

(iii) La hessienne
(

gij(x, y)
)

d’éléments

gij(x, y) = 1
2

∂2F 2(x, y)
∂yi∂yj

(1.1)

est définie positive en tout point (x, y) de TM .
Une variété différentielle muni d’une métrique finslérienne est appelée variété finslérienne.

1.2.2 Exemples

1. Variété riemannienne : Une variété riemannienne est la donnée du couple (M, g)
où M est une variété différentiable de dimension n, g = {gx}x∈M est une famille de
produit scalaire g sur chaque espace tangent en x.
En d’autres termes gx est une matrice carrée d’ordre n dont ses composantes sont liées
à la métrique de Finsler comme suit :

gij(x, y) = gij(x).

2. variété Minkowskienne et lcolement Minkowskienne :une variété finslerienne
(M, g) est dite localement minkowskienne si les composantes liées à la métrique de
Finsler sont indépendant de x.

gij(x, y) = gij(y).

Remarque 1.1. 1. Si y = 0 alors F (x, y) = 0.
2. Si y ̸= 0 alors F (x, y) ̸= 0.
3. Il arrive des fois où F (x, λy) = |λ|F (x, y) ∀λ ∈ R, dans ce cas F est réversible. Dans

la suite nous supposons que F n’est pas réversible.

1.2.3 Propriétés

Proposition 1.1. [1] Soient V un espace vectoriel réel et f : V \ {0} → R une application
c∞ sur V \ {0}. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f(cy) = crf(y), f est une fonction homogène de degré r

(ii) yi ∂
∂yi f(y) = rf(y).
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

1.2.4 Connexion de Finsler-Ehresmann et relèvement vertical et
horizontal

Considérons l’application différentielle π∗ de la submersion π : TM \ {0} → M définie par
π∗ : T (TM \ {0}) → TM .

Définition 1.2. Le sous espace vertical V de T (TM \ {0}) est défini par V = Ker(π∗) .Il
est localement engendré par l’ensemble {F ∂

∂yi , 1 ≤ i ≤ n} sur chaque π−1(U) ⊂ TM \ {0}.

Définition 1.3. Un sous espace horizontal H de T (TM \ {0}) est par définition le com-
plémentaire de V dans T (TM{0}). Les fibrés H et V donnent un découpage lisse de

T (TM \ {0}) = H ⊕ V. (1.2)

Définition 1.4. Une connexion d’Ehresmann est une sélection d’un sous espace horizontal
H de T (TM \{0}). H peut être définie canoniquement à partir de l’équation des géodésiques
[4] suivante :

d2xi

dt2 + 2Gi(x,
dx

dt
) = 0, avec Gi = 1

4gil

{
2∂gjl

∂xk
− ∂gjk

∂xl

}
yjyk . (1.3)

Définition 1.5. Soit π : TM \ {0} → M la projection naturelle.

1) Une connexion d’Ehresmann-Finsler de π est le sous fibré H de T (TM \ {0}) donné
par

H = Kerθ, (1.4)

où θ := T (TM \ {0}) → π∗TM est le morphisme du fibré défini par

θ = ∂

∂xi
⊗ 1

F
(dyi + N i

jdxj). (1.5)

2) La forme θ : T (TM \ {0}) → π∗TM induit une application linéaire [5]

θ(x,y) : T(x,y)(TM \ {0}) → TxM (1.6)

pour chaque point (x, y) ∈ TM \ {0} où x ∈ M = π(x, y).

Le relèvement vertical d’une section ξ de π∗TM est une unique section V (ξ) de T (TM \
{0}) telle que ∀(x, y) ∈ TM \ {0}

π∗[v(ξ)] = 0(x,y) et θ[v(ξ)] = ξ(x,y). (1.7)
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

3) La forme π∗ : T (TM \ {0}) → π∗TM induit une application linéaire

π∗|(x,y) : T(x,y)(TM \ {0}) → TxM (1.8)

pour chaque point (x, y) ∈ TM |{0} où x ∈ M = π(x, y).

Le relèvement horizontal d’une section ξ de π∗TM est l’unique section H(ξ) de T (TM \
{0}) telle que ∀(x, y) ∈ TM \ {0},

π∗[h(ξ)]|(x,y) = ξ(x,y) et θ[h(ξ)] = 0(x,y). (1.9)

1.2.5 Champ de Tenseurs Finslériens

Définition 1.6. Un champ de tenseur finslérien T de type (q, o, p1, p2)sur TM \ {0} est
une section C∞ du fibré vectoriel

π∗T ∗M ⊗ · · · ⊗ π∗T ∗M︸ ︷︷ ︸
p1−facteurs

⊗ T ∗(T ∗M \ {0}) ⊗ · · · ⊗ T ∗(T ∗M \ {0})︸ ︷︷ ︸
p2−facteurs

⊗q π∗TM (1.10)

C’est-à-dire que T : π∗T ∗M ⊗· · ·⊗π∗T ∗M ⊗T ∗(TM \{0})⊗· · ·⊗T ∗(TM \{0})⊗q π∗TM →
C∞(TM × · · · × TM,R).

Remarque 1.2. Dans une carte locale, T = T k1···k2
i1···ip,j1···jp2

∂k1 ⊗ · · · ⊗ ∂kq ⊗ dxi1 ⊗ · · · ⊗ d
ip1
x

⊗εj1 ⊗ · · · ⊗ εjp1 où αx1 ⊗ · · · ⊗ αx2 ⊗ dxi1 ⊗ · · · dxip ⊗ εj1 · · · ⊗ εjp2 avec k ∈ {1, · · · , n}q,
i ∈ {1 · · · n}p1 , j ∈ {1, · · · n}p2 est une section de base du tenseur et les ∂kr := ∂

∂xkr ainsi que
εjs sont respectivement les sections de base pour π∗TM et T ∗(TM \ {0}).

Exemple 1.1. 1. Le tenseur fondamental g(x,y) est de type (0, 0, 2, 0).
2. La forme de Finsler-Ehresmann θx,y est de type (1, 0, 0, 1).

1.2.6 Espaces de Randers

Définition 1.7. Une variété finslérienne (M, F ) est dite variété de Randers si ∀x, y ∈
TM, F (x, y) est de la forme :

F (x, y) = α(x, y) + β(x, y) (1.11)

où α(x, y) =
√

aij(x)yiyj

β(x, y) = bi(x)yi

avec aij les composantes d’une métrique Riemannienne a = aijdxi ⊗ dxj et bi sont les com-
posantes d’une 1-forme b sur M .
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

Dans ce cas, les composantes gij de la forme bilinéaire g associée à la métrique de Randers
peuvent s’écrire sous la forme [9] :

gij(x, y) =
(

yi

α
+ bi

)(
yj

α
+ bj

)
+ F

α

(
aij − yi

α

yj

α

)
(1.12)

où yi = aikyk, yj = ajly
l.

Son inverse

gij(x, y) = α

F
aij + α2

F 2
β + α ∥ b ∥2

F

yi

α

yj

α
− α2

F 2

(
yi

α
bj + yj

α
bi

)
(1.13)

où ∥ b ∥ = bibi, bi = bidxi.

1.3 Le fibré vectoriel π∗TM pulled back et objets asso-
ciés

Soient M une variété différentielle de dimension n et TM \ {0} le slit tangent bundle.

1.3.1 Construction de fibré vectoriel π∗TM

Définition 1.8. La projection π : TM \ {0} → M pulls back l’espace π∗TM au dessus
de TM \ {0}.

π∗TM est le fibré vectoriel dont le fibré de base est le fibré TM \ {0}.

π∗TM est appelé fibré tangent pulled-back, et on a :

π∗TM := {(x, y, v) : (x, y) ∈ TM \ {0} et v ∈ Tπ(x,y)M}.

Les fibrés de π∗TM sont des copies de l’espace vectoriel TxM . On a π∗TM |(x,y) ∼= TxM .

Définition 1.9. Le Pulled-back du fibré cotangent π∗T ∗M est un fibré vectoriel dual du
fibré π∗TM et dont les fibrés sont des copies de T ∗

x M . Précisément, on a :

π∗T ∗M |x,y
∼= T ∗

x M

Soient (xi)i=1,··· ,n les coordonnées sur un ouvert U ⊂ M et (xi, yi)i=1,··· ,n des coordonnées
locales sur un ouvert π−1(U) ⊂ TM . Les xi produisent des sections de bases { ∂

∂xi } et {dxi}
respectivement pour TM et pour T ∗M .
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

Puisque les fibres du fibré tangent pulled-back sont identiques à TM pendant que les fibres
de π∗T ∗M sont identiques à T ∗

x M , alors { ∂
∂xi } et {dxi} sont respectivement les sections de

bases pour les fibrés π∗TM et π∗T ∗M .

Avec les sections de base, on peut définir quelques objets géométriques finslériennes associées
au fibré π∗TM et à son dual π∗T ∗M .

1.3.2 Tenseur fondamental et tenseur de Cartan

Le fibré vectoriel π∗TM admet une métrique riemannienne naturelle g := gij(x, y)dxi ⊗ dxj.
C’est un tenseur fondamental dont les éléments sont définis dans (I.1). Ce dernier est une
section symétrique du fibré π∗T ∗M ⊗ π∗T ∗M .

Un autre objet très important est le tenseur de Cartan A.

A := Aijk(x, y)dxi ⊗ dxj ⊗ dxk

où
Aijk = F

2
∂gij

∂yk

A est une section symétrique de fibré π∗T ∗M ⊗ π∗T ∗M .

Lemme 1.1. Soit F une métrique de Finsler sur une variété différentiable M , alors :

1.
∂gij

∂yk
= − 2

F
Aij

k

où gij sont des composantes de l’inverse de g et Aij
k = gilgjmAlmk.

2. Aijk = Ajik = Aikj.

3. yiAijk = 0.

Lemme 1.2. Une métrique de Finsler est riemannienne si le tenseur de Cartan est nul.

1.4 Connexions finslériennes

Soient gij les composantes du tenseur fondamentel g.

1.4.1 Connexion non linéaire sur le Slit tangent bundle TM \ {0}

Les composantes gij du tenseur fondamental g sont des fonctions différentielles sur TM \{0}.
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Elles sont invariantes sous la transformation y 7→ cy. Elles sont utilisées pour définir les
symboles de Christoffel de la seconde forme :

γi
jk := 1

2gil

(
∂gjl

∂xk
+ ∂gkl

∂xj
− ∂gjk

∂xl

)

Les γi
jk déterminent les coefficients d’une connexion non linéaire sur TM \ {0} donnée par :

N i
j = γi

jkyk − 1
F

Ajklg
ilγk

rsy
rys; ∀i, j, k, r, s = 1, · · · , n.

Bref, Sur TM \ {0}, les bases qu’ on travaille sont { δ
δxi , F δ

δyi } et son dual {dxi, δyi

F
}i=1···n au

lieu de { ∂
∂xi , F ∂

∂yi }i=1···n et son dual {dxi, dyi

F
}i=1,··· ,n.

Les facteurs F et 1
F

sont introduits pour rendre tous les objets géométriques qui sont inva-
riants sous la transformation y 7→ cy, (c > 0).

De plus, le fibré tangent de TM \ {0} peut se décomposer en une somme directe de la partie
horizontale H engendrée par { δ

δxi }i=1··· ,n et la partie verticale V engendrée par {F ∂
∂yi }i=1,··· ,n.

En d’autres termes, on a :

T (TM \ {0}) = vect{ δ

δxi
} ⊕ vect{F

δ

δyi
}

= H ⊕ V.

où δ
δxi = ∂

∂xi − N j
i

∂
∂yj .

Avec les coefficients d’une connexion non linéaire N i
j , on peut définir une forme différentielle

θ, comme suit :

θ : π∗TM → T (TM \ {0}) par :

θ := δ

δxi
⊕ 1

F

(
dyi + N i

jdxj

)
.

A travers la décomposition de T (TM \ {0}), TM \ {0} admet une connexion non linéaire
appelée connexion d’Ehresmann.
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1.4.2 Connexion de Chern sur le fibré π∗TM

Définition 1.10. Une connexion linéaire sur le fibré vectoriel π∗TM au dessus du fibré
TM \ {0} est une application :

∇̄ : χ(TM \ {0}) × Γ(π∗TM) → Γ(π∗TM)

(X, ξ) 7−−−−−−−−−−−−−−−→ ∇̄Xξ

telle que ∀f ∈ C∞(TM \ {0},R),

(i) ∇̄X+Y ξ = ∇̄Xξ + ∇̄Y ξ

(ii) ∇fXξ = f∇̄Xξ

(iii) ∇̄X(fξ) = X(f)ξ + f∇̄Xξ

(iv) ∇̄X(ξ + η) = ∇̄Xξ + ∇̄Xη.

Remarque 1.3. 1. ∇̄Xξ est appelée dérivée covariante de ξ dans la direction de X.

2. En coordonnées locales (xi)i=1,··· ,n sur M , on a :

∇̄ ∂

∂xi

∂

∂xi
= Γk

ij

∂

∂xk
où les Γk

ij sont des coefficients de ∇̄.

Lemme 1.3. Considérons (M, F ) une variété finslérienne et g son tenseur fondamental. Il
existe une unique connexion de Chern ∇ sur le fibré vectoriel π∗TM tel que pour X, Y ∈
χ(TM \ {0}) et ∀ξ, η ∈ π∗TM , on a les propriétés suivantes :

1. ∇Xπ∗Y − ∇Y π∗X = π∗[X, Y ]
2. X(g(ξ, η)) = g(∇Xξ, η) + g(ξ, ∇Xη) + A(θ(X), ξ, η) où le tenseur A = F ∂

∂yx gijdxi ⊗
dxj ⊗ dxk est le Cartan.

On a

∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
= Γi

jk

∂

∂xi
, Γi

jk := 1
2gil

(
δgjl

δxk
+ δgkl

δxj
− δgjk

δxl

)
(1.14)

où Γi
jk est le symbole de Christoffel de la connexion Chern

δ

δxi
= ∂

∂xi
− N j

i

∂

∂yj
= h( ∂

∂xi
)

avec N i
j = Γi

jkyk.
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Chapitre 2

EQUATIONS D’EVOLUTION DES
COURBURES FINSLERIENNES
SOUS LE FLOT DE YAMABE

Dans ce chapitre, nous définisons la courbures totale, la courbure de l’espace-temps finslérien,
toutes écrites en coordonnées locales et nous étudions les équations d’évolutions des courbures
finslériennes sous le flot de Yamabe non normalisé.

2.1 Courbure totale finslérienne

Définition 2.1. [7] La courbure totale associée à la connexion de Chern ∇ sur le fibré
vectoriel π∗TM sur la variété TM \ {0} est l’application

ϕ :χ(TM \ {0}) × χ(TM \ {0}) × Γ(π∗TM) → Γ(π∗TM)

(X, Y, ξ) 7−−−−−−−−−−−−−−−−→ ϕ(X, Y )ξ = ∇X∇Y ξ − ∇Y ∇Xξ − ∇[X,Y ]ξ (2.1)

Par la relation (1.2), on a :

∇X = ∇ ∧
X

+ ∇ ∨
X

;

où X =
∧
X +

∨
X avec

∧
X ∈ Γ(H) et

∨
X ∈ Γ(V ).

On peut définir aussi tenseur de courbure totale de ∇ en utilisant la métrique finslérienne,
comme suit :

Φ(ξ, η, X, Y ) = g(ϕ(X, Y )ξ, η)

= g(∇X∇Y ξ − ∇Y ∇Xξ − ∇[X,Y ]ξ, η). (2.2)
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Comme X =
∧
X +

∨
X, Y =

∧
Y +

∨
Y , Φ(ξ, η, X, Y ) devient :

Φ(ξ, η, X, Y ) = g

[
(∇ ∧

X
+ ∇ ∨

X
)(∇∧

Y
+ ∇∨

Y
)ξ − (∇∧

Y
+ ∇∨

Y
)(∇ ∧

X
+ ∇ ∨

X
)ξ − ∇[

∧
X+

∨
X,

∧
Y +

∨
Y

]ξ, η

]

or puisque ∇ est linéaire, on a :

∇[
∧
X+

∨
X,

∧
Y +

∨
Y

]ξ = ∇(
∧
X+

∨
X

)(
∧
Y +

∨
Y

)
−

(
∧
Y +

∨
Y

)(
∧
X+

∨
X

)ξ

= ∇ ∧
X

∧
Y +

∧
X

∨
Y +

∨
X

∧
Y +

∨
X

∨
Y −

∧
Y

∧
X−

∧
Y

∨
X−

∨
Y

∧
X−

∨
Y

∨
X

ξ

= ∇
[

∧
X,

∧
Y ]

ξ + ∇
[

∧
X,

∨
Y ]

ξ + ∇
[

∨
X,

∧
Y ]

ξ + ∇
[

∨
X,

∨
Y ]

ξ.

Ainsi,

Φ(ξ, η, X, Y ) =g

(
∇ ∧

X
∇∧

Y
ξ + ∇ ∧

X
∇∨

Y
ξ + ∇ ∨

X
∇∧

Y
ξ + ∇ ∨

X
∇∨

Y
ξ − ∇∧

Y
∇ ∧

X
ξ − ∇∧

Y
∇ ∨

X
ξ−

∇∨
Y

∇ ∧
X

ξ − ∇∨
Y

∇ ∨
X

ξ − ∇
[

∧
X,

∧
Y ]

ξ − ∇
[

∧
X,

∨
Y ]

ξ − ∇
[

∨
X,

∧
Y ]

ξ − ∇
[

∨
X,

∨
Y ]

ξ, η

)
.

Comme ϕ(X, Y )ξ = ∇X∇Y ξ − ∇Y ∇Xξ − ∇[X,Y ]ξ,

Φ(ξ, η, X, Y ) = g

[
ϕ(

∧
X,

∧
Y )ξ + ϕ(

∧
X,

∨
Y )ξ + ϕ(

∨
X,

∧
Y )ξ + ϕ(

∨
X,

∨
Y )ξ, η

]

= g

[
ϕ(

∧
X,

∧
Y )ξ, η

]
+ g

[
ϕ(

∧
X,

∨
Y )ξ, η

]
+ g

[
ϕ(

∨
X,

∧
Y )ξ, η

]
+ g

[
ϕ(

∨
X,

∨
Y )ξ, η

]
= R(ξ, η, X, Y ) + P (ξ, η, X, Y ) + Q(ξ, η, X, Y ) (2.3)

où

R(ξ, η, X, Y ) = g

[
ϕ(

∧
X,

∧
Y )ξ, η

]
est la première partie de la courbure totale;

P (ξ, η, X, Y ) = g

[
ϕ(

∧
X,

∨
Y )ξ, η

]
+ g

[
ϕ(

∨
X,

∧
Y )ξ, η

]
est la deuxième partie de la courbure totale;

Q(ξ, η, X, Y ) = g

[
ϕ(

∨
X,

∨
Y )ξ, η

]
est la troisième partie de la courbure totale.

En particulier, si ∇ est la connexion de Chern, la Q-courbure s’annule.
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En coordonnées locales, la courbure totale est :

Φ
(

∂i, ∂j,
∧
∂k +

∨
∂k,

∧
∂l +

∨
∂l

)
=R

(
∂i, ∂j,

∧
∂k +

∨
∂k,

∧
∂l +

∨
∂l

)
+ P

(
∂i, ∂j,

∧
∂k +

∨
∂k,

∧
∂l +

∨
∂l

)

=
(

δΓs
il

δxk
− δΓs

ik

δxl

)
gjs +

(
Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks

)
gjr − F

∂Γs
ik

∂yl
gjs

(2.4)

où ∂i = ∂
∂xi et F =

√
gijyiyj.

Lemme 2.1. [6] L’identité de Bianchi définie sur une variété finslérienne M , ∀ξ, η ∈
Γ(π∗TM) et X, Y, Z ∈ χ(TM \ {0}) est donné par :

(∇ZΦ)(ξ, η, X, Y )︸ ︷︷ ︸
(1)

+ (∇XΦ)(ξ, η, Y, Z)︸ ︷︷ ︸
(2)

+ (∇Y Φ)(ξ, η, Z, X)︸ ︷︷ ︸
(3)

= 0 (2.5)

Preuve 2.1. Calculons :

(1) = ZΦ(ξ, η, X, Y ) − Φ(∇Zξ, η, X, Y )

− Φ(ξ, ∇Zη, X, Y ) − Φ(ξ, η, ∇Zπ∗X, Y ) − Φ(ξ, η, ∇Zπ∗Y ).

(2) = XΦ(ξ, η, Y, Z) − Φ(∇Xξ, Y, Z) − Φ(ξ, ∇X , η, Y, Z)

− Φ(ξ, η, ∇Xπ∗Y, Z) − Φ(ξ, η, Y, ∇Xπ∗Z).

(3) = Y (ΦY, η, Z, X) − Φ(∇Y ξ, η, Z, X) − Φ(ξ, ∇Y η, Z, X)

− Φ(ξ, η, ∇Y π∗Z, X) − Φ(ξ, ηZ, ∇Y π∗X).

Par la symétrie de ∇, on a :

Φ(ξ, η, ∇Xπ∗Y, Z) = −Φ(ξ, η, Z, ∇Xπ∗Y )

= −Φ(ξ, η, Z, −∇Y π∗X)

= Φ(ξ, η, Z, ∇Y π∗X).
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et la relation(2.5)devient :

(1) + (2) + (3) = ZΦ(ξ, η, X, Y ) − Φ(∇Zξ, η, X, Y ) − Φ(ξ, ∇Zη, X, Y ) − Φ(ξ, η, ∇Zπ∗X, Y )

−Φ(ξ, η, X, ∇Zπ∗Y ) + XΦ(ξ, η, Y, Z) − Φ(∇Xξ, η, Y, Z) − Φ(ξ, ∇Xη, Y, Z)

−Φ(ξ, η, ∇Xπ∗Y, Z) − Φ(ξ, η, Y, ∇Xπ∗Z) + Y Φ(ξ, η, Z, X) − Φ(∇Y ξ, η, Z, X)

−Φ(ξ, ∇Y η, Z, X) − Φ(ξ, η, ∇Y π∗Z, X) − Φ(ξ, η, Z, ∇Y π∗X)

= ZΦ(ξ, η, X, Y ) − Φ(∇Zξ, η, X, Y ) − Φ(ξ, ∇Zη, X, Y ) + Φ(ξ, η, Y ∇Zπ∗X)

+Φ(ξ, η, X, ∇Y π∗Z) + XΦ(ξ, η, Y, Z) − Φ(∇Xξ, η, Y, Z) − Φ(ξ, ∇X , η, Y, Z)

+Φ(ξ, η, Z, ∇Xπ∗Y ) + Φ(ξ, η, Y, ∇Zπ∗X) + Y Φ(ξ, η, Z, X) − Φ(∇yξ, η, Z, X)

−Φ(ξ, ∇Y η, Z, X) + Φ(ξ, η, X, ∇Y π∗Z) + Φ(ξ, η, Z, ∇Xπ∗Y )

or Φ(ξ, η, X, Y ) = g(ϕ(x, y)ξ, η)

(1) + (2) + (3) = Zg(ϕ(X, Y )ξ, η) − g(ϕ(X, Y )∇Zξ, η) − g(ϕ(X, Y )ξ, ∇Zη)

+g(ϕ(Y, ∇Zπ∗X)ξ, η) + Xg(ϕ(Y, Z)ξ, η) − g(ϕ(Y, Z)∇Xξ, η)

−g(ϕ(Y, Z)ξ, ∇Xη) + g(Φ(Z, ∇Xπ∗Y )ξ, η) + g(ϕ(Y, ∇Zπ∗X)ξ, η)

+Y g(ϕ(Z, X)ξ, η) − g(ϕ(Z, X)∇Y ξ, η) − g(ϕ(Z, X)ξ, ∇yη)

+g(ϕ(X, ∇yπ∗Z)ξ, η) + g(ϕ(Z, ∇Xπ∗Y )Y, η)

= 2
[
g(ϕ(Z, ∇Xπ∗Y ) + g(ϕ(X, ∇Y π∗Z) + g(ϕ(Y, ∇Zπ∗X)ξ, η)

]
+Zg(ϕ(X, Y )ξ, η) − g(ϕ(X, Y )∇Zξ, η) − g(ϕ(X, Y )ξ, ∇Zη)

+Xg(ϕ(Y, Z)ξ, η) − g(ϕ(Y, Z)∇Xξ, η) − g(ϕ(Y, Z)ξ, ∇Xη) + Y g(ϕ(Z, X)ξ, η)

−g(ϕ(Z, X)∇Y ξ, η) − g(ϕ(Z, X)ξ, ∇Y η).

D’après l’identité de Jacobi,

g(ϕ(Z, ∇Xπ∗Y )ξ, η) + g(ϕ(X, ∇Y π∗Z)ξ, η) + g(ϕ(y, ∇Zπ∗X)ξ, η) = 0

Puisque ∇ est la connexion de Chern,

(∇Xg)(ξ, η) = Xg(ξ, η) − g(∇Xξ, η) − g(ξ, ∇Xη) = 0.

d’où ,l’identité de Bianchi devient :

(1) + (2) + (3) = (∇Zg)(Φ(X, Y )ξ, η) + (∇Xg)(Φ(Y, Z)ξ, η) + (∇Y g)(Φ(Z, X)ξ, η) = 0.

NIYONIZIGIYE Pasteur ©E.N.S-I.P.A 2024 13 Boulevard Mwezi Gisabo, BP 6983 Bujumura-Burundi
Tél : (00257) 22 23 87 40–Email: info@ens.bi



EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

2.2 Courbure de l’espace-temps finslérien et sa trace

D’après la connexion de Chern, on définit le tenseur de Ricci et de la courbure scalaire par :

1. Le tenseur de Ricci de (M, F ) est défini par [2] :

Ric(ξ, X) := trace g[η 7→ R(X, h(η) + v(η))ξ] (2.6)

où h et v sont définies dans la relation (1.9) et (1.7) respectivement.

En coordonnées locales on a :

Ric(∂i,
∧
∂k +

∨
∂k) = ∂Γl

il

∂xk
− ∂Γl

ik

∂xl
+ Γs

ikΓl
ls − Γs

ilΓl
ks − F

∂Γs
ik

∂yl

= gjlΦijkl,

avec Φijkl = Φ
(

∂i, ∂j,
∧
∂k +

∨
∂k,

∧
∂l +

∨
∂l

)
donnée dans la relation (2.4).

2. Sa trace S de (M, F ) est définie par :

S = traceg(Ric), g := π∗g (2.7)

Localement, on a :

S(∂i,
∧
∂k +

∨
∂k) = Ricikgik

=
(

∂Γs
il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl
+ Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
s − F

∂Γs
ik

∂yl

)
gik

= gjlΦijklg
ik

= gjlgikΦijkl. (2.8)

2.3 Equations d’évolution des courbures finslériennes
sous le flot de Yamabe non normalisé

Définition 2.2. Soit g(t) une famille à un paramètre t ∈ [0, T [ de métriques finslériennes
sur une variété (M, g0) compacte.

Désignons par S la courbure scalaire finslérienne. Le flot de Yamabe non normalisé est définie
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par :


∂g(t)
∂t

= −Sg(t) dans M × [0, T [

g(x, y, 0) = g(x, y) dans M.
(2.9)

Remarque 2.1. Soit (M, g(0)) une variété riemannienne. Si on écrit g(t) = µ(t)
4

n−2 g0 où
µ ∈ C∞(M,R) est positive alors le système (2.9) est équivalente à une équation de la chaleur
[3]. Hamilton a prouvé l’existence de cette équation.

Lemme 2.2. Soit (M, g(t)) où g(t) est le tenseur fondamentale d’une variété de Finsler de
dimension n. Si (M, g(t)) est la solution du flot de Yamabe (2.9) sur (M, g(0)) alors l’inverse
du tenseur fondamental gij évolue comme suit :

∂gij

∂t
= nSgij. (2.10)

Proposition 2.1. Soit (M, g(t)) où g(t) est le tenseur fondamental d’une variété de Finsler
de dimension n. Si (M, g(t)) est la solution du flot de Yamabe (2.9) sur (M, g(0)) alors les
symboles de Christoffel Γl

ij = 1
2gkl

(
∂gjl

∂xi + ∂gil

∂xj − ∂gij

∂xl

)
évoluent comme suit :

∂Γk
ij

∂t
= (n − 1)SΓk

ij − 1
2

(
∂S

∂xi
δk

j + ∂S

∂xj
δk

i − gklgij
∂S

∂xl

)
. (2.11)

Preuve 2.2.

∂

∂t
Γk

ij = 1
2

∂

∂t

[
gkl

(
∂gjl

∂xi
+ ∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl

)]

= 1
2

∂gkl

∂t

(
∂gjl

∂xi
+ ∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl

)
+ 1

2gkl ∂

∂t

(
∂gjl

∂xi
+ ∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl

)

= 1
2nSgkl

(
∂gjl

∂t
+ ∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl

)
+ 1

2gkl

[
∂

∂xi

(
∂gjl

∂xi
+ ∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl

)]

= 1
2nSgkl

(
∂gjl

∂xi
+ ∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl

)
+ 1

2gkl

[
∂

∂xi
(−Sgjl) + ∂

∂xj
(−Sgil) − ∂

∂xl
(−Sgij

]

= 1
2nSgkl

(
∂gjl

∂xi
+ ∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl

)
+ 1

2gkl

[
− ( ∂

∂xi
S)gjl − S

∂

∂xi
gjl − ( ∂S

∂xj
)gil

− S
∂gil

∂xj
+ ( ∂S

∂xl
)gij + S

∂gij

∂xl

]

= 1
2nSgkl

(
∂gjl

∂xi
+ ∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl

)
+ 1

2Sgkl

(
− ∂gil

∂xi
− ∂gil

∂xj
+ ∂gij

∂xl

)

+ 1
2gkl

(
− gjl

∂S

∂xi
− gij

∂S

∂xj
+ gij

∂S

∂xl

)

= (n − 1)1
2Sgkl

(
∂gjl

∂xi
+ ∂gil

∂xj
− ∂

g ij

∂xl

)
+ 1

2

(
− gklgjl

∂S

∂xi
− gklgil

∂S

∂xj
+ gklgij

∂S

∂xl

)
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= (n − 1)S 1
2gkl

(
∂gjl

∂xi
+ ∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl

)
︸ ︷︷ ︸

Γk
ij

− 1
2

(
∂S

∂xi
δk

j + ∂S

∂xj
δk

i − gklgij
∂gij

∂xl

)

= (n − 1)SΓk
ij − 1

2

(
∂S

∂xi
δk

j + ∂S

∂xj
δk

i − gklgij
∂S

∂xl

)
.

Corollaire 2.1. Soit (M, g(t)) une variété de Finsler de dimension de courbure scalaire
constante S par rapport à x. Si (M, g(t)) est la solution du flot de Yamabe (2.9) sur (M, g(0))
alors

∂Γk
ij

∂t
= (n − 1)SΓk

ij . (2.12)

En résolvant cette équation on a :

∂Γk
ij

Γk
ij

= (n − 1)S∂t

⇔ ln Γk
ij = (n − 1)St + k1

⇔ Γk
ij = e(n−1)St+k1

⇔ Γk
ij = ke(n−1)St avec k = ek1 .

Dans ce cas, les Γk
ij se comportent comme une courbe exponentielle qui est très utile pour

la modélisation des phénomènes dans lesquels une différence constante sur les variables a un
rapport constant sur les images.

Proposition 2.2. Soit (M, g(t)) une variété de Finsler de dimension n de courbure scalaire
S constante par rapport à x. Si (M, g(t)) est la solution du flot de Yamabe (2.9) sur (M, g(0))
alors la courbure totale

Φijkl =
(

∂Γs
il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl

)
gjs + (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) gjr − F

∂Γs
ik

∂yl
gjs

évolue selon l’équation suivante :

∂Φijkl

∂t
= − SΦijkl + (n − 1)SΦijkl + (n − 1)Sgjr (Γr

lsΓs
ik − Γr

ksΓs
il)

+ S
F

2
∂Γs

ik

∂yl
gjs − (n − 1)FΓs

ik

∂S

∂yl
gjs. (2.13)
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Preuve 2.3.

∂Φijkl

∂t
=
(

∂Γs
il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl

)
∂gjs

∂t
+ gjs

(
∂

∂xk

∂Γs
il

∂t
− ∂

∂xl

∂Γs
ik

∂t

)
+ (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks)

∂gjr

∂t

+ gjr

(
Γs

ik

∂Γr
ls

∂t
+ Γr

ls

∂Γs
ik

∂t
− Γs

il

∂Γr
ks

∂t
− Γr

ks

∂Γs
il

∂t

)
− F

∂Γs
ik

∂yl

∂gjs

∂t
− gjs

∂F

∂t

∂Γs
ik

∂yl

− gjsF
∂
(

∂Γs
ik

∂t

)
∂yl

.

En utilisant la relation (2.12) et l’équation d’évolution

∂F

∂t
= −yiyjSgij

2
√

gijyiyj
= −SF

2 ,

on obtient :

∂Φijkl

∂t
= − Sgjs

(
∂Γs

il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl

)
+ gjs

[
∂((n − 1)SΓs

il)
∂xk

− ∂((n − 1)SΓs
ik

∂xl

]

− Sgjr (Γs
ikΓr

ls − Γs
ilΓr

ks) + gjr

(
Γl

ls(n − 1)SΓs
ik + Γs

ik(n − 1)Γr
ls

− Γr
ks(n − 1)SΓs

il − Γs
il(n − 1)SΓr

ks

)
− Fgjs

∂

∂yl
((n − 1)SΓs

ik) − gjs
∂Γs

ik

∂yl

(
−SF

2

)

+ SFgjs
∂Γs

ik

∂yl

= −Sgjs

(
∂Γs

il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl

)
+ (n − 1)S

(
∂Γs

il

∂xk
− ∂Γl

ik

∂xl

)
gjs − S (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) gjr

+ (n − 1)Sgjr

(
Γr

lsΓs
ik + Γs

ikΓr
ls − ΓR

ksΓs
il − Γs

ilΓr
ks

)
− (n − 1)SF

∂Γs
ik

∂yl
gjs

− (n − 1)FΓs
ik

∂S

∂yl
gjs + SF

2
∂Γs

ik

∂yl
gjs + SFgjs

∂Γs
ik

∂yl

= −S

[(
∂Γs

il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl

)
gjs + (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) gjr − F

∂Γs
ik

∂yl
gjs

]

+ (n − 1)S
[(

∂Γs
il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl

)
gjs + (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) gjr − F

∂Γs
ik

∂yl
gjs

]

+ (n − 1)Sgjr (Γr
lsΓs

ik − Γr
ksΓs

il) − (n − 1)FΓs
ik

∂S

∂yl
gjs + SF

2
∂Γs

ik

∂yl
gjs

= −SΦijkl + (n − 1)SΦijkl + (n − 1)S (Γr
lsΓs

ik − Γr
ksΓs

il) gjr

− (n − 1)FΓs
ik

∂S

∂yl
gjs + SF

2
∂Γs

ik

∂yl
gjs.

Or
Γs

ik = 1
2gSm

(
∂gmk

∂xi
+ ∂gim

∂xk
− ∂gik

∂xm

)
,
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d’où

∂Φijkl

∂t
=nSΦijkl − 2SΦijkl + (n − 1)S (Γr

lsΓs
ik − Γr

ksΓs
il) gjr − (n − 1)F

2 δm
j(

∂gmk

∂xi
+ ∂gim

∂xk
− ∂gik

∂xm

)
∂S

∂yl
+ SF

2
∂Γs

ik

∂yl
gjs. (2.14)

Proposition 2.3. Soit (M, g(t)) une variété de Finsler à n dimension de courbures scalaire
S. Si (M, g(t)) est la solution du flot de Yamabe (2.9) sur (M, g(0)) , alors la courbure de
l’espace-temps

Ricik =
(

∂Γs
il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl

)
+ (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) − F

∂Γs
ik

∂yl

évolue selon l’équation suivante :

∂Ricik

∂t
=(n − 1)SRicik + (n − 1)S (Γr

lsΓs
ik − Γr

ksΓs
il) + (n − 1)

(
Γs

il

∂S

∂xk
− Γs

ik

∂S

∂xl

)

− (n − 1)FΓs
ik

∂S

∂yl
+ SF

2
∂Γs

ik

∂yl
. (2.15)

Preuve 2.4.

∂Ricik

∂t
=
(

∂

∂xk

∂Γs
il

∂t
− ∂

∂xl

∂Γs
ik

∂xl

)
+
(

Γs
ik

∂Γr
ls

∂t
+ Γr

ls

∂Γs
ik

∂t
− Γs

il

∂Γr
ks

∂t
− Γr

ks

∂Γs
il

∂t

)

− ∂F

∂t
.
∂Γs

ik

∂yl
− F

∂

∂yl

∂Γs
ik

∂t
.

En utilisant la relation (2.12) et l’équation d’évolution ∂F
∂t

= −SF
2 , on obtient :

∂Ricik

∂t
= ∂ ((n − 1)SΓs

il)
∂xk

− ∂ ((n − 1)SΓs
ik)

∂xl
+ (n − 1)SΓs

ikΓr
ls + (n − 1)SΓr

lsΓs
ik

− (n − 1)SΓs
ilΓr

ks − (n − 1)SΓr
kSΓs

il + SF

2
∂Γs

ik

∂yl
− F

∂

∂yl
((n − 1)SΓs

ik)

= (n − 1)Γs
il

∂S

∂xk
+ (n − 1)S ∂Γs

il

∂xk
− (n − 1)Γs

ik

∂S

∂xl
− (n − 1)S ∂Γs

ik

∂xl

+ (n − 1)S (Γs
ikΓr

ls − Γs
ilΓr

ks) + (n − 1)S (Γr
lsΓs

ik − Γr
ksΓs

il) + SF

2
∂Γs

ik

∂yl

− (n − 1)FΓs
ik

∂S

∂yl
− (n − 1)FS

∂Γs
ik

∂yl

= (n − 1)S
[(

∂Γs
il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl

)
+ (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) − F

∂Γs
ik

∂yl

]
+ (n − 1)(

Γs
il

∂S

∂xk
− Γs

ik

∂S

∂xl

)
+ (n − 1)S (Γr

lsΓs
ik − Γr

ksΓs
il) + SF

2
∂Γs

ik

∂yl
− (n − 1)FΓs

il

∂S

∂yl
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= (n − 1)SRicik + (n − 1)S (Γr
lsΓs

ik − Γr
ksΓs

il) + (n − 1)
(

Γs
il

∂S

∂xk
− Γs

ik

∂S

∂yl

)

+ SF

2
∂Γs

ik

∂yl
− (n − 1)FΓs

ik

∂S

∂yl
.

Corollaire 2.2. Soit
(
M, g(t)

)
une variété de Finsler de dimension n de courbure scalaire

S constante par rapport à x. Alors :

∂Ricik

∂t
=(n − 1)SRicik + (n − 1)S (Γr

lsΓs
rk − Γr

ksΓs
il)

+ SF

2
∂Γs

ik

∂yl
− (n − 1)FΓs

ik

∂S

∂yl
.
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Chapitre 3

EQUATIONS D’EVOLUTION SUR
LES ESPACES DE RANDERS SOUS
UNE DEFORMATION DE
COURBURE DE L’ESPACE-TEMPS

Dans ce chapitre, nous étudions les équations d’évolution de la métrique de Randers, de la
courbure totale, de la courbure de l’espace-temps et de sa trace dans les espaces de Randers.

Considérons une variété M , une famille à un paramètre {Ft}t∈[0,T [ de métriques finslériennes
sur M de la courbure drapeau scalaire et {gt}t∈[0,T [ la famille des tenseurs fondamentaux
associés à {Ft}t∈[0,T [ .

Définition 3.1. On appelle déformation de Ricci horizontale finslérienne, l’équation d’évo-
lution sur (M, Ft) donnée par [2] :

∂gt

∂t
= −2RicFt (3.1)

avec Ft=0 = F et gt est le pull back de g par la submersion π := TM \ {0} → M .

La solution de (3.1) existe dans des cas particuliers notamment dans les espaces de Berwald
[2].
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3.1 Evolution de la métrique de Randers

Proposition 3.1. Soit F (t, x, y) = α(t, x, y) + β(t, x, y) une métrique de Randers à un
paramètre t sur une variété de Randers M où

α(t, x, y) =
√

aij(t, x)yiyj

β(t, x, y) = bi(t, x)yi.

Alors sous déformation de courbure de l’espace-temps, la métrique de Randers évolue selon
l’équation suivante :

∂F

∂t
= yiyj

2α

∂aij

∂t
+ yi ∂bi

∂t
(3.2)

Preuve 3.1.

∂F

∂t
= ∂α

∂t
+ ∂β

∂t

=
∂
√

aij(t, x)yiyj

∂t
+ ∂bi(t, x)yi

∂t

=
yiyj ∂aij

∂t

2
√

aij(t, x)yiyj
+ yi ∂bi(t, x)

∂t

= yiyj

2α

∂aij

∂t
+ yi ∂bi

∂t
.

Corollaire 3.1.

a) α
∂F

∂t
= yiyj

2
∂aij

∂t
+ αyi ∂bi

∂t
.

b) ∂α

∂t
= yiyj

2α

∂aij

∂t
.

c) F
∂α

∂t
= yiyj

2
∂aij

∂t
+ bi

(yi)2yj

2α

∂aij

∂t
.

d)
α∂F

∂t
− F ∂α

∂t

α2 =
2α2yi ∂bi

∂t
− bi(yi)2yj ∂aij

∂t

2α3 .

Proposition 3.2. Soit F = α + β une métrique finslérienne à un paramètre t sur une
variété de Randers M où α =

√
aij(t, x)yiyj et β = bi(t, x)yi. Alors sous une déformation

de courbure de l’espace-temps, le tenseur fondamental gij(x, y, t) associé à F évolue selon
l’équation suivante :
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∂gij

∂t
=

yi ∂bi

∂t

α

(
aij − aikyk

α

ajly
l

α

)
−

bi(yi)2yj ∂aij

∂t

2α3

(
aij − aikyk

α

ajly
l

α

)

+ F

α

(
∂aij

∂t
−

ykyl ∂(aikajl)
∂t

α2 +
aikajly

kylyiyj ∂aij

∂t

α4

)
+
(

aikyk

α
+ bi

)
(

yl

α

∂ajl

∂t
+ ∂bj

∂t

)
−
(

aikyk

α
+ bi

)
ajly

lyiyj

2α3
∂aij

∂t
+
(

ajly
l

α
+ bj

)(
yk

α

∂aik

∂t
+ ∂bi

∂t

)

−
(

ajly
l

α
+ bj

)
aikykylyj ∂aij

∂t

2α3 . (3.3)

Preuve 3.2.

∂gij

∂t
= ∂

∂t

(
F

α

)(
aij − aikyk

α
.
ajly

l

α

)
+ F

α

∂

∂t

(
aij − aikyk

α
.
ajly

l

α

)

+
(

aikyk

α
+ bi

)
∂

∂t

(
ajly

l

α
+ bj

)
+
(

ajly
l

α
+ bj

)
∂

∂t

(
aikyk

α
+ bi

)

=
α∂F

∂t
− F ∂α

∂t

∂2 .

(
aij − aikyk

α
.
ajly

l

α

)
+ F

α

[
∂

∂t
aij −

∂(aikajly
kyl)α2

∂t
− 2αaikajly

kyl ∂α
∂t

α4

]

+
(

aikyl

α
+ bi

)(
αyl ∂

∂t
ajl − ajly

l ∂α
∂t

α2 + ∂

∂t
bj

)
+
(

ajly
l

α
+ bj

)(
αyk ∂

∂t
aik − aikyk ∂α

∂t

α2 + ∂

∂t
bi

)
.

En utilisant la relation (3.1) et le corollaire (3.1), l’équation devient :

∂gij

∂t
=

2α2yi ∂bi

∂t
− bi(yi)2yj ∂aij

∂t

2α3 .

(
aij − aikyk

α

ajly
l

α

)
+ F

α

(
∂aij

∂t
−

ykyl ∂(aikajl)
∂t

α2

+
aikajly

kylyiyj ∂aij

∂t

α4

)
+
(

aikyk

α
+ bi

)
+
(

yl ∂ajl

∂t

α
+ ∂bj

∂t
− ajly

lyiyj

2α3
∂aij

∂t

)

+
(

ajly
l

α
+ bj

)(
yk ∂aik

∂t

α
+ ∂bi

∂t
−

aikykyiyj ∂aij

∂t

2α3

)

=
yi ∂bi

∂t

α

(
aij − aikyk

α

ajly
l

α

)
−

bi(yi)2yj ∂aij

∂t

2α3

(
aij − aikyk

α

ajly
l

α

)

+ F

α

(
∂aij

∂t
−

ykyl ∂(aikajl)
∂t

α2 +
aikajly

kylyiyj ∂aij

∂t

α4

)
+
(

aikyk

α
+ bi

)
(

yl

α

∂ajl

∂t
+ ∂bj

∂t

)
−
(

aikyk

α
+ bi

)
ajly

lyiyj

2α3
∂aij

∂t
+
(

ajly
l

α
+ bj

)(
yk

α

∂aik

∂t
+ ∂bi

∂t

)

−
(

ajly
l

α
+ bj

)
aikykylyj ∂aij

∂t

2α3 .

Proposition 3.3. Soit F = α + β une métrique de Randers à un paramètre t où α =√
aij(t, x)yiyj et β = bi(t, x)yi. Alors sous une déformation de courbure de l’espace-temps,

l’élément inverse gij(x, y, t) du tenseur fondamental associé à F évolue selon l’équation sui-
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vante :

∂gij

∂t
= aijyiyj

2αF

∂

∂t
aij − aijyiyj

2F 2
∂

∂t
aij − α

F 2

(
aijyi ∂

∂t
bi + yi ∂

∂t
bj + yj ∂

∂t
bi

)
+ α

F

∂aij

∂t

− 1
F 2

(
yibj

α
+ yjbi

α

)
yiyj ∂aij

∂t
+ 1

2αF 2

(
(yi)2yjbj ∂aij

∂t
+ (yj)2yibi ∂aij

∂t

)

+ β + α ∥ b ∥2

F 4

(
(yi)2

α

(yj)2

α

∂aij

∂t
− (yi)2(yj)2

α
aij − 2(yi)2

α

yj

α

∂bi

∂t
− (yi)2yj ∂bi

∂t
− (yi)2yj ∂bi

∂t

)

+ (yi)2yj

F 3
∂bi

∂t
+ ∥ b ∥2

2αF 3 (yi)2(yj)2 ∂aij

∂t
+ 2α

F 3 + 2α

F 3

[
∥ b ∥2yiyj ∂∥ b ∥

∂t
+
(

yibj + yjbi

)
(

yiyj

2α

∂aij

∂t
+ yi ∂bi

∂t

)]
− β + α ∥ b ∥2

2αF 4 (yi)2(yj)2 ∂aij

∂t
− β + α ∥ b ∥2

α2F 3 (yi)2(yj)2 ∂aij

∂t
.

(3.4)

Preuve 3.3.

∂gij

∂t
= ∂

∂t

(
α

F

)
aij + α

F

∂aij

∂t
+

∂( α2

F 2 )
∂t

β + α ∥ b ∥2

F

yi

α

yj

α
+ α2

F 2
∂

∂t

(
β + α ∥ b ∥2

F

yi

α

yj

α

)

− ∂

∂t

(
α2

F 2

)(
yi

α

yj

α
+ yjbi

α

)
− α2

F 2
∂

∂t

(
yibj

α
− yjbi

α

)

= aij

F 2

(
F

∂α

∂t
− α

∂F

∂t

)
+ α

F

∂aij

∂t
+ β + α ∥ b ∥2

F

yi

α

yj

α

2α∂F 2

∂t
− 2α2F ∂F

∂t

F 4

+ α2

F 2

[(∂β
∂t

− ∂(α ∥ b ∥2)
∂t

)
F −

(
β + α ∥ b ∥2

)
∂F
∂t

F 2
yi

α

yj

α
− 2

(
β + α ∥ b ∥2

F

)
yiyj ∂α

∂t

F 3

]

−
(

yibj

α
+ yjbi

α

)(
2αF 2 ∂α

∂t
− 2α2F ∂F

∂t

F 4

)
− α2

F 2

(
yiα ∂

∂t
bj − yibj ∂

∂t
α

α2 +
yjα∂bi

∂t
− yjbi ∂

∂t
α

α2

)

=
aijyiyj ∂aij

∂t

2αF
− aijα

F 2

(
yiyj ∂aij

∂t

2α
+ yi ∂bi

∂t

)
+ α

F

∂aij

∂t
+ 2(β + α ∥ b ∥2

F

yi

α

yj

α(
yiyj ∂

∂t
aij

2F 3 −
αyiyj ∂

∂t
aij

2F 3 −
yi ∂

∂t
bi

F 3

)
+ α2

F 3
(yi)2

α

yj

α

∂

∂t
bi + α2

F 3 ∥ b ∥2 yiyj

2α

yi

α

yj

α

+ 2 α3

F 3 ∥ b ∥ ∂ ∥ b ∥
∂t

yi

α

yj

α
− β + α ∥ b ∥2

F 4 yiyj

(
yiyj ∂

∂t
aij

2α
+ yi ∂

∂t
bi

)

− 1
α2F 3

(
β + α ∥ b ∥2

)
(yi)2(yj)2 ∂

∂t
aij − 1

F 2

(
yibj

α
+ yjbi

α

)
yiyj ∂

∂t
aij

+ 2 α2

F 2

(
yibj

α
+ yjbi

α

)(
yiyj

2α

∂aij

∂t
+ yi ∂bi

∂t

)
− α

F 2 yi ∂bj

∂t
+

yiyjbj ∂aij

∂t

2αF 2

− α

F 2 yi ∂bi

∂t
+

(yj)2yibi ∂aij

∂t

2αF 2
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=
aijyiyj ∂

∂t
aij

2αF
− aijyiyj

2F 2
∂

∂t
aij − α

F 2 aijyi ∂

∂t
bi + α

F

∂

∂t
aij + β + α ∥ b ∥2

F 4
(yi)2

α

(yj)2

α

∂

∂t
aij

− β + α ∥ b ∥2

F 4
(yi)2(yj)2

α

∂∥ b ∥
∂t

− 2(β + α ∥ b ∥2)
F 4

(yi)2

α

yj

α

∂bi

∂t
+ (yi)2yj

F 3
∂bi

∂t

+ ∥ b ∥2

2αF 3 (yi)2(yj)2 ∂aij

∂t
+ 2 α

F 3 ∥ b ∥ yiyj ∂ ∥ b ∥
∂t

− β + α ∥ b ∥2

2αF 4 (yi)2(yj)2 ∂aij

∂t

− β + α ∥ b ∥2

F 4 (yi)2yj ∂bi

∂t
− 1

α2F 3

(
β + α ∥ b ∥2

)
(yi)2(yj)2 ∂aij

∂t

− 1
F 2

(
yibj

α
+ yjbi

α

)
yiyj ∂aij

∂t
+ 2α2

F 3

(
yibj

α
+ yjbi

α

)(
yiyj

2α

∂aij

∂t
+ yi ∂bi

∂t

)

− α

F 2 yi ∂bj

∂t
+ (yi)2yjbj

2αF 2
∂aij

∂t
− α

F 2 yi ∂bi

∂t
+ (yj)2yibi

2αF 2
∂aij

∂t

= aijyiyj

2αF

∂

∂t
aij − aijyiyj

2F 2
∂

∂t
aij − α

F 2

(
aijyi ∂

∂t
bi + yi ∂

∂t
bj + yj ∂

∂t
bi

)
+ α

F

∂aij

∂t

− 1
F 2

(
yibj

α
+ yjbi

α

)
yiyj ∂aij

∂t
+ 1

2αF 2

(
(yi)2yjbj ∂aij

∂t
+ (yj)2yibi ∂aij

∂t

)

+ β + α ∥ b ∥2

F 4

(
(yi)2

α

(yj)2

α

∂aij

∂t
− (yi)2(yj)2

α
aij − 2(yi)2

α

yj

α

∂bi

∂t
− (yi)2yj ∂bi

∂t
− (yi)2yj ∂bi

∂t

)

+ (yi)2yj

F 3
∂bi

∂t
+ ∥ b ∥2

2αF 3 (yi)2(yj)2 ∂aij

∂t
+ 2α

F 3 + 2α

F 3

[
∥ b ∥2yiyj ∂∥ b ∥

∂t
+
(

yibj + yjbi

)
(

yiyj

2α

∂aij

∂t
+ yi ∂bi

∂t

)]
− β + α ∥ b ∥2

2αF 4 (yi)2(yj)2 ∂aij

∂t
− β + α ∥ b ∥2

α2F 3 (yi)2(yj)2 ∂aij

∂t
.

Proposition 3.4. Soit F = α + β une métrique de Randers à un paramètre où α =√
aij(t, x)yiyj et β = bi(t, x)yi. Alors sous une déformation de courbure de l’espace-temps,

les fonctions de Christoffel Γk
ij évoluent selon l’équation suivante :

∂

∂t
Γk

ij = 1
2

(
∂

∂xi
gjl + ∂

∂xj
gil − ∂

∂xl
gij

)
δ1 + 1

2gkl

(
∂δ2

∂xi
+ ∂δ3

∂xj
− ∂δ4

∂xl

)
. (3.5)

Avec δ1 = ∂gkl

∂t
, δ2 = ∂gjl

∂t
, δ3 = ∂gil

∂t
, δ4 = ∂gij

∂t

Preuve 3.4.

∂Γk
ij

∂t
= 1

2

(
∂gjl

∂xi
+ ∂gil

∂xj
− ∂gij

∂xl

)
∂

∂t
gkl + 1

2gkl

(
∂

∂xi

∂gjl

∂t
+ ∂

∂xj

∂gil

∂t
− ∂

∂xl

∂gij

∂t

)
(3.6)
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D’après les relations (3.3) et (3.4), on définit

a) ∂

∂t
gkl = aklykyl

2αF

∂

∂t
akl − aklykyl

2F 2
∂

∂t
akl − α

F 2

(
aklyk ∂

∂t
bk + yk ∂

∂t
bl + yl ∂

∂t
bk

)
+ α

F

∂

∂t
akl

− 1
F 2

(
ykbl

α
+ ylbk

α

)
ykyl ∂

∂t
akl + 1

2αF 2

(
(yk)2ylbl ∂

∂t
akl + (yl)2ykbk ∂

∂t
akl

)

+ β + α∥b∥2

F 4

(
(yk)2

α

(yl)2

α

∂

∂t
akl − (yk)2(yl)2

α

∂

∂t
akl − 2(yk)2

α

yl

α

∂

∂t
bk − (yk)2yl ∂

∂t
bk

)

+ (yk)2yl

F 3
∂

∂t
bk + ∥b∥2

2αF 3 (yk)2yl ∂

∂t
akl + 2α

F 3

[
∥b∥2ykyl ∂

∂t
∥b∥ +

(
ykbl + ylbk

)
(

ykyl

2α

∂

∂t
akl + yk ∂

∂t
bk

)]
− β + α∥b∥2

2αF 4 (yk)2yl ∂

∂t
akl − β + α∥b∥2

α2F 3 (yk)2(yl)2 ∂

∂t
akl.

(3.7)

b) ∂

∂t
gjl =

yj ∂
∂t

bj

α

(
ajl − ajkyk

α

ally
l

α

)
− bj(yj)2yl

2α

∂

∂t
ajl

(
ajl − ajkyk

α

ally
l

α

)
+ F

α

(
∂

∂t
ajl

− ykyl ∂

∂t
(ajlall)

)
+ F

α5 ajkally
kyl ∂

∂t
ajl +

(
ajkyk

α
+ bj

)(
yl ∂

∂t
all

α
+ ∂

∂t
bl

)

−
(

ajkbk

α
+ bj

)(
ally

lyjyl

2α3
∂

∂t
ajl

)
+
(

ally
lyjyl

2α3
∂

∂t
ajl

)
+
(

ajly
l

α
+ bj

)
(

yk ∂
∂t

ajk

α
+ α

∂t
bj

)
−
(

ally
l

α
+ bl

)
ajkykyjyl

2α3
∂

∂t
ajl. (3.8)

c) ∂

∂t
gil =

yi ∂
∂t

bi

α

(
ail − aikyk

α

ally
l

α

)
− bi(yi)2yl

2α

∂

∂t
ail

(
ail − aikyk

α

ally
l

α

)

+ F

α

(
∂ail

∂t
− ykyl ∂(ailall)

∂t

)
+ F

α5 aikally
kylyiyl ∂

∂t
ail +

(
aikyk

α
+ bi

)
(

yl ∂
∂t

all

α
+ ∂

∂t
bl

)
−
(

aikyk

α
+ bi

)(
ally

lyiyl

2α3
∂

∂t
ail

)
+
(

ally
l

α
+ bl

)(
yk ∂

∂t
aik + ∂

∂t
bi

)

−
(

ally
l

α
+ bl

)
aikykyiyl

2α3
∂

∂t
ail . (3.9)

En posant δ1 = (3.7), δ2 = (3.8), δ3 = (3.9) et δ4 = (3.3) et en les remplaçant dans (3.6), on
a :

∂

∂t
Γk

ij = 1
2

(
∂

∂xi
gjl + ∂

∂xj
gil − ∂

∂xl
gij

)
δ1 + 1

2gkl

(
∂δ2

∂xi
+ ∂δ3

∂xj
− ∂δ4

∂xl

)
.
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Corollaire 3.2. Si α est MINKOWSKI : c’est-à-dire que α dépend de y, alors :

•∂δ2

∂xi
=
(

ajl − ajk

α
yk ally

l

α

)
yj

α

∂

∂t

∂

∂xi
bj − yjyl

2α

∂

∂t
ajl

(
ajl − ajkyk

α

ally
l

α

)
∂

∂xi
bj

+ 1
α

(
∂

∂t
ajl − ykyl ∂

∂t
(ajlall)

)
∂

∂xi
F + ajkall

α5 ykylyj ∂

∂t
ajl

∂

∂xi
F

+ ∂

∂xi
bj

(
yl ∂

∂t
all

α
+ ∂

∂t
bl

)
+ ∂

∂t

∂

∂xi
bl

(
ajkyk

α
+ bj

)
− ∂

∂xi
bj

(
all(yl)2yj

2α3
∂

∂t
ajl

)

+ ∂

∂xi
bj

(
yk ∂

∂t
ajk

α
+ ∂

∂t
bj

)
+
(

ally
l

α
+ bj

)
∂

∂t

∂

∂xi
bj − ∂

∂xi
bl

ajkbkyjyl

2α3
∂

∂t
ajl.

or
∂

∂xi
bj = 0 si i ̸= j et i ̸= l

• ∂δ2

∂xi
= 1

2

(
∂

∂t
ajl − ykyl ∂

∂t
(ajlall)

yi

∂xi
bi + ajkall

α5 yk(yl)2yj ∂

∂t
ajl

∂

∂xi
bi

• ∂δ3

∂xj
= 0 si j ̸= i et j ̸= l

• ∂δ4

∂xl
= 0 si l ̸= i et l ̸= j

• ∂

∂xi
gjl = 1

α

(
ajl − ajkyk

α

ally
l

α

)
yi ∂

∂xi
bi

• ∂

∂xj
gil = 0 si j ̸= i et j ̸= l

• ∂

∂xl
gij = 0 si l ̸= i et l ̸= j.

D’après le corollaire (3.2), on a :

∂

∂t
Γk

ij =
[

1
2α

(
ajl − ajkyk

α

ally
l

α

)
yi ∂bi

∂xi

]
δ1 + 1

2gkl

(
1
α

(
∂

∂t
ajl − ykyl ∂

∂t
(ajlall)

)
.yi ∂

∂xi
bi

+ ajkall

α5 yk(yl)2yj ∂

∂t
ajly

i ∂

∂xi
bi

)

= yi

2α

∂

∂xi
bi.

(
ajl − ajkyk

α

ally
l

α

)
δ1 + yi

2α
gkl ∂

∂xi
bi

(
∂

∂t
ajl − ykyl ∂

∂t
(ajlall)

)

+ yi

2α5 gklajkally
k(yl)2yj ∂

∂t
ajl

∂

∂xi
bi

= yi

2α

∂

∂xi
bi

(
ajl − ajkyk

α
.
ally

l

α

)aklykyl

2αF

∂

∂t
akl − aklykyl

2F 2
∂

∂t
akl − α

F 2

(
aklyk ∂

∂t
bk

+ yk ∂

∂t
bl + yl ∂

∂t
bk

)
+ α

F

∂

∂t
akl − 1

F 2

(
ykbl

α
+ ylbk

α

)
ykyl ∂

∂t
akl + 1

2αF 2

(
(yk)2ylbl ∂

∂t
akl
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+ (yl)2ykbk ∂

∂t
akl

)
+ β + α∥b∥2

F 4

(
(yk)2

α

(yl)2

α

∂

∂r
akl − (yk)2yl

α

∂

∂t
akl − 2(yk)2

α

yl

α

∂

∂t
bk

− (yk)2yl ∂

∂t
bk

)
+ (yk)2yl

F 3
∂

∂t
bk + ∥b∥2(yk)2(yl)2

2αF 3
∂

∂t
akl + 2α

F 3

[
∥b∥2ykyl ∂

∂t
∥b∥ +

(
ykbl + ylbk

)
(

ykyl

2α

∂

∂t
akl + yk ∂

∂t
bk

)]
− β + α∥b∥2

2αF 4 (yk)2(yl)2 ∂

∂t
akl − β + α∥b∥2

2αF 4 (yk)2(yl)2 ∂

∂t
akl

− β + α∥b∥2

α2F 2 (yk)2(yl)2 ∂

∂t
akl

+ yi

2

[
α

F
akl + α2

F 2
β + α∥b∥2

F

yk

α

yl

α

− α2

F 2

(
ykbl

α
+ ylbk

α

)]
∂

∂xi
bi

[
1
α

(
∂

∂t
ajl − ykyl ∂

∂t
(ajlall)

)
+ ajlall

α5 yk(yl)2yj ∂

∂t
ajl

]
.

3.2 Evolution de la courbure totale sur les espaces de
Randers

Proposition 3.5. Soit F = α + β une métrique finslérienne à un paramètre t sur une
variété de Randers M où α =

√
aij(t, x)yiyj et β = bi(t, x)yi. Alors sous une déformation

de courbure de l’espace-temps, la courbure totale Φijkl(x, y, t) évolue suivant l’équation :

∂Φijkl

∂t
= gjsΦijkl(i) + (Γs

ikΓr
ls − Γr

ilΓr
ks) (ii) − gjs

∂Γs
ik

∂yl

∂F

∂t

+ 1
2gjs

(
∇k∇iglm + ∇l∇mgik − ∇k∇mgil − ∇l∇igkm

)

+ 1
2gjs (∇iglm + ∇lgim − ∇mgil)

∂δ5

∂xk
+ 1

2gjs
∂gsm

∂xk

(
∂δ6

∂xi
+ ∂δ7

∂xl
− ∂δ8

∂xm

)

+ 1
2gjs (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂δ5

∂xl
− 1

2gjs

(
∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂xl

+ 1
2gjrΓs

ik (∇lgsm + ∇sglm − ∇mgls) δ11 − 1
2gjrΓs

il (∇kgsm + ∇sgkm − ∇mgks) δ5

− F

2 gjs

[(
∂

∂yl

∂gkm

∂xi
+ ∂

∂yl

∂gim

∂xk
− ∂

∂yl

∂gik

∂xm

)
∂F

∂t
+ (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂2F

∂yl∂t

+
(

∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂yl

]
. (3.10)

Avec (i) = ∂gjs

∂t
; (ii) = ∂gjr

∂t
; δ5 = ∂gsm

∂t
; δ6 = ∂glm

∂t
; δ7 = ∂gim

∂t
; δ8 = ∂gil

∂t
; δ9 = ∂gkm

∂t
; δ10 =

∂gik

∂t
; δ11 = ∂gls

∂t
.
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Preuve 3.5.

∂Φijkl

∂t
= ∂

∂t

[(
∂Γs

il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl

)
gjs + (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) gjr − F

∂Γs
ik

∂yl

]

=
(

∂Γs
il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl

)
∂gjs

∂t
+ gjs

[
∂

∂t

(
∂Γs

il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl

)]
+
(

Γs
ikΓr

ls − Γs
ilΓr

ks

)
∂gjr

∂t

+ gjr

[
∂

∂t

(
Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks

)]
−

∂
(
F

∂Γs
ik

∂yl

)
∂t

.gjs − F
∂Γs

ik

∂yl

∂

∂t
gjs

=
(

∂Γs
il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl

)
∂

∂t
gjs + gjs

(
∂

∂xk

∂Γs
il

∂t
− ∂

∂xl

∂Γs
ik

∂t

)
+
(

Γs
ikΓr

ls − Γs
ilΓr

ks

)
∂gjr

∂t

+ gjr

(
Γr

ls

∂Γs
ik

∂t
+ Γs

ik

∂Γr
ls

∂t
− Γr

ks

∂Γs
il

∂t
− Γs

il

∂Γr
ks

∂t

)
−
(

F
∂

∂t

∂Γs
ik

∂t
+ ∂Γs

ik

∂yl

∂F

∂t

)
gjs

− F
∂Γs

ik

∂yl

∂gjs

∂t
. (3.11)

En utilisant les relations (3.3) et (3.6), on définit :

(i) ∂gjs

∂t
=

yj ∂bj

∂t

α

(
ajs − ajkyk

α

asly
l

α

)
− bjy

2jys

2α3
∂ajs

∂t

(
ajs − ajkyk

α

asly
l

α

)

+ F

α

(
∂ajs

∂t
−

ykyl ∂(ajkasl)
∂t

α2 + ajkasly
kylyjys

α4 .
∂ajs

∂t

)

+
(

ajkyk

α
+ bj

)(
yl

α

∂asl

∂t
+ ∂bj

∂t

)
−
(

ajkyk

α
+ bj

)
ajly

lyjys

2α3
∂ajs

∂t

+
(

asly
l

α
+ bs

)(
yk

α

∂ajk

∂t
+ ∂bj

∂t

)
−
(

asly
l

α
+ bs

)
ajkykylyj

2α3
∂ajs

∂t
.

(ii) ∂gjr

∂t
=

yj ∂bj

∂t

α

(
ajr − ajkyk

α

arly
l

α

)
− bjy

2jyr

2α3
∂ajr

∂t

(
ajr − ajkyk

α

arly
l

α

)

+ F

α

(
∂ajr

∂t
−

ykyl ∂(ajkarl)
∂t

α2 + ajkarly
kylyjyr

α4 .
∂ajr

∂t

)
+
(

ajkyk

α
+ bj

)
(

yl

α

∂arl

∂t
+ ∂bj

∂t

)
−
(

ajkyk

α
+ bj

)
.
ajly

lyjyr

2α3 .
∂ajr

∂t
+
(

arly
l

α
+ br

)
(

yk

α

∂ajk

∂t
+ ∂bj

∂t

)
−
(

arly
l

α
+ br

)
ajkykyl

2α3 .
∂ajr

∂t
.

(iii) ∂Γs
il

∂t
= 1

2

(
∂glm

∂xi
+ ∂gim

∂xl
− ∂gil

∂xm

)
∂gsm

∂t
+ 1

2gsm

(
∂

∂xi

∂glm

∂t
+ ∂

∂xm

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂gil

∂t

)
.
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EQUATIONS D’EVOLUTION SUR LES ESPACES DE RANDERS

(iv) ∂Γs
ik

∂t
= 1

2

(
∂gkm

∂xi
+ ∂gim

∂xk
− ∂gik

∂xm

)
∂gsm

∂t
+ 1

2gsm

(
∂

∂xi

∂gkm

∂t
+ ∂

∂xk

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂

∂t
gik

)
.

(v) ∂Γr
ls

∂t
= 1

2

(
∂gsm

∂xl
+ ∂glm

∂xs
− ∂gls

∂xm

)
∂grm

∂t
+ 1

2grm

(
∂

∂xl

∂gsm

∂t
+ ∂

∂xs

∂

∂t
glm − ∂

∂xm

∂gls

∂t

)
.

(vi) ∂Γr
ks

∂t
= 1

2

(
∂gsm

∂xk
+ ∂gkm

∂xs
− ∂gks

∂xm

)
∂grm

∂t
+ 1

2grm

(
∂

∂xk

∂gsm

∂t
+ ∂

∂xs

∂gkm

∂t
− ∂

∂xm

∂gks

∂t

)
.

En remplaçant (i), (ii), (iii), (iv), (v) et (vi) dans (3.11) on a :

∂Φijkl

∂t
=
(

∂Γs
il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl
(i) + gjs

 ∂

∂xk

[
∂glm

∂xi
+ ∂gim

∂xl
− ∂gil

xm

)
∂gsm

∂t
+ 1

2gsm

(
∂

∂xi

∂glm

∂t

+ ∂

∂xl

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂gil

∂t

)]
− ∂

∂xl

[
1
2

(
∂gkm

∂xi
+ ∂gim

∂xk
− ∂gik

∂xm

)
∂gsm

∂t

+ 1
2gsm

(
∂

∂xi

∂gkm

∂t
+ ∂

∂xk

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂gik

∂t

)]+
(

Γs
ikΓr

ls − Γs
ilΓr

ks

)
(ii)

+ gjr

Γr
ls

[
1
2

(
∂gkm

∂xi
+ ∂gim

∂xk
− ∂gik

∂xm

)
∂gsm

∂t
+ 1

2gsm

(
∂

∂xi

∂gkm

∂t
+ ∂

∂xm

∂gik

∂t

)]

+ Γs
ik

[
1
2

(
∂gsm

∂xl
+ ∂glm

∂xs
− ∂gls

∂xm

)
∂gls

∂t
+ 1

2grm

(
∂

∂xl

∂gsm

∂t
+ ∂

∂xs

∂glm

∂t
− ∂

∂xm

∂gls

∂t

)]

− Γr
ks

[
1
2

(
∂glm

∂xi
+ ∂gim

∂xl
− ∂gil

∂xm

)
∂gsm

∂t
+ 1

2grm

(
∂

∂xk

∂gsm

∂t
+ ∂

∂xs

∂gkm

∂t
− ∂

∂xm

∂gks

∂t

]
− Fgjs

∂

∂yl

[
1
2

(
∂gkm

∂xi
+ ∂gim

∂xk
− ∂gik

∂xm

)
∂gsm

∂t
+ 1

2gsm

(
∂

∂xi

∂gkm

∂t
+ ∂

∂xk

∂gim

∂t

− ∂

∂xm

∂gik

∂t

)]
− gjs

∂Γs
ik

∂yl

∂F

∂t
− F

∂Γs
ik

∂yl
(i)

=
(

∂Γs
il

∂xk
− ∂Γs

ik

∂xl
− F

∂Γs
ik

∂yl

)
(i) +

(
Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks

)
(ii) − gjs

∂Γs
ik

∂yl

∂F

∂t

+ 1
2gjs

(
∇k∇iglm + ∇k∇lgim − ∇k∇mgil

)
∂gsm

∂t
+ 1

2gjs

(
∇iglm + ∇lgim − ∇mgil

)
∂

∂xk

∂gsm

∂t
+ 1

2gjsg
sm

(
∇k∇i

∂glm

∂t
+ ∇k∇l

∂gim

∂t
− ∇k∇m

∂gil

∂t

)
+ 1

2gjs
∂gsm

∂xk(
∂

∂xi

∂glm

∂t
+ ∂

∂xl

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂gil

∂t

)
− 1

2gjs

(
∇l∇igkm + ∇l∇kgim − ∇l∇mgik

)
∂gsm

∂t

− 1
2gjs

(
∇igkm + ∇kgim − ∇mgik

)
∂

∂xl

∂gsm

∂t
− 1

2gjsg
sm

(
∇l∇i

∂gkm

∂t
+ ∇l∇k

∂gim

∂t
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− ∇l∇m
∂gik

∂t

)
− 1

2gjs

(
∇i

∂gkm

∂t
+ ∇k

∂gim

∂t
− ∇m

∂gik

∂t

)
∂gsm

∂xl

∂gsm

∂xl
+ 1

2gjrΓr
ls[(

∇igkm + ∇kgim − ∇mgik

)
∂gsm

∂t
+ gsm

(
∂

∂xi

∂gkm

∂t
+ ∂

∂xk

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂gik

∂t

)]

+ 1
2gjrΓs

ik

[(
∇lgsm + ∇sglm − ∇mgls

)
∂gls

∂t
+ grm

(
∂

∂xl

∂gsm

∂t
+ ∂

∂xs

∂glm

∂t
− ∂

∂xm

∂gls

∂t

)]

− 1
2gjrΓr

ks

[
∇iglm + ∇l∇im − ∇mgil

)
∂gsm

∂t
+ gsm

(
∂

∂xi

∂glm

∂t
+ ∂

∂xl

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂gil

∂t

)]

− 1
2gjrΓs

il

[(
∇kgsm + ∇sgkm − ∇mgks

)
∂grm

∂t
+ grm

(
∂

∂xk

∂gsm

∂t
+ ∂

∂xs

∂gkm

∂t
− ∂

∂xm

∂gks

∂t

)]

− 1
2Fgjs

[(
∂

∂yl

∂gkm

∂xi
+ ∂

∂yl

∂gim

∂xk
− ∂

∂yl

∂gik

∂xm

)
∂gsm

∂t
+
(

∇igkm + ∇kgim − ∇mgik

)
∂

∂yl

∂gsm

∂t

]

− 1
2Fgjsg

sm

(
∂

∂yl

∂

∂xi

∂gkm

∂t
+ ∂

∂yl

∂

∂xk

∂gim

∂t
− ∂

∂yl

∂

∂xm

∂gik

∂t

)
− 1

2Fgjs(
∂

∂xi

∂gkm

∂t
+ ∂

∂xk

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂gik

∂t

)
∂gsm

∂yl
.

(3.12)

En transformant la courbure totale définie dans (2.4) ; on obtient

∂Γs
il

∂xk
− F

∂Γs
ik

∂xl
− F

∂Γs
ik

∂yl
= gjsΦijkl −

(
Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks

)
gjrg

js ,

et en la remplaçant dans (3.12), on a :
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∂Φijkl

∂t
=
[
gjsΦijkl − (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) gjrg

js

]
(i) +

(
Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks

)
(ii)

− gjs
∂Γs

ik

∂yl

∂F

∂t
+ 1

2gjs

(
∇k∇iglm + ∇k∇lgim − ∇k∇mgil

)
∂gsm

∂t

+ 1
2gjs

(
∇iglm + ∇lgim − ∇mgil

)
∂

∂xk

∂gsm

∂t
+ 1

2gjs
∂gsm

∂xk

(
∂

∂xi

∂glm

∂t
+ ∂

∂xl

∂gim

∂t

− ∂

∂xm

∂gil

∂t

)
− 1

2gjs

(
∇l∇igkm + ∇l∇kgim − ∇l∇mgik

)
∂gsm

∂t
− 1

2gjs

(
∇igkm

+ ∇kgim − ∇mgik

)
∂

∂xl

∂gsm

∂t
− 1

2gjs

(
∇i

∂gkm

∂t
+ ∇k

∂gim

∂t
− ∇m

∂gik

∂t

)
∂gsm

∂xl

+ 1
2gjrΓs

ik

(
∇lgsm + ∇sglm − ∇mgls

)
∂gls

∂t
+ 1

2gjrg
rmΓs

ik

(
∂

∂xl

∂gsm

∂t
+ ∂

∂xs

∂glm

∂t

− ∂

∂xm

∂gls

∂t

)
− 1

2gjrΓs
il

(
∇mgsm + ∇sgkm − ∇mgks

)
∂grm

∂t
− 1

2gjrg
rmΓs

il

(
∂

∂xk

∂gsm

∂t

+ ∂

∂xs

∂gkm

∂t
− ∂

∂xm

∂gks

∂t
− 1

2Fgjs

(
∂

∂yl

∂

∂xi
gkm + ∂

∂yl

∂gim

∂xk
− ∂

∂yl

∂

∂xm
gik

)
∂gsm

∂t

− 1
2Fgjs

(
∇igkm + ∇kgim − ∇mgik

)
∂

∂yl

∂gsm

∂t
− 1

2Fgjs

(
∂

∂xi

∂gkm

∂t
+ ∂

∂xk

∂

∂t
gim − ∂gik

∂t

)
∂gsm

∂yl

=
[
gjsΦijkl − (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) gjrg

js

]
(i) + (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) (ii) − gjs

∂Γs
ik

∂yl

∂F

∂t

+ 1
2gjs (∇k∇iglm + ∇l∇mgik − ∇k∇mgil − ∇l∇igkm) ∂gsm

∂t
+ 1

2gjs

(
∇iglm + ∇lgim

− ∇mgil

)
∂

∂xk

∂gsm

∂t
+ 1

2gjs
∂gsm

∂xk

(
∂

∂xi

∂glm

∂t
+ ∂

∂xl

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂gil

∂t

)
− 1

2gjs

(∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂

∂xl

∂gsm

∂t
− 1

2gjs

(
∇i

∂gkm

∂t
+ ∇k

∂gim

∂t
− ∇m

∂gik

∂t

)
∂gsm

∂xl

+ 1
2gjrΓs

ik (∇lgsm + ∇sglm − ∇mgls)
∂gls

∂t
− 1

2gjrΓs
il

(
∇kgsm + ∇sgkm − ∇mgks

)
∂grm

∂t

− F

2 gjs

(
∂

∂yl

∂gkm

∂xi
+ ∂

∂yl

∂gim

∂xk
− ∂

∂yl

∂gik

∂xm

)
∂gsm

∂t
− F

2 gjs (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik)

∂

∂yl

∂gsm

∂t
− F

2 gjs

(
∂

∂xi

∂gkm

∂t
+ ∂

∂xk

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂gik

∂t

)
∂gsm

∂yl
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= gjsΦijkl(i) + (Γs
ikΓr

ls − Γs
ilΓr

ks) (ii) − gjs
∂Γs

ik

∂yl

∂F

∂t
+ 1

2gjs

(
∇k∇iglm + ∇l∇mgik

− ∇k∇mgil − ∇l∇igkm

)
∂gsm

∂t
+ 1

2gjs (∇iglm + ∇lgim − ∇mgil)
∂

∂xk

∂gsm

∂t
+ 1

2gjs
∂gsm

∂xk(
∂

∂xi

∂glm

∂t
+ ∂

∂xl

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂gil

∂t

)
− 1

2gjs (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂

∂xl

∂gsm

∂t

− 1
2gjs

(
∂

∂xi

∂gkm

∂t
+ ∂

∂xk

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂gik

∂t

)
∂gsm

∂xl
+ 1

2gjrΓs
ik (∇lgsm + ∇sglm − ∇mgls)

∂gls

∂t

− 1
2gjrΓs

il (∇kgsm + ∇sgkm − ∇mgks)
∂grm

∂t
− F

2 gjs

[(
∂

∂yl

∂gkm

∂xi
+ ∂

∂yl

∂gim

∂xk
− ∂

∂yl

∂gik

∂xm

)
∂gsm

∂t

+ (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂

∂yl

∂gsm

∂t
+
(

∂

∂xi

∂gkm

∂t
+ ∂

∂xk

∂gim

∂t
− ∂

∂xm

∂gik

∂t

)
∂gsm

∂yl

]
.

(3.13)

En utilisant les relations (3.3) et (3.4), on définit les équations

∂gsm

∂t
,

∂glm

∂t
,

∂gim

∂t
,

∂gil

∂t
,

∂gkm

∂t
,

∂gik

∂t
,

∂gls

∂t
et ∂grm

∂t

en notant respectivement ces équations par δ5, δ6, δ7, δ8, δ9, δ10, δ11, δ12.

En les remplaçant ces équations dans (3.13), on a :

∂Φijkl

∂t
= gjsΦijkl(i) + (Γs

ikΓr
ls − Γr

ilΓr
ks) (ii) − gjs

∂Γs
ik

∂yl

∂F

∂t

+ 1
2gjs

(
∇k∇iglm + ∇l∇mgik − ∇k∇mgil − ∇l∇igkm

)

+ 1
2gjs (∇iglm + ∇lgim − ∇mgil)

∂δ5

∂xk
+ 1

2gjs
∂gsm

∂xk

(
∂δ6

∂xi
+ ∂δ7

∂xl
− ∂δ8

∂xm

)

+ 1
2gjs (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂δ5

∂xl
− 1

2gjs

(
∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂xl

+ 1
2gjrΓs

ik (∇lgsm + ∇sglm − ∇mgls) δ11 − 1
2gjrΓs

il (∇kgsm + ∇sgkm − ∇mgks) δ5

− F

2 gjs

[(
∂

∂yl

∂gkm

∂xi
+ ∂

∂yl

∂gim

∂xk
− ∂

∂yl

∂gik

∂xm

)
∂F

∂t
+ (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂2F

∂yl∂t

+
(

∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂yl

]
.
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3.3 Evolution de la courbure d’espace-temps sur les
espaces de Randers

Proposition 3.6. Soit F = α + β une métrique de Randers à un paramètre t sur une
variété de Randers M où α =

√
aij(t, x)yiyj et β = bi(t, x)yi. Alors sous la déformation

de la courbure d’espace-temps, la courbure d’espace-temps : Ricik = gjlΦijkl évolue suivant
l’équation :

∂Ricik

∂t
= gjlgjsΦijkl(i) + gjl (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) (ii) − δl

s

∂Γs
ik

∂yl

∂F

∂t

+ 1
2δl

s (∇k∇iglm + ∇l∇mgik − ∇k∇mgil − ∇l∇igkm) δ5

+ 1
2δl

s (∇iglm + ∇lgim − ∇mgil)
∂δ5

∂xk
+ 1

2δl
s

∂gsm

∂xk

(
∂δ6

∂xi
+ ∂δ7

∂xl
+ ∂δ8

∂xm

)

+ 1
2δl

s (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂δ5

∂xl
− 1

2δl
s

(
∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂xl
+ 1

2δl
rΓs

ik (∇lgsm + ∇sglm − ∇mgls) δ11 − 1
2δl

rΓs
il

(
∇kgsm + ∇sgkm

− ∇mgks

)
δ12 − F

2 δl
s

[(
∂

∂yl

∂gkm

∂xi
+ ∂

∂yl

∂gim

∂xk
− ∂

∂yl

∂gik

∂xm

)
∂F

∂t
+
(

∇igkm

+ ∇kgim − ∇mgik

)
∂2F

∂yl∂t
+
(

∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂yl

]
+ Φijklδ13. (3.14)

avec δ13 = ∂gjl

∂t
.

Preuve 3.6.

∂Ricik

∂t
= ∂(gjlΦijkl)

∂t

= gjl ∂Φijkl

∂t
+ Φijkl

∂gjl

∂t
(3.15)
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D’après la relation (3.4) on définit aussi

∂gjl

∂t
= ajlyjyl

2αF

∂ajl

∂t
− ajlyjyl

2F 2
∂ajl

∂t
− α

F 2

(
ajlyj ∂bj

∂t
+ yj ∂bl

∂t
+ yl ∂bj

∂t

)
+ α

F

∂ajl

∂t

− 1
F 2

(
yjbl

α
+ ylbj

α

)
yjyl ∂ajl

∂t
+ 1

2αF 2

(
y2jylbl ∂ajl

∂t
+ y2lyjbj ∂ajl

∂t

)

+ β + α∥b∥2

F 4

(
y2j

α

y2l

α

∂ajl

∂t
− y2jy2l

α

∂ajl

∂t
− 2y2j

α

yl

α

∂bj

∂t
− y2jyl ∂bj

∂t

)

+ y2jyl

F 3
∂bj

∂t
+ ∥b∥2

2αF 2 y2Jy2l ∂ajl

∂t
+ 2α

F 3

[
∥b∥2yjyl ∂∥b∥

∂t
+
(
yjbl + ylbj

)
(

yjyl

2α

∂ajl

∂t
+ yj ∂bj

∂t

)]
− β + α∥b∥2

2αF 4 y2jy2l ∂ajl

∂t
− β + α∥b∥2

α3F 4 y2jy2l ∂ajl

∂t

= δ13

En substituant δ13 et (3.11) dans (3.15), on obtient

∂Ricik

∂t
= gjl

{
gjsΦijkl(i) + (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) (ii) − gjs

∂Γs
ik

∂yl

∂F

∂t

+ 1
2gjs (∇k∇iglm + ∇l∇mgik − ∇k∇mgil − ∇l∇igkm) δ5

+ 1
2gjs (∇iglm + ∇lgim − ∇mgil)

∂δ5

∂xk
+ 1

2gjs
∂gsm

∂xk

(
∂δ6

∂xi
+ ∂δ7

∂xl
+ ∂δ8

∂xm

)

+ 1
2gjs (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂δ5

∂xl
− 1

2gjs

(
∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂xl

+ 1
2gjrΓs

ik (∇lgsm + ∇sglm − ∇mgls) δ11 − 1
2gjrΓs

il (∇kgsm + ∇sgkm − ∇mgks) δ12

− F

2 gjs

[(
∂

∂yl

∂gkm

∂xi
+ ∂

∂yl

∂gim

∂xk
− ∂

∂yl

∂gik

∂xm

)
∂F

∂t
+ (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂2F

∂yl∂t

+
(

∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂yl

]}
+ Φijklδ13 (3.16)

En développant gjl sur ∂Φijkl

∂t
dans (3.16), on obtient :
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∂Ricik

∂t
= gjlgjsΦijkl(i) + gjl (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) (ii) − δl

s

∂Γs
ik

∂yl

∂F

∂t

+ 1
2δl

s (∇k∇iglm + ∇l∇mgik − ∇k∇mgil − ∇l∇igkm) δ5

+ 1
2δl

s (∇iglm + ∇lgim − ∇mgil)
∂δ5

∂xk
+ 1

2δl
s

∂gsm

∂xk

(
∂δ6

∂xi
+ ∂δ7

∂xl
+ ∂δ8

∂xm

)

+ 1
2δl

s (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂δ5

∂xl
− 1

2δl
s

(
∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂xl
+ 1

2δl
rΓs

ik (∇lgsm + ∇sglm − ∇mgls) δ11 − 1
2δl

rΓs
il

(
∇kgsm + ∇sgkm

− ∇mgks

)
δ12 − F

2 δl
s

[(
∂

∂yl

∂gkm

∂xi
+ ∂

∂yl

∂gim

∂xk
− ∂

∂yl

∂gik

∂xm

)
∂F

∂t
+
(

∇igkm

+ ∇kgim − ∇mgik

)
∂2F

∂yl∂t
+
(

∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂yl

]
+ Φijklδ13.

3.4 Evolution de la courbure scalaire dans les espaces
de Randers

Proposition 3.7. Soit F = α + β une métrique de Randers à un paramètre t sur une
variété de Randers M où α =

√
aij(t, x)yiyj et β = bi(t, x)yi. Alors sous la déformation

d’espace-temps, la trace de la courbure d’espace-temps S = Ricikgik évolue suivant
l’équation :

∂S

∂t
=gjsS + Ricik(δ10 + δ13) + gik

{
gjl (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) (ii) − δl

s

∂Γs
ik

∂yl

∂F

∂t

+ 1
2δl

s (∇k∇iglm + ∇l∇mgik − ∇k∇mgil − ∇l∇igkm) δ5

+ 1
2δl

s (∇iglm + ∇lgim − ∇mgil)
∂δ5

∂xk
+ 1

2δl
s

∂gsm

∂xk

(
∂δ6

∂xi
+ ∂δ7

∂xl
+ ∂δ8

∂xm

)

+ 1
2δl

s (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂δ5

∂xl
− 1

2δl
s

(
∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂xl
+ 1

2δl
rΓs

ik (∇lgsm + ∇sglm − ∇mgls) δ11 − 1
2δl

rΓs
il

(
∇kgsm + ∇sgkm

− ∇mgks

)
δ12 − F

2 δl
s

[(
∂

∂yl

∂gkm

∂xi
+ ∂

∂yl

∂gim

∂xk
− ∂

∂yl

∂gik

∂xm

)
∂F

∂t
+
(

∇igkm

+ ∇kgim − ∇mgik

)
∂2F

∂yl∂t
+
(

∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂yl

]}
. (3.17)
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Preuve 3.7.

∂S

∂t
= ∂(Ricikgik)

∂t

= Ricik
∂gik

∂t
+ gik ∂Ricik

∂t
. (3.18)

En substituant les relations (3.14) et δ10 dans (3.18), on a :

∂S

∂t
=Ricikδ10 + gik

{
gjlgjsΦijkl(i) + gjl (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) (ii) − δl

s

∂Γs
ik

∂yl

∂F

∂t

+ 1
2δl

s (∇k∇iglm + ∇l∇mgik − ∇k∇mgil − ∇l∇igkm) δ5

+ 1
2δl

s (∇iglm + ∇lgim − ∇mgil)
∂δ5

∂xk
+ 1

2δl
s

∂gsm

∂xk

(
∂δ6

∂xi
+ ∂δ7

∂xl
+ ∂δ8

∂xm

)

+ 1
2δl

s (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂δ5

∂xl
− 1

2δl
s

(
∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂xl
+ 1

2δl
rΓs

ik (∇lgsm + ∇sglm − ∇mgls) δ11 − 1
2δl

rΓs
il

(
∇kgsm + ∇sgkm

− ∇mgks

)
δ12 − F

2 δl
s

[(
∂

∂yl

∂gkm

∂xi
+ ∂

∂yl

∂gim

∂xk
− ∂

∂yl

∂gik

∂xm

)
∂F

∂t
+
(

∇igkm

+ ∇kgim − ∇mgik

)
∂2F

∂yl∂t
+
(

∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂yl

]
+ Φijklδ13

}
.

Par développement, on a :

∂S

∂t
=gjsS + Ricik(δ10 + δ13) + gik

{
gjl (Γs

ikΓr
ls − Γs

ilΓr
ks) (ii) − δl

s

∂Γs
ik

∂yl

∂F

∂t

+ 1
2δl

s (∇k∇iglm + ∇l∇mgik − ∇k∇mgil − ∇l∇igkm) δ5

+ 1
2δl

s (∇iglm + ∇lgim − ∇mgil)
∂δ5

∂xk
+ 1

2δl
s

∂gsm

∂xk

(
∂δ6

∂xi
+ ∂δ7

∂xl
+ ∂δ8

∂xm

)

+ 1
2δl

s (∇igkm + ∇kgim − ∇mgik) ∂δ5

∂xl
− 1

2δl
s

(
∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂xl
+ 1

2δl
rΓs

ik (∇lgsm + ∇sglm − ∇mgls) δ11 − 1
2δl

rΓs
il

(
∇kgsm + ∇sgkm

− ∇mgks

)
δ12 − F

2 δl
s

[(
∂

∂yl

∂gkm

∂xi
+ ∂

∂yl

∂gim

∂xk
− ∂

∂yl

∂gik

∂xm

)
∂F

∂t
+
(

∇igkm

+ ∇kgim − ∇mgik

)
∂2F

∂yl∂t
+
(

∂δ9

∂xi
+ ∂δ7

∂xk
− ∂δ10

∂xm

)
∂gsm

∂yl

]}
.
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce travail, nous avons développé les équations d’évolution des courbures associées à une
famille des métriques finslériennes {g(x, y, t)}t∈[0,T [ d’abord sous le flot de Yamabe normalisé
et puis sous la déformation de courbure de l’espace-temps sur les espaces de Randers.

Ces équations d’évolution sont les suivantes :

— Equations d’évolution de la courbure totale et de l’espace-temps sous le flot de Yamabe
non normalisé, trouvées dans les Propositions 2.2 et 2.3 respectivement ;

— Equations d’évolution de la courbure totale,de la courbure d’espace-temps et courbure
scalaire sous la déformation de courbure de l’espace-temps, trouvées dans les Propo-
sitions 3.5, 3.6 et 3.7 respectivement.

Maintenant que nous avons les formes locales des équations d’évolution sur les espaces de
Randers, donc dans la suite, nous traiterons l’existence et l’unicité des solutions de ces
équations sur les espaces de Randers.
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