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RESUME

Notre travail intitulé : « Réalisations symplectiques associées a une classe de groupes de Lie de
dimension trois » construit les orbites coadjointes maximales des groupes de Lie associés a une
extension centrale de la classe VI de la classification des algebres de Lie de dimension trois.
Ces structures symplectiques obtenues constituent le cadre géométrique des systemes
dynamiques dont les équations de mouvement ainsi que leurs solutions sont bien élucidées. Les

interprétations physiques des paramétres d’extension obtenus ont été faites.

Avant d’utiliser cette méthode dite méthode des orbites coadjointes, nous avons pris le soin de
développer de fagon détaillée les notions préliminaires nécessaires pour la compréhension du
reste du travail. Il s’agit entre autres des notions de groupes de Lie, d’algébres de Lie, du
passage d’un groupe de Lie a I’algebre de Lie associée, de 1’application exponentielle, du
passage de 1’algebre de Lie au groupe de Lie associé, des actions adjointe et coadjointe, de

I’orbite d’une action coadjointe.

Dans un deuxieme temps, la méthode des orbites coadjointes utilisée pour faire ces

constructions a été développée de facon détaillée.

En dernier lieu, la méthode des orbites coadjointes a été appliquée a une classe de groupe de
Lie. C’est la classe de groupe de Lie associée a la VI*™ classe d’algébre de Lie dans la

classification des algébres de Lie de dimension trois.
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SUMMARY

Our work intitled: “Symplectic realizations associated with a class of Lie groups of three-
dimensional” constructs the maximal coadjoint orbits of the Lie groups associated with a central
extension of class VI of the classification of three-dimensional Lie algebras. These symplectic
structures obtained constitute the geometric framework of the dynamic systems whose
equations of motion as well as their solutions are well elucidated. The physical interpretations
of the extension parameters obtained have been made.

Before using this method called the coadjoint orbit method, we took care to develop in detail
the preliminary notions necessary for understanding the rest of the work. These include, among
other things, the notions of Lie group, Lie algebra, the exponential application, the transition
from Lie algebra to associated Lie group, of the adjoint and coadjoint actions, of the orbit of a

coadjoint action.
Secondly, the coadjoint orbit method used to make these constructions was developed in detail.

Finally, the coadjoint orbit method was applied to a class of Lie groups. It is the Lie group class
associated with the VIth Lie algebra class in the classification of three-dimensional Lie

algebras.
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AVANT -PROPOS

Notre travail intitulé : « Réalisation symplectiques associées a une classe de groupes de Lie
de dimension trois » construit les orbites coadjointes maximales des groupes de Lie associés
a une extension centrale de la classe VI de classification des algebres de Lie de dimension trois
faite par Ganbouri. La méthode des orbites coadjointes a été utilisée pour construire des
systemes dynamiques et la réalisation symplectique nous a permis de trouver les équations de

mouvement et leurs solutions.

Dans notre travail, nous avons pris le cas particulier ou le paramétre réel A estégala 1. Le

cas général ou ce paramétre sera quelconque pourra faire 1’objet d’une étude ultérieure.
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INTRODUCTION GENERALE

Le présent travail de recherche intitulé : « Réalisations symplectiques associées a une classe de
groupes de Lie de dimension trois » s’inscrit dans le cadre de la géométrie symplectique. La
géométrie symplectique quant a elle est une partie de la géométrie différentielle qui étudie les
variétés symplectiques. De fagon générale, la géométrie est un domaine intéressant qui a
beaucoup d’applications aussi bien en mathématiques que dans d’autres sciences et méme dans
la vie courante comme dans les constructions des batiments ou la construction des routes,...

C’est pour le cas de la geométrie euclidienne qui étudie les figures du plan et de ’espace.

La geométrie symplectique est un cas particulier de la géométrie différentielle qui se compléte
avec les autres branches : la géométrie algébrique, la géométrie complexe, la géométrie non
commutative, la géométrie non euclidienne, la géométrie arithmétique et la géométrie de
contact. C’est le cas par exemple de la géométrie Riemannienne ou la courbure joue le réle
d’invariant local de classe C2. Par sa définition, la géométrie symplectique est un domaine actif
de la recherche mathématique, née de la volonté d’une formulation mathématique naturelle de

la mécanique classique.

Elle trouve des applications aussi bien en mathématiques qu’en physique tant classique que

quantique.

En mathématiques, elle trouve des applications en géométrie algébrique, en géométrie
riemannienne et en géométrie de contact. La géométrie symplectique a comme objet I’étude des
variétés symplectiques, c’est-a-dire des variétés différentielles munies d’une 2-forme

différentielle fermée et non dégénérée.

Dans ce travail, nous avons utilisé la méthode des orbites coadjointes pour construire des
structures symplectiques a partir des extensions centrales de groupes de Lie et d’algebres de
Lie.

La meéthode des orbites coadjointes est appliquée, dans ce travail, a une classe de groupes de
Lie de dimension trois: celle associée ala VI¢ classe des algébres de Lie de la classification des

algébres de Lie de dimension trois faite par Ganbouri [1].

Comme nous ’avons déja annoncé, a travers les réalisations symplectiques sur une extension

centrale du groupe de Lie considéré, des structures symplectiques sont obtenues et fournissent
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le cadre géometrique des systémes dynamiques associes dont les équations de mouvement ainsi

que leurs solutions sont détermineées.

L’analyse dimensionnelle a permis de donner une interprétation physique des nouveaux

parametres d’extension.
Notre travail est subdivisé en trois chapitres.

Le premier chapitre porte sur les notions préliminaires. 1l s’agit entre autres des notions de
groupes de Lie, d’algebres de Lie, du passage d’un groupe de Lie a I’algebre de Lie associée,
de I’application exponentielle, du passage de 1’algébre de Lie au groupe de Lie associé, de

I’action adjointe et coadjointe et de 1’orbite d’une action coadjointe.

Le deuxiéme chapitre parle de la méthode des orbites coadjointes. Dans ce chapitre, nous
verrons la méthode des orbites coadjointes proprement dite, la structure symplectique des

orbites coadjointes, le champ vectoriel Hamiltonien et le flot Hamiltonien associé.

Quant au troisieme et dernier chapitre qui parle des réalisations symplectiques associées a une
classe de groupes de Lie de dimension trois, la présentation du groupe de Lie, la détermination
de I’extension centrale de ’algébre de Lie, I’analyse dimensionnelle, la loi du groupe de Lie
étendu, I’action adjointe du groupe de Lie sur ’algébre de Lie étendue, 1’action coadjointe du
groupe de Lie sur le dual de 1’algebre de Lie, la détermination de I’orbite coadjointe a travers
sa structure symplectique font aussi objet du troisieme chapitre. Les nouveaux parametres
d’extension Yy sont aussi interprétés physiquement. Les réalisations symplectiques, les équations
du mouvement des systéemes dynamiques correspondant ainsi que les solutions de ces équations

sont les principales notions clés développées de facon détaillée dans ce chapitre.
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CHAPITRE | : NOTIONS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous allons développer de fagon détaillée certaines notions qui aideront a
comprendre le reste du texte. Il s’agit entre autres des notions de groupes de Lie, d’algebres de
Lie, du passage d’un groupe de Lie a I’algebre de Lie associée, de 1’application exponentielle,
du passage de I’algebre de Lie au groupe de Lie associé, de 1’action adjointe, de 1’action

coadjointe et de I’orbite d’une action coadjointe.
1.1. Notions de groupe de Lie

La théorie des groupes de Lie, qui a été fondée dans la période allant du 1870 a 1880 par le
mathématicien norvégien Sophus Lie a été considérée comme une partie importante des
mathématiques, liée a des problémes qui touchent les équations différentielles, les équations
aux dérivées partielles et la géométrie différentielle. Plus tard, leur étude a mis en évidence un
certain nombre d’objets mathématiques particuliers comme les groupes semi-simples, dont on
a progressivement découvert le rbéle fondamental dans presque toutes les parties des

mathématiques modernes.

En outre, les groupes de Lie interviennent de facon de plus en plus profonde dans les
conceptions récentes de la physique surtout en théorie de la relativité et en mécanique

quantique.
Définition

Un groupe de Lie est une variété différentielle, munie d’une structure de groupe (ou un
groupe muni d’une structure de variété différentiable) telle que les applications de
multiplication: GxG — G: (g, h) — gh et de passage a 'inverse: G - G: g —» g~ ! soient
différentiables. Ces conditions expriment, comme dans le cas des groupes topologiques, la
compatibilité qui existe entre la structure de groupe et la structure de variété différentielle.

Donc, tout groupe de Lie est en particulier un groupe topologique [2].

Dans la littérature, plusieurs exemples de groupes de Lie sont proposés entre autres des groupes
de Lie dits « classiques » comme par exemples : SO(n),SL(n,R),U(n),SU(n), etc et des
groupes de Lie dits « cinématiques » qui apparaissent comme des groupes de symétrie des

modeles de la mécanique classique et qui ont donc une « physique » cachée derriére eux. Dans
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cette deuxiéme famille de groupes de Lie, nous pouvons citer le groupe de Galilée, le groupe

de Poincare, le groupe de Carroll, le groupe d’ Aristote, etc.

Le lecteur soucieux d’approfondir ces notions peut consulter le livre de Thierry Masson [2].
1.2. Notions d’algebre de Lie
1.2.1.Définition

Soit K un corps.

Une algebre de Lie sur un corps KK est un espace vectoriel G sur K muni d’une forme bilinéaire
(X,Y) » [X,Y] de Gx G dans G et qui Vérifient les propriétés suivantes :

1.VX,Y € G, [X,Y] = —[Y, X]. Par conséquent, [X, X] = 0. (antisymétrie) (1.1)
2.VX,Y,Z€ G [X [V, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X,Y]] = O. (1.2)

L’expression (1.2) est appelée identité de Jacobi.
1.2.2. Exemples d’algebres de Lie

.Tout K-espace vectoriel G muni du crochet nul, [X,Y] = 0 pour tout X,Y € G est une algebre

de Lie. Cette algébre de Lie est dite algébre de Lie abélienne ou commutative ;
. Les algébres associatives sont des algebres de Lie

En effet, considérons une algebre associative notée K (A,+,.). Alors A posséde une structure

d’algébre de Lie définie par le commutateur :
[X,Y] = XY —YX VX,Y €EAXA.

Si V est un K-espace vectoriel, alors (End(V),+,o) muni du crochet de Lie ci-dessus est une
algébre de Lie. Cette algébre de Lie est notée GL(V);

. L’espace M, (IK) des matrices carrées d’ordre n muni du crochet de Lie [A,B]=AB-BA est

une algébre de Lie qu’on note le plus souvent par GL,, (K).

Du point de vue géomeétrique, une algebre de Lie est associée a un groupe de Lie par le biais de

I’espace tangent en 1’é1ément neutre du groupe de Lie.
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1.3. Passage d’un groupe de Lie a I’algébre de Lie associée.

Il est possible d’associer naturellement a tout groupe de Lie G une algébre de Lie G. Il existe
deux fagons différentes d’introduire cette algébre de Lie. L’une consiste a introduire 1’espace
des champs de vecteurs sur le groupe de Lie G, I’autre consiste & munir I’espace tangent en
1’élément neutre T,G d’un crochet de Lie, dérivant localement de la loi interne du groupe de
Lie G.

1.3.1. Comme algebre des champs de vecteurs

Considérons un groupe de Lie G de dimension n. Soit g un élément du groupe G.

o G—G e : P
L’application Lg :{h :gh est un difféomorphisme de la variété réelle ou complexe sous-
jacente a G.

L, - est appelée action a gauche du groupe G.
Un champ de vecteurs X sur le groupe G est invariant a gauche si Vg,h € G,ona:
(dLg)h(Xn) = Xgn

Pour toute variété réelle ou complexe M, I’espace vectoriel ou complexe des champs de
vecteurs sur M noté I(M) est muni d’une structure naturelle d’algébre de Lie réelle ou complexe

dont le crochet de Lie est le crochet des champs de vecteurs.

Le caractere naturel signifie que tout morphisme f:M — N entre les variétés induit un
morphisme d’algébres de Lie f*: I(N) — I(M).

En particulier, pour M=N=G, nous avons des morphismes (Lg)* de ’algébre de Lie I(G)
ou I’ensemble des points fixes communs a tous ces automorphismes (Lg)* est une sous-algebre
de Lie de I(G). Les éléments de ces automorphismes sont des champs de vecteurs invariants a

gauche sur G [3].
1.3.2. Comme espace tangent en I’élément neutre

Soit T,G I’espace tangent en 1’élément neutre sur le groupe de Lie G. L’application

G —T,G o . . .,
¥ — X (avec X, la valeur de X en 1’élément neutre) est un isomorphisme linéaire. La
e
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structure d’algebre de Lie se transporte via cet isomorphisme en une structure d’algeébre de Lie

sur I’espace vectoriel T,G et donc G = T,G [4].
1.4. Application exponentielle

L’exponentielle de X est définie comme I’image au temps 1 de I’élément neutre e de G. D’une

facon précise, il existe une unique fonction c: R — G dont sa dérivée est donnée par
c'(t) = X[c(t)] avec c(0) = e. Sa propriété remarquable est la suivante :

c(s+t) =c(s)c(t)Vsett € R.

En notant V=X,, eV = c(1) une paramétrisation qui inclut la variable ¢, on montre que
c(t) =eetc'(t) =et. v [5].

Cette fonction est aussi appelée fonction exponentielle. Elle relie ’algebre de Lie G au groupe
de Lie G et elle définit un difféomorphisme entre un voisinage de 0 dans G et un voisinage de

e dans G.

En général, I’application exponentielle n’est ni surjective ni injective.
1.4.1. Formule de Baker-Campbell-Hausdorff

La formule de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) [6] est la solution Z de 1’équation
expZ = expX - expY avec X,Y, Z des éléments d’une algebre de Lie G. Ce sont des matrices.

Son expression s’écrit :

Z=X+Y+%[X,Y] +%([X,[X,Y]]—[Y,[X,Y]]+---)

Plus explicitement :
expX - expY = exp(X +Y + % (X, Y]+ %[X, [X,Y]] + ) (BCHL). (1.3)

C’est cette formule dite de Baker- Campbell- Hausdorff que nous utiliserons dans la suite de
notre travail pour déterminer la loi d’un groupe de Lie si la structure de Lie de 1’algébre de Lie
associée est donnée. De plus, il existe une autre variante de la formule de Baker-Campbell-

Hausdorff donnée par :
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exp(—X) expYexp(X) = exp(Y + [X,Y] + zi [X, [X, Y]] + ---) (BCH2). 1.4)

!
Une autre formule reliée a la formule de BCH, est la formule de Zassenhaus:

[X,Y] e%(Z[Y,[X,Y]]+[X,[X,Y]]) -

o 24([[[X,Y],X],X]+3[[[X,Y],X],Y]+[[X,Y],Y],Y]) N

1
eXtY =X e¥e™2

Dans tous les cas, lorsque X et Y commutent, nous avons: expX - expY = exp(X +Y),

I’application exponentielle usuelle.

Lorsque X et Y commutent avec leur commutateur (c¢’est- a - dire [X,[X,Y]]=[Y,[X,Y]]=0), le

résultat se réduit a la formule de Glauber :expX.expY = exp(X +Y + % [X,Y]D

Cette formule est souvent utilisée en Physique quantique avec les opérateurs X et P qui sont

respectivement 1’opérateur position et 1’opérateur impulsion.
1.5. Passage de I’algébre de Lie au groupe de Lie associé

Le passage de 1’algebre de Lie au groupe de Lie se fait en utilisant I’application exponentielle
et les formules de BCH en multipliant deux éléments quelconques du groupe de Lie.

En effet, soit G un groupe de Lie et soit G une algebre de Lie engendrée par les champs de
vecteurs X; ,i = 1,...,n = dim G telle que la structure de Lie soit donnée par les constantes de

structure Cf; avec [X;, X;|=X,.Cf. (1.5)

L’élément général g du groupe G associé a cette algébre de Lie s’écrit comme un produit

d’exponentiels de la forme :
g = iz exp(x; X;)

ou x; sont les paramétres du groupe et X; sont les générateurs de I’algébre de Lie associée, Vi =
1,...,nou n est la dimension de G. En multipliant deux éléments quelconques g et g’ et en
utilisant les formules de BCH, nous obtenons la loi du groupe G comme nous allons le voir

dans les constructions que nous allons développer dans les sections suivantes.
1.6. Action adjointe et coadjointe
1.6.1. Action adjointe

En mathématiques, il existe deux notions d’actions coadjointes :

. I’action adjointe d’un groupe de Lie sur 1’algebre de Lie ;
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. I’action adjointe d’une algebre de Lie sur elle-méme.

Notons que la premiére action est une action de groupe de Lie et la seconde est une action

d’algebre de Lie.

Considérons un groupe de Lie G et un élément g de G. Le groupe de Lie G opére sur lui-méme

par une translation a gauche définie par :
Ly:G — G, h— gh
et par une translation a droite définie par :
Ry:G — G,h— hg.
Par I’associativité de la loi du groupe, nous obtenons les relations suivantes :
Ly.Ly = Lyp;
Ry Ly = Rpg;
Ly-1 = Lg*, Ry1 = Ry
En particulier, les applications L, et R, sont des diffeomorphismes de G, c’est-a-dire qu’ils
agissent comme des dérivations.
Aussi, grace a I’associativité de la loi du groupe G, les actions L, et R, commutent.

Proposition 1.1

SoitR;'L,: G — G, h — ghg ™', I’automorphisme intérieur du groupe G. Il laisse I’unité e du
groupe fixe, ¢’est-a-dire que Ry 'L, (e) = geg™" =e.

Nous pouvons définir la dérivée de R; 'L, en I'unité e, c’est-a-dire I’application induite des
espaces tangents comme suit :

Adg:G — G, & — %R;Lg(etf)hzo, oug = T,G est I’algebre de Lie du groupe G ; c’est

I’espace tangent a G en son élément neutre e. Cette définition a un sens parce que R; 'L, (e%)

représente une courbe dans G et passe par I’identité en t = 0.

Donc, gég~! € 6.

I s’en suit la proposition suivante :
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Proposition 1.2
Pour tout élément ¢ € G, on a:
Ady(§) =gég g €EG

En effet,

d
Adg(§) = = Rg"Lg(e%)le=o

d

= Egetfg_ﬂt:o

d o thET.
:Eg(2n=1_)g 1|t=0

n!
d v t" _
=EZTL=1EQ€”9 =0
d weo t" _ _ _ _ _
= un=1969 98971 9§97 9897 989 =0

d ~ t" i
=EZE(959 ) e=0

n=1

d 1
= %et(gfg )|t=0

=g¢g9 " €G. (1.6)
Définition 1.5
L’application Ady: G — G,& — %Rgng(etf)|t=0 = g&g~" est appelée action adjointe du
groupe G sur son algebre de Lie G.
L’orbite adjointe de & est définie par :
96(8) = {Ady(£): g € G}
Proposition 1.3
La représentation adjointe

Ad : G — Aut(G) est un morphisme de groupes. C’est-a-dire :
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Adgh = Adg o Adh, Vg,h € G.

En effet,

Pour tout élément ¢ € G, ona:

Adgy(§) = (gh)§(gh) ™

= ghéh™'g™!

= g(Adn(&))g™"
= Adg(Ady($))

= Ad o Ady,(8).

D’oul Adgy, = Ady © Ad,.
Nous montrons aussi que :
Adg, = Ady. Adp,.
En effet : Adgp(§) = ghé(gh)™
Adg(§) = ghth™g™"

Et Ady. Ady(§) = Ady(heh™)

Ady. Ady(§) = ghéh™g™t.
En comparant (1.8) et (1.9), nous obtenons :

Adgp(§) = Ady. Ady(§).

D’Oﬁ Adgh = AdgAdh

Proposition 1.4

Vg € G, ’action de G est un isomorphisme d’algebres :

[Adg($1), Adg(§2)] = Adg[¢1,82], V61,82 € G(2).

.7

(1.8)

(1.9)

(1.10)
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En effet,
Adgl§1, 8] = Adg(§162 — $261)

= g(§182 — 28097

= 968297 — 98261971

= 961979597 — 9297 95197}

=[96197" 952971

= [4dy(§1), Ady(8)]. (1.11)
Proposition 1.5
V&€ G, € End(G) et en posant que Adg = Ad..(£)
Alors Adg (1) = [£,7]

En effet,

Adg(n) = Ad..(5) (M)

= = Ady(t)(n)

== (9(ONg™ () le=o

=g(Ong™ Ole=o + 9(ONG (V)] 1=
=g(®ONng~ Ole=0 — 9(ONG (O J(Oe=0
=409~ Oe=0 =19 (OGO e=0
=g(0)n —ng(0)

=n —n¢

=[¢, n] avec g(0)=¢ et g=1(0) = I,
1.6.2. Action coadjointe

L’action coadjointe p d’un groupe de Lie G est I’action naturelle de G sur le dual de son algebre
de Lie G.
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Plus explicitement, le groupe de Lie G agit par conjugaison sur 1’espace cotangent T, en

1’élément neutre e par le morphisme de groupe de Lie :
p:G — End(G").

Soit T; G, I’espace cotangent au groupe G en g qui est le dual de I’espace tangent T,G. Un
element p € T;G est une forme linéaire sur T,G et sa valeur surn € T,G sera désignee par

p(n) = (p,n) (c’est la dualité entre I’espace tangent et I’espace cotangent).

En particulier, soit G* = T,'G, I’espace vectoriel dual de I’algebre de Lie G = T,G ; c’est

I’espace cotangent au groupe G en son élément neutre e.
Définition 1.6
L’opérateur dual Adg: G* — G*, de Ad, est défini par (Adg(p),n) = (p, Adyn) ;

Ady s’appelle action coadjointe du groupe de Lie G sur le dual de son algebre de Lie.

Comme nous avons défini I’action adjointe de G a partir de la représentation adjointe de G, nous

pouvons définir I’action coadjointe de G sur le dual de 1’algebre de Lie par :
Ad*: G — L(G"), Ad;, = < Ad,ym avec t = 0 et m un élément de I"algébre de Lie duale
= —(Ad,)(m),x € Gme g
L’action Ad™ est un objet algébrique sur G.
Proposition 1.6
Ona Adg, = Ady,. Ady.
En effet,
Soient { € G*etn € G, nous avons :
(Adgn($),m) = (¢, Adgp(n)) en raison de la dualité entre G et G*.
En utilisant la relation (1.10), nous avons :

(Adgp(0),m) = ({, Adp. Ady(m))

(Adgn(9),m) = (Adp. Adg($),m)
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D’ou Adg, = Adp. Ady. (1.12)

Soit Adg, I’application Ad™: G — End(G"), g — Ad*(g) = Ad;, et considérons aussi sa

dérivee en I’€lément neutre du groupe notée ad” = (Ad")..: G — End(G"), § — Ad;
Proposition 1.7

Soienté,n e Get{ € G*.

En posant que (Ad, (¢),n) = ({, [§,n]) = ({5, (L)

avec{.,.}:GxG* — G*, (&, Q) — {&,{} qui est une forme linéaire appelée crochet de Poisson,
alors nous avons :

adz(¢) = {§,¢}.

En effet,

(adz(9),m) = ((Ad").e (D), 1)

d £ d €
= (aAdetf(Oh:o'U)' e |t=0 = e,ﬁe le=o = ¢

(A5 0),) = (A (O o
= (G, Ad e (1) le=o)
= (¢, = Ad pe¢ (1) 1=0)
= (¢, Adgn)
= (¢, [&,m])

=({&, ¢Lm).
D’ou Ad;(Q) = {&,¢%. (1.3)
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1.7. Orbite d’une action coadjointe

Une orbite 9 d’un élément a € G* sous I’action coadjointe du groupe sur 1’algebre de Lie duale
est par définition donnée par: 9(a) = {Adgz(a)} ol @ € G*, g € G, c’est-a-dire I’ensemble des

valeurs atteintes par cette action [7].

On sait que 1’algébre de Lie duale (G*, K(x)), ou K(x) est la 2- forme de Kirillov est une variété
de Poisson[7].

L’étude des orbites coadjointes joue un role important dans la théorie de la représentation. Leur
propriété importante est qu’elles sont munies d’une structure de Vvariété symplectique

invariante.

Notons aussi que les orbites coadjointes sont des variétés symplectiques comme nous allons le

voir dans le chapitre suivant [8].
Rappelons que si M est une variété différentielle de dimension finie :

- une forme symplectique sur M est une 2-forme différentielle w qui est fermée (c ‘est-a-dire

dw=0) et partout de rang égal a la dimension de M.

- une variété symplectique (M, w) est une variété différentielle M munie d’une 2-forme

symplectique.
Donnons quelques propriétés des variétés symplectiques :

- Soit (M, w) une variété symplectique. Pour tout élément x de M, I’espace vectoriel tangent

en x noté T,,M muni de la forme bilinéaire w(x), est un espace vectoriel symplectique.
- L’espace R?™(de coordonnées x?, ..., x?™) muni de la 2-forme w=Y", dx™ Adx® est une
variété symplectique.

- Plus géneralement, un espace symplectique (V, w) peut etre considéré comme une variété
symplectique, w étant considéré comme une 2-forme différentielle sur V, fermée et non
dégenéree.

En effet, toute base de V correspond a une carte dans laquelle w posséde de composantes, ce

qui prouve que dw=0.
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-Sur une variété différentielle de dimension 2n,toute 2-forme différentielle est
automatiquement fermée. Par suite, toute variété différentielle de dimension 2n peut étre munie

d’une structure symplectique [5].

En particulier, I’orbite d’une action coadjointe munie de la restriction de la 2-forme de Kirillov

a I’orbite a une structure de variété symplectique.

Dans le premier chapitre, nous venons de passer en revue toutes les notions que nous avons
jugé indispensables pour la compréhension du reste du travail. Dans le chapitre suivant, nous
allons parler de facon détaillée de I’approche de Jean Marie Souriau [9] dite méthode des orbites

coadjointes qui permet d’associer a un groupe de Lie une structure symplectique.
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CHAPITRE IlI: METHODE DES ORBITES COADJOINTES

La méthode des orbites coadjointes est 1’'une des méthodes mathématiques pour la physique et
permet de prouver effectivement que la géométrie symplectique est le cadre géométrique de la
mécanique classique puisque les orbites coadjointes sont des structures symplectiques associées
a des systemes dynamiques élémentaires. Une orbite coadjointe est munie d’une 2-forme
symplectique qui provient elle-méme d’une 2-forme antisymétrique appelée 2-forme de
Kirillov. Les orbites coadjointes sont caractérisées par des invariants dus a I’action coadjointe.
La méthode des orbites coadjointes joue également un rdle important dans la quantification
géométrique, ce qui permet de faire correspondre a des observables classiques de la mécanique

classique des systémes quantiques en mecanique quantique.
2.1. La méthode des orbites coadjointes proprement dite

Soient G un groupe de Lie et G son algébre de Lie. Soit aussi Ad :(—Aut(G) la représentation

adjointe de G sur I’algeébre de Lie G tel que I’automorphisme intérieur Ad,qui est associé a g€

G soit défini par: Ad,(X) = gXg~'vX €. (2.1)

Considérons maintenant le dual de I’algébre de Lie G noté G*; alors I’action coadjointe de G sur

son dual G* est notée Ad*: G* — G — R et est définie comme le dual de la carte Ad :
(Adg(a),X) = (@, Ady-1X), a € G".

Pour un élément a € G*, les orbites coadjointes a travers a sont obtenues comme images de la
carte g— Adgza ou la notation usuelle est ¥, = {Ad;(a),a €Eg'gE€ G}. Consideérons la
dérivée (push forward) de Ad* qui est le dual de la dérivée de Ad. Elle définit une carte
(Ady). = Ady:G — G tel que AdyY = [X,Y] ou X est un élément de I’algébre de Lie

correspondant a g€ G.

La relation (Adg). = Ady exprime que :

(Adg(a),Y) = (a, [X,Y]). (2.2)
Cette relation exprime la dualité entre 1’algebre de Lie et 1’algebre de Lie duale.

Sia=e'€G", X=eX"Y =¢Y €@, ole’et ¢ sont respectivement base de G* et base de

G, alors :
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(Ady(@),Y) = Kij(@)X'Y'00 K;j(a) = —a, Cf5 est la 2-forme de Kirillov sur G*, les C/ étant

définis par la relation [X;, ;] = X, CF, i

i Li=1,..,m, les n3 constantes Ci’j- sont appelées

constantes de structure dans G.

L’expression p: G — F(G™) de G sur ’espace des champs de vecteurs sur G *définie par

p(X;) = K;j(a) % est un homomorphisme d’algébres de Lie tel que

Ker(K(a))={f € C*(G",R) :p(a)f = 0,a € G}.

Cela signifie que ker(K(a)) est I’ensemble de tous les invariants f de G dans G* qui satisfait la

relation suivante :
of _

L’espace quotient 9, = G*/ ker(K (a)) encore appelé orbite de I’action coadjointe de G sur G*
est une variété symplectique dont la forme symplectique o/ est obtenue a partir de la restriction

de la forme de Kirillov a I’orbite, Q;; = K;;/9, en coordonnées quelconques x,,.
Dans ce cas, la 2-forme symplectique est donnée par w = (Q~1)%dx,, A dx,,.

En coordonnées canoniques (ou de Darboux), cette expression se note: w = dp; A dg*. On

obtient ici la 2-forme symplectique standard de R? [10].

Dans la section suivante, nous allons montrer que ’orbite de 1’action coadjointe d’un groupe

de Lie munie de la 2-forme symplectique o ainsi définie est une variété symplectique.
2.2. Champ vectoriel Hamiltonien et flot Hamiltonien

Soient une variété symplectique (M, w) et une fonction lisse H € C* (M, R) (appelée fonction
Hamiltonienne ou observable classique). On associe a la fonction lisse H un champ vectoriel

Hamiltonien X défini implicitement par w(Xy,.) = —dH.

Au champ de vecteurs Hamiltonien X, on lui associe un groupe a 1- paramétre de
difféomorphismes ¢*(H).

C’est-a-dire homomorphisme de groupes

¢u: (R, +) = Dif f (M), qu’on nomme flot Hamiltonien de H.
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La définition du champ vectoriel Hamiltonien permet de définir le crochet de Poisson de deux

observables classiques f, g € C* (M, R) de la fagon suivante :
{f, 9} = X (9).

Nous allons avoir la relation existant entre la forme symplectique w et le crochet de Poisson de

deux observables classiques. Cette relation est donnée par: {f, g} = w(Xf, X,).

En se servant de la fermeture de la forme symplectique, le calcul montre que le crochet de

Poisson satisfait I’identité de Jacobi :

{f{g. 3} +{g. {03} +{n{f.g}}=0. (2.9)

En utilisant cette identité de Jacobi, nous obtenons la relation existant entre le crochet de Lie

des champs vectoriels Hamiltoniens et la forme symplectique
{f'g} = [XfJXg]'

Autrement, le crochet de Poisson de 1’algebre de Poisson des fonctions lisses concorde avec le

crochet de Lie des champs vectoriels Hamiltoniens [11].
En cordonnées locales de Darboux {p;, ¢'};=1...», NOUs avons explicitement
w = Y;dp; Adq'. (2.5)

Le champ de vecteurs Hamiltonien est alors dans ce cas :

o0 _o 2

ap;9qi  dq;op' (2.6)

Xf:Zi

En particulier, les champs de vecteurs Hamiltoniens associés aux coordonnées canoniques

sont :
3}
Xp, = 3 (2.7
0
= "o (2.8)

Le crochet de Poisson de deux fonctions Hamiltoniennes (ou de deux observables classiques)

est donné par :

—y 9799 _9f 99
{f’g} - Zl apl aql aql apl . (2'9)
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En particulier, le crochet de Poisson des coordonnées canoniques est :

N (lsii=]
{pid’} =4} 2{05114' (2.10)

C’est-a-dire que 51." est le symbole de Kronecker.

Soit 0 = K;j(a)/9(a) la restriction de la forme de Kirillov a I’orbite. o est inversible et son

inverse o~ permet de trouver la 2-forme symplectique w a travers la relation
w = (dp; dgH)Q! (ZZ;I) en cordonnées de Darboux.

Localement, nous pouvons conclure qu’une orbite coadjointe d’un groupe de Lie est une variété
symplectique dont la 2-forme symplectique w est obtenue a partir de ’inverse de la restriction
de la forme de Kirillov a I’orbite. De nombreux exemples de construction de structures
symplectiques a partir d’un groupe de Lie sur le dual de son algébre de Lie ont été développés.
Le lecteur soucieux d’approfondir les notions liées a cette méthode et sa version quantique

(quantifications géométriques) peuvent consulter plusieurs autres travaux en 1’occurrence :

[9], [10], [11], [12]....
2.3. Réalisations symplectiques

Soit (V, w) une variété symplectique et soit G un groupe de Lie.

L’application D: G— Aut(V) est un symplectomorphisme si D; = w. On I’appelle aussi une

réalisation symplectique de G sur (V, ).
Proposition 2.1

Si X est un élément de G et si Deyp(ex) €St un symplectomorphisme de (V, w), alors, X est un
champ vectoriel localement Hamiltonien, avec exp(tX), le sous-groupe a un parametre de

difféeomorphisme associé au parametre t.
En fait, le fait que Dexp(cx) SOit un symplectomorphisme de (V, ) signifie que

Dexpexyw = w. Il s’en suit que Lyw = 0, ol Ly est la dérivée de Lie dans la direction du champ

de vecteur X et tandis que iy est la contraction ou dérivée intérieur du champ de vecteur

X.Donc que iy (w) est fermé, ce qui signifie effectivement que X est localement Hamiltonien.
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Comme un champ vectoriel Hamiltonien est localement Hamiltonien, nous pouvons conclure

que, a un champ vectoriel Hamiltonien correspond une réalisation symplectique.

En résumé, pour construire une structure symplectique ou une réealisation symplectique a partir

d’un groupe de Lie, les principales étapes suivantes sont a retenir :

1) Déterminer 1’algebre de Lie associée au groupe de Lie considéré. Elle est engendrée par les
champs de vecteurs invariants a gauche correspondant aux parameétres du groupe de Lie, la
structure de Lie étant donnée par les crochets de Lie des champs de vecteurs invariants a gauche

obtenus.

2) Déterminer une extension (centrale ou non) de 1’algebre de Lie et faire 1’analyse

dimensionnelle pour trouver les dimensions physiques des nouveaux paramétres d’extension.

3) Trouver la loi du groupe étendu associé a I’extension (centrale ou non) obtenue en multipliant
deux ¢léments de la composante connexe a 1’identité du groupe et en utilisant les formules de
BCH.

4) Déterminer ’action adjointe du groupe étendu sur son algebre de Lie et 1’action coadjointe

du groupe étendu sur le dual de son algébre de Lie.

5) Déterminer le(s) invariant(s) de 1’action coadjointe (si il(s) existe(nt)) et donner leur(s)

interprétation(s) physique(s).

6) Déterminer la 2-forme de Kirillov et la 2-forme symplectique a 1’aide de I’inverse de la
restriction de la 2-forme de Kirillov a I’orbite coadjointe. L’orbite coadjointe munie de cette 2-

forme symplectique est une variété symplectique.

7) Déterminer la réalisation symplectique correspondante, les equations de mouvement du

systéeme dynamique correspondant ainsi que les solutions de ces équations de mouvement.

Dans le chapitre suivant, donnons un exemple de construction d’une structure symplectique a

partir d’un groupe de Lie en utilisant la méthode des orbites coadjointes décrite precédemment.



21

Réalisations symplectiques associées a une classe de groupes de lie de dimension trois

CHAPITRE I11: REALISATIONS SYMPLECTIQUES ASSOCIEES A UNE CLASSE
DE GROUPES DE LIE DE DIMENSION TROIS

Le présent chapitre et le dernier de notre travail porte sur une application de la construction de
structures symplectiques et de réalisations symplectiques a partir de groupes de Lie. Plus
précisement, en utilisant la méthode des orbites coadjointes telle que décrite de facon détaillée
dans le chapitre précedent, nous construisons dans ce chapitre 1’orbite coadjointe associée a
une classe de groupes de Lie de dimension trois. Cette classe de groupes de Lie est associée a
la VI®™ classe des algébres de Lie réelles de dimension trois telle que donnée dans la

classification faite par Ganbouri [1].

La structure symplectique obtenue a partir d’une extension centrale du groupe de Lie

correspond a un systéeme dynamique élémentaire d’apres la prescription de Souriau [9].

La réalisation symplectique déduite de 1’action coadjointe permet de trouver les équations du
mouvement correspondant. Nous utilisons les méthodes d’analyse pour trouver les intégrales

premiéres (ou solutions) du systeme différentiel donné par les équations de mouvement.

Dans ce chapitre, nous utilisons, comme nous 1’avons déja signalé précédemment, 1’analyse
dimensionnelle pour donner un sens physique aux parameétres d’extension et aux invariants de

I’action coadjointe.
3.1. Présentation de la classe de groupes de Lie

La classe de groupes de Lie considérée dans ce travail est celle dont la classe d’algebre de Lie
associee correspond a la classe VI dans la classification des algébres de Lie de dimension trois

faite par Ganbouri[1]. Cette VI° classe est donnée par la structure de Lie suivante :

[P,H]=0 ; [P,K]=0 et [H,K]=AP ou A est un parametre réel. Dans ce travail, pour raison de
simplification, nous avons considéré le cas particulier ou A = 1. Considérons sa réalisation

concréte définie de la maniére suivante :

Posons H, K, P tels que les parametres associés soient t, v et x, respectivement avec pour

dimension physiques une durée, une vitesse et une longueur.

Nous allons chercher la loi de G.
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L’¢lément général du groupe s’écrit comme un produit d’exponentiels comme nous 1’avons
déja signalé.

Pour cela, posons que g=exp(tH)exp(xP)exp(vK).

Comme P et K commutent, nous pouvons écrire que g = exp(tH)exp(xP + vK)

Soitaussi g’ = exp(t’'H)exp(x’P + v'K) un autre élément de G.

En multipliant g par g’, on a:

99'=exp(tH) exp(xP + vK) exp(t'H) exp(x’'P + v'K) (3.2)
Insérons I’élément neutre exp(t'H) exp(—t'H) dans I’expression (3.1), nous obtenons:

99 = exp(tH) exp(t'H) exp(—t'H) exp(xP + vK) exp(t'H) exp(x'P + v'K)

Donc, gg’ = exp((t + t’)H) exp(—t'H)exp(xP + vK)exp(t' H)exp(x'P + v'K) (3.2
Dans la relation (3.2), posons I; = exp(—t'H)exp(xP + vK)exp(t'H) (3.3)
et calculons I’expression (3.3).

Nous allons nous servir de la deuxiéme formule de Baker-Campbell-Hausdorff (1.4) c’est-a-

dire de la forme :

exp(—A)expBexpA = exp(B + [A,B] + % [A,[A,B]] + ). (3.4)
Ona:l; = exp(—t'H)exp(xP + vK)exp(t'H)

I, = exp(xP + vK + [-t'H,xP + vK] + % [—t'H, [-t'H,xP + vK]])

I, = exp(xP + vK —t'x[H,P] — t'v[H,K] +[~t'H,[t'H,xP + vK]])
1
I, = exp(xP + vK —t'vP + 5 [—t'H,—t'vP])

1
I; = exp(xP + vK — t'vP + Et’zv[H, P

I, = exp(xP + vK — t'vP)
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La relation (3.1) devient :
g9 =exp((t +t)H)exp(xP + vK — t'vP)exp(x'P + v'K) (3.5)
Dans la relation (3.5), posons I, = exp(xP + vK — t'vP) exp(x'P + v'K).

D’apres la formule de BCH1 (1.3) qui est de la forme suivante:

1
eprexpB = exp (A + B +§[A’B] + )

Nous avons:

I, =exp(xP +vK —t'vP +x'P +v'k + % [xP + vK — t'vP,x'P + v'K] +...)

I, =exp(xP +vK —t'vP +x'P +v'k + % [xP,x'P] + % [xP,v'K] + % [vK, x'P]
+ % [vK,v'K] — % [t'vP,x'P] — % [t'vP,v'K] + )
I, = exp(xP + vK —t'vP + x'P + v'K)
La relation (3.5) devient :
99 =exp((t +t)H) exp(xP + vK —t'vP + x'P + v'K)
99 =exp((t+tHHexp((v+v)K+ (x + x' —t'v)P)
ou encore de fagon équivalente en posant g = (t,v,x) et g’ = (t',v’,x"), nous aurons :
g9 =), v, x)=>Ct+thv+v,x+x" —t'v) (3.6)

Nous pouvons Vérifier qu’a partir de cette loi du groupe de Lie, nous pouvons retrouver la

structure de Lie de I’algébre de Lie associee.

Déterminons les champs de vecteurs invariants a gauche qui sont donnés par définition par la

. ? nk (9
relation : X{ = -~ (gg ) (ﬁ)

Nous allons commencer a déterminer 1’¢1ément neutre de cette loi du groupe. Apres avoir
déterminé les champs de vecteurs invariants a gauche, nous chercherons les crochets de Lie de
ces champs de vecteurs et nous savons que les crochets de Lie définissent complétement

’algébre de Lie.
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L’¢élément neutre est (0,0,0). (3.7)
L’inverse d’un élément g de ce groupe de Lieest g7 = (—t, —v, —x — tv) (3.8)
En posant :

H, le générateur associé au parameétre t ;

K, le générateur associe au parametre v ;

et P, le générateur associé au parametre x, nous obtenons les champs de vecteurs invariants a
gauche suivants :

_0 0 _a _0
H—a - Ua , K_E et P—a (39)

Ce qui nous permet de retrouver la structure de Lie de I’algébre de Lie de la classe de groupes
de Lie considérée.

Donc, [P,H] =0;[P,K] =0;[H,K] = P. (3.10)

La 2-forme de Kirillov du groupe de Lie considéré sera déterminée en utilisant les constantes
de structure et on sait que 1’algebre de Lie peut étre déterminée par les constantes de structure

données par I’expression (1.5).

Par définition, la 2- la forme de Kirillov est donnée par: K;;(h, k,p) = —XkCi’j. (3.11)
0 -p O

Plus explicitement, K;;(h,k,p) = (p 0 O> (3.12)
0 0 O

ou h, k,p sont les paramétres conjugués a t, v, x et appartenant a G*, 1’algebre de Lie duale
deg.

La restriction de la forme de Kirillov a ’orbite est donc

Qp) = (2 _Op) (3.13)

Le déterminant de la matrice Q(p) est dét Q(p) = p? # 0

1
L’inverse de la matrice Q(p) est Q™ 1(p) = " P (3.14)
0
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La forme symplectique est donnée par :

w=(dh dK)Q(p) (ZZ)

1
0 —
w = (dh dk)/ P

1
\__ o) \dk
p

1
p

1 1
w =—dh.dk ——dk.dh
p p

1
w == (dh.dk = dk.dh)

w = %dh A dk. (3.15)

La relation (3.15) définit la 2-forme symplectique. L’orbite coadjointe munie de cette 2-forme
symplectique est une variété symplectique de dimension 2. La méthode des orbites coadjointes
appliquée au groupe de Lie consideré nous permet d’obtenir une variété symplectique munie

de la 2-forme symplectique standard. Elle est localement isomorphe a R2.
3.2. Détermination de I’extension centrale de I’algébre de Lie

L’extension centrale de 1’algébre de Lie G est engendrée par les genérateurs H, K, P, A, B tel
que [P, H]=A ; [P,K]=B ; [H,K]=P. Les nouveaux générateurs A, B appartiennent au centre
c’est- a - dire qu’ils commutent avec les anciens générateurs H, K, P. La nouvelle algébre de
Lie sera effectivement une algebre de Lie si les génerateurs H, K, P, A, B sont tels que toutes
les identités de Jacobi possibles soient satisfaites.

[H,[K,P]]+[K,[P,H]]+[P,[H,K]]=0 ?
=[H,[K,P]]+[K,[P,H]]+[P,[H,K]]=[H,-B]+[K,A]+[P,P]

Or [H,-B]=0 ; [K,A]=0 ; [P,P]=0
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D’ou [H,[K,P]]+[K,[P,H]]+[P,[H,K]]=0
Donc, I’introduction des nouveaux générateurs ne posent aucune contrainte pour que la
nouvelle algébre soit une algebre de Lie. Cela signifie que I’extension centrale existe.

3.3. Analyse dimensionnelle

L’analyse dimensionnelle va nous permettre de trouver la dimension physique des nouveaux

générateurs A et B.

Nous allons nous servir de la formule de 1’action vue dans le cours de physique. Elle a pour
dimension le produit de 1’énergie par le temps : [action]=mI?t~! avec m une masse ; [ une

longueur et ¢t le temps.

Comme on a posé que A=[P,H], soit a le paramétre conjugué associé a A, nous avons :

1?7t -
[a]=ml£ = mlt2.

« est le parametre conjugué appartenant a 1’algébre de Lie duale et a pour dimension physique
une force. Nous pouvons donc poser F(Force), le générateur de I’algébre de Lie correspondant

aa.

De méme, comme on a posé également que [P,K]=B, soit 8 le paramétre conjugué associé a B.

Nous avons :
mi?t=t _
(5] = L=t

Donc, B ala dimension physique d’une masse. Donc, nous posons M le générateur de 1’algebre

de Lie correspondant a £.

Par la suite, nous allons poser que [P,H]=F ; [P,K]=M ; [H,K]=P est la structure de Lie de

I’extension centrale de I’algébre de Lie.
3.4. Loi du groupe étendu

Comme nous I’avons vu, les nouveaux générateurs F et M commutent avec les anciens
générateurs, ils générent le centre de I’algebre de Lie étendue. La loi du groupe étendue que

nous allons déterminer nous aidera a trouver les orbites coadjointes, de faire les realisations
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symplectiques et de trouver a partir de ces réalisations symplectiques, les équations du

mouvement et leurs solutions.

Soient pour cela F, M, H, K, P, les champs de vecteurs de 1’algebre de Lie étendue associés
respectivement aux parametres n,y,t, v, x tels que [P,H]=F, [P,K]=M et [H,K]=P soit la
structure de Lie de 1’algébre de Lie étendue, n et i étant les nouveaux parametres du groupe de

Lie étendu.

Nous écrivons que g = exp(tH)exp(xP + vK) et1’élément général de la composante connexe

a I’identité G (ou groupe étendu de G) § s’écrit

g = exp(nF) exp(YM) exp(tH) exp(xP + vK).

Prenons g' = exp(n'F) exp(y'M) exp(t'H) exp(x'P + v'K) un autre élément de G.
Pour trouver la loi de G, multiplions les deux éléments g et g'.

Gg' = exp(mF) exp(y M) exp(tH) exp(xP + vK) exp(n'F) exp(yp' M) exp(t'H) exp(x'P
+ v'K)

fg”g~’ =exp((n +n)F)exp((y +¢Y') M)exp(tH) exp(xP + vK) exp(t'H) exp(x'P + v'K)
En insérant I’élément neutre exp(t'H) exp(—t'H),ona:

gg' =exp((n +n')F) exp((Y + ') M)exp(tH) exp(t'H) exp(—t'H) exp(xP
+ vK) exp(t'H) exp(x'P + v'K))

gg" = exp((n +n")F) exp(( + ") M)exp((t + t')H)exp(—t'H) exp(xP +
vK) exp(t'H) exp(x'P + vK) (3.16)

Dans la relation (3.16), posons que I; = exp(—t'H) exp(xP + vK) exp(t'H).
Calculons I;en utilisant la formule de (3.4). Nous avons :
I, = xp(—t'H) exp(xP + vK) exp(t'H).

I, = exp(xP + vK + [-t'H,xP + vK] + % [~t'H,[~t'H,xP + vK]] + -)

I, = exp(xP + vK — t'x[H,P] — t'v[H,K] + % [-t'H,[-t'H,xP + vK] + --+)

1
I, = exp(xP + vK + t'xF — t'vP + 5 [-t'H,t'xF — t'vP] + )
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I, = exp(xP + vK + t'xF — t'vP —%[t’H,t’xF] + % [t'H,t'vP] + )
I; = exp(xP + vK + t'xF — t'vP — %t’zx[H, F]+ %t’zv[H, P])
I; = exp(xP + vK + t'xF — t'vP — %t’va) (3.17)

La relation (3.16) devient :

dg’ = exp((n +n")F) exp((Y + ") M)exp((t + t")H)exp(xP + vK + t'xF — t'vP —
%t’va)exp(x’P + v'K) (3.18)
Dans I’expression (3.18), posonsl, = exp(xP + vK + t'xF — t'vP — %t’va)exp(x’P +
v'K).

En utilisant I’expression (1.3), nous avons :

1
I, = exp(xP + vK + t'xF —t'vP — Et’va)exp(x’P + v'K)

1
I, = exp(xP + vK + t'xF — t'vP — Etlva +x'P+v'K
1 1,
+ E[xP + vK + t'xF — t'vP _Et, vF,x'P +v'K|+ )
I, = exp(xP + vK + t'xF — t'vP — ~t'*vF + x'P + V'K +5[xP,x'P] +

iz[xP,v'K] + % [vK, x'P] + % [vK,v'K] + % [t'xF,x'P] + % [t'xF,v'K] — % [t'vP,x'P] —

%[t'vP,v'K] — %[t'va, x'P] — % [t'*vF,v'K]+...)

I, = exp(xP + vK + t'xF — t'vP — %t’va +x'P+v'K + %xv’M -

% vx'M — % t'vv'M) (3.19)

En remplacant I’expression (3.19) dans (3.18), nous aurons :

g9 =exp((n+n)F)exp((¥ + ') M)exp((t + t')H) exp(xP + vK + t'xF — t'vP —

%t’va +x'P+v'K +§ xv'M — %vx’M — %t’vv’M)



29

Réalisations symplectiques associées a une classe de groupes de lie de dimension trois

gg' =exp((n+n)F)exp((¥ + ") M)exp((t + t')H)exp <(x +x' —t'v)P+ (w+v)K

+<t’ 1t’2 )F+(1 L 1t’ ’)M
X 2 v ZXU 217x 2 U

~ 1 1 1
gg = exp((n +n' +tx— Et’zv) F) exp((lp +y' + Exv’ - va’
1
) t’vv’) M) exp((t + t Y H)exp((v + v')K) exp((x + x' — t'v)P).
La loi du groupe étendu G est :

Fa= v, 0@ Wt v, x) = (n 4+ tx =2t %o + P+ Sxv - Sox’ -

%t’vv’, t+thv+v,x+x" — t’v). (3.20)

Dans la suite, nous allons chercher I’action adjointe du groupe G sur ’algébre de Lie étendue
G et nous allons utiliser I’expression (3.20) et I’élément symétrique du groupe de Lie étendu
G. Pour cela, cherchons d’abord I’élément neutre et 1’élément symétrique du groupe de Lie

étendu G.

L’élément neutre est e = (0,0,0,0,0) (3.21)
L’¢lément symétrique est déduit de la relation :

G g' =eou g est]’élément symétrique de § et e le neutre de G.

D’ou:

1 1 1 1
(n +n'+ t’x—zt’zv,z,[) +y’ +§xv’ —va’ —Et’vv’,t+ thv+v,x+x' —t'v)

= (0,0,0,0,0)

2
=0

n+n’+t’x—%t
! l I_l I_l/ r o
Yv+y +oxv —svx' —-tvv =0
t+t'=0
v+v' =0
x+x'—tv=0



30

Réalisations symplectiques associées a une classe de groupes de lie de dimension trois

( n = —n—t’x-i—%t’zv

1 1 1
Y= —cxv' +ovx + ot
t'=—t
v =-v
x'=—-x+tv
( P

12
n = 77+tx+§t v

! —

1 1
_ - - o _ 2
Y’ = l/)+2xv+2v( X tv)+2tv

t'=—t
v =-v
\ x'=—x—tv
I 12
( n'=-n+tx+-t
e 4+ = 1o = 12 + 12
ilp— 1/J+2xv SvX —Stvt oty
t'=—t
L v =-v
x'=—-x—tv

l 1 2
n =—n+tx+§t v

Y =—y
t = —t
L v =—-v
x'=-—x—tv
L’élément symétrique est g=* = (—77 +tx + %tzv, —, —t, =V, —x — tv). (3.22)

3.5. Action adjointe du groupe G sur I’algébre de Lie étendue G

Nous savons que Adz X = §Xg~*avec g~1 = (n,¢,t,v,x) .

En posant X = (81, 8y, 6t, dv, 6x) le champ de vecteurs infinitésimal de G, nous aurons :
Ad(n,l[),t,v,x)(677J &Y, 6t, 6v,6x) = (n, Y, t,v,x) (81, 5y, 8t, 6v,6x) (n, Y, t,v,x)~1

1
= (n, Y, t,v,x)(6n, 6Y, 8t, 6v, 6x)(—n + tx + Etzv, =, —t,—v, —x — tv)

=(n, Y, t,v,x) (577 -n+ tx+%t2v— t5x—§t25v,51/) —gb—%v&x—%(ﬁv(—x—tv) —

%tvé‘v,&—t,5v—v,5x—x—tv+t6v)
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_ 1.5 1,5 1 1 1
=, Y, t,v,x) (677 —nttx+ oty - téx —5t v, 6y — ¢ —EUSx +Ex6v +Etv6v —

%tvSv,dt—t,(Sv—v,dx—x—tv+t6v)

=(n, Y, t,v,x) (577 —n+tx +%t2v— t6x—%t26v,61/) —1/1—%v6x+%x6v,6t— t,6v —

v,6x—x—tv+t6v)

=(n + 60— + tx + 220 — t8x — 2t26v + (6t — )x — 2 (5t — )2v, P + &p — P —
%v6x+%x5v+%x(6v—v) —%U(Sx—x— tv + tév) —%(&— t)(bv —v)v, t + 6t —
t,tv+o6v—v,x+dx—x—tv+tév — (8t — t)v)

=(6n + tx + %tzv — téx — %tzdv + x6t — tx — %(&2 — 2t6t + t¥)v, 5y — %vdx + %x(Sv +

Lasv —2xv —2vsx + 2vx + 1 tv2 — Lvtsv — Lvstsv + 2v25t + Lvtsv —
2 2 2 2 2 2 2 2 2

%tvz, 8t, 6v, 6x — tv + tév — vét + tv)

=(81 + tx + 220 — t8x — Zt26v + X6t — tx — S v8t? + tvSt — ~t2v, 5 — ~vox +

1 1 1 1 1 1 1
L X8V + = X8V — =XV — 8% + ~vx + 2 tv? — = vtSV — ~ VStV + ~ V25t + ~ tvdy —
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

~tv?, 6t, 6v, 8x + t&v — vit)

:(6n — téx — %tz&u + x8t — %v&z + tvdt, 5y — véx + x6v — %v6t6v +

~v25t, 8¢, 6v, 6x + t6v — vt ). (3.23)
L’expression (3.23) est I’action adjointe du groupe G sur ’algébre de Lie étendue §.

3.6. Action coadjointe du groupe G sur le dual de I’algébre de Lie

Soient Ad (, y tv.0)(f, Mo, bk, p) = (f',mo, R, k', p") ou f',my", B, k', p’ sont des éléments
de G* qui sont conjugués aux paramétres n,, t, v, x de G
et Ad oy .¢.0.20) (6N, 6, 8t, 6v, 6x) = (67', 8¢, 6t', 6v', 6x").

En utilisant la dualité entre 1’algébre de Lie § et son dual G*, nous avons :

(Ad (n ,t0,20 (fy Mo, by ke, 0), Ad (g g 0,200 (87, 6, 8E, 6V, 6x))
=((f',mg, ', k', p"), (6n', 8¢, 6t', 6V, 6x"))
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<(f’l mOI; h’; k’l pl); (6TIIP 61/)’; 6t,r 61‘7,! 6x,)) = ((fl mOI h' kl p): ( 67]! 61/); 6t' 61), Sx))
S o' +my'dyY’ + Kot + kK'6v' +p'dx’ = fén + mySyY + hdt + v + pbx

Or d’aprés la relation (3.22),0na:

( 1 1
8n' = &n — téx — Etzdv + x6t — = vt? + tvst

2
1 1
! 8P =&Y —vox +xbv - Evdt&v + Evz&
ot' = 6t
ov' = 6v
\ ox' = 6x + tdv — vét

1 1
S f'(6n — téx — §t26v + x6t — Ev&z + tvd

1 1
+my’ (&p ~ v8x + x6v - SvBtdY + Evz&) + RSt + k6w
+p'(x + tév — vét) = foén + mydY + hét + kév + pdx

1 1
o f'én — f'téx — Ef’tzdv + f'x6t — Ef’v&z + f'tvst + my' &Y — my' véx + my' x6v

1 1
- Emo’v6t6v + Emo’vz& + h'6t+k'Sv+p'Sx + p'tév — p'vét

= fén +mydyY + hét + kév + pdx

1
S f'on +my'sY + <f’x + f'tv + Emo’vz +h' — p’v) 5t
1 , 1
+ (—Ef’tz +my'x + k' + p’t) Sv+ (—f't—my'v+p)éx — Ef’v&z
1
— Emo’v6t6v = fén + myéyY + hét + kév + pdx

Par identification, nous avons :

( fl'=1

mgp=mg

o~

1
f’x+f’tv+zm0’v2 +h' —p'v=nh

1
—Ef’t2 +my'x+k'+p't=k

\ —f't—my'v+p =p
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( f'=r

my' = my
1
IR =h—fx—ftv—5m0v2+p’v

’ 1 2 14
k =k+§ft —myx —p't

\ p'=p+ft+myv
( f'=1
my’ =mg

) h’=h—fx—ftv—%mov2+(p+ft+m0v)v

k'=k+2ft? —mgx — (p + ft + mov)t

\ p'=p+ft+myv
( f'=f
my' = my

) h’=h—fx—ftv—%mov2+pv+ftv+m0v2

k’=k+%ft2—m0x—pt—ft2—movt

\ p'=p+ft+myv
( ff=r1
my’ =mg

1
) h’=h—fx+§m0v2+pv

1
k’=k—§ft2—m0x—m0vt—pt

\ p'=p+ft+myv

* 1 1
Ad{y e (f,m bk, p) = (f,mo,h —fx+ Emovz +pv,k— Eft2 — Myx — MUt —

pt,p + ft +mov). (3.24)

L’expression (3.24) est 1’action coadjointe du groupe G sur le dual de 1’algébre de Lie,

f,m, sont des invariants immédiats de cette action coadjointe.
3.7. Détermination de I’orbite coadjointe

Soient my, f, h, k, p les parametres conjugués de n,, t, v, x respectivement. La restriction de

la forme de Kirillov a I’orbite de I’action coadjointe est donnée par:
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0 -p» f
w =kij(hk,D)ogrmy =| P 0 mg (3.25)
—-f —-myg O
ou les invariants immédiats f et m, ont été utilisés pour référencer 1’orbite coadjointe.
Nous avons une matrice antisymétrique d’ordre 3 (impaire) ; donc dét(k;;(h, k,p)) = 0.
Cela nous renseigne qu’il y a un autre invariant que nous allons déterminer.
Recherche de I’autre invariant

Nous allons utiliser la formule suivante :
K, o _p 3.26
ij(“k)@ = (3.

D’apres (3.26), nous avons :

Posons I I’invariant cherché.

Le systéme devient :

ol ol
—pﬁ+f%= 0 (3.27)
ol ol
<p$+m0£=0 (3.28)
ol ol
k—f%—m0ﬁ=0 (3.29)
Posons que Z—: = 1. (3.30)

Par intégration, nous obtenons :
=I1=e+I(kDp).
Déterminons ensuite I (k, p).

(3.30) dans (3.28) et (3.29) donne :
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ol
p+m Foie 0 (D (3.31)
dal
~f=moz-=0(2) (3.32)
d
e mo# =-p
a1 —p
3 = (*)

Intégrons membre a membre 1’équation (*).

N
:fal— fmodp

Dot ] = — 2 + I(k
ou ——m+ (k)

al
De ()& —mo=- = f

al 1
S = "m0

De méme, intégrons membre & membre la relation (xx)
1
fol = —m—offdk
& I=—=fk+
= mof I

D’ou I=e+k(—mi0f)—ipz—2+c.

mo
oU c est une constante d’intégration.

ou de fagon équivalente

_ S R
e—I+k(m0f)+m0 .
Or,p = mylt~1 = myv est le moment linéaire et f la dimension physique d’une force

my2v?

2

=>e=1+k(mif>+mio( )

0

e=I+k(mi0f)+%m0v2. (%)
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Posons que mi =nol[n]=It"%etq = LS ; Nous obtenons :
0

mo
e=E.+E;+1I (3.33)
OUE, = %mov2 est I’énergie cinétique du systéme dynamique obtenu, E, = %moa)zqz est
I’énergie potentielle du systeme tandis que I est I’énergie interne du systéme.

L’expression (3.33) satisfait a la loi de la dynamique selon laquelle I’énergie totale du systéme
est égale a la somme de I’énergie cinétique E¢, de I’énergie potentielle E), et d’une énergie

interne au systéme.

La restriction de la forme de Kirillov a I’orbite est :

-1 _
Q= 1
° )
mgy
1
O —_
dk
—(dk d ™o ( )—o
o=kl . 7 Nap
mo
(dk d)_mi"dp
w = p
2L ak
mo

1 1
w = —m—odk.dp +m—0dp.dk

Puisgue nous avons posé q = mio il en résulte que dq = i—';. (3.34)
D’ou wy = —dq.dp + dp.dq
wy =dp.dq —dq.dp
wo =dp ANdq (3.35)

w, est une 2-forme symplectique standard.
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Donc, en définitive, I’orbite coadjointe pour cette classe de groupes de Lie dans le cas
particulier ou le parametre A = 1 est une variété symplectique de dimension 2 isomorphe donc
aR?,

3.8. Réalisations symplectiques

Les réalisations symplectiques nous aident a trouver les équations du mouvement. Dans notre

cas, nous obtenons, de la formule (3.24)

D(t,v,x) = (k — %ft2 —mgx — mout — pt,p + ft + mov). (3.36)
En utilisant la relation (3.34), nous avons :

D(t,q,p) = (myq — %ft2 — mox — myut,p + ft + myv) (3.37)
La restriction de la réalisation symplectique a I’orbite nous donne :

D(t,0,0)=(— ft? — mox — mgvt, ft + mov) (3.38)
En posant que m = m, (une masse), nous avons :

D(t,0,0) = (=2 ft? — mx — mvt, ft + mv). (3.39)

Les observables classiques (ou fonctions Hamiltoniennes) en coordonnées de Darboux p et g

sont données par :

{q(t) = —ft? —mx —mvt (3.40)

p(t) = ft+mv
3.9. Les équations du mouvement

La dérivation par rapport au temps t des observables classiques du systeme (3.40) donne les

équations du mouvement suivantes :

Nous avons :
dq ft dx
—=—ft—-m——mv
dt " dilv (3.41)
Sty
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ou nous avons supposé le cas le plus simple ou la masse "m" est une constante et ou f, v, x ne

dépendent pas explicitement de t.

dq
i —ft—2mv
t i (3.42)
—_ = +
It f+ma
oU a qui est une accélération et v une vitesse.
D’ou:
@q_ o v
dt2 f M
d’p
a0
d?q
— =—f —2ma
a (3.43)
d’p
—2=0
dt?

3.10. Solutions des équations du mouvement et leurs interprétations physiques
3.10.1. Solutions des équations du mouvement
Partant de 1I’équation (3.43), nous avons :

d=—f—2ma

fq‘ = f(—f—Zma)dt

fq'=f—fdt—f2madt
fijz—ffdt—Zmafdt

qg=—ft—2mat+c

Jq = J(—ft—'Zmat+c)dt

2 2
qz—%—zmzat +ct+C
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2

q= —% —mat? +ct+ C, (3.44)
ol [c] = mlt™?! est le moment linéaire et [c;] = ml est le moment statique.
3.10.2. Interprétations physiques

Dans 1’équation (3.44); q: prend la dimension d’une longueur. C’est une position.

f est une force. Sa dimension est mit~2; t c’est le temps ou la durée et c et ¢; sont des

constantes de primitivation de dimensions respectives mlt~! et ml.

La donnée d’une condition initiale du systéme pourrait permettre d’éliminer les constantes
d’intégration et avoir des intégrales premicres particulieres (ou solutions) du systéme

différentiel d'ordre deux (3.43).
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CONCLUSION GENERALE

Le travail intitulé «Réalisations symplectiques associées a une classe de groupes de Lie de
dimension trois » construit par la méthode des orbites coadjointes, un systeme dynamique
¢lémentaire dont 1’espace de mouvement est une variété symplectique de dimension 2 munie
d’une structure symplectique standard. Nous sommes partis d’une classe de groupes de Lie dont
la classe d’algébre de Lie correspond a la 6°™ classe de la classification 3-dimensionnelle faite

par Ganbouri [1].

Pour y arriver, nous avons d’abord rappelé certaines notions pour aider le lecteur a comprendre
le reste du travail. Il s’agit principalement des notions de groupe de Lie, d’algébre de Lie, de
passage de 1’algebre de Lie au groupe de Lie et réciproquement, de 1’application exponentielle,
des formules de Baker-Campbell-Hausdorff, de 1’action adjointe et coadjointe et de I’orbite de

I’action coadjointe.

Ensuite, nous avons developpé de facon claire et concise les différentes étapes de la méthode

des orbites coadjointes.

Enfin, sachant qu’un groupe de Lie agit a la fois sur son algébre de Lie et sur le dual de son
algébre de Lie, nous avons déterminé les deux actions adjointe et coadjointe. A partir de I’action
coadjointe, nous avons determiné 1’orbite coadjointe qui est une variété symplectique dont la
2-forme symplectique est obtenue a partir de I’inverse de la restriction de la forme de Kirillov
a I’orbite. La réalisation symplectique déduite de I’action coadjointe a permis de déterminer les
équations du mouvement du systéme dynamique résultant et I’analyse dimensionnelle a permis
d’interpréter physiquement les nouveaux parametres d’extension. Des méthodes d’analyse ont
été utilisées pour trouver les intégrales premiéres (du systéeme dynamique obtenu) ou les

solutions des équations du mouvement correspondant a ce systéme.

Nous ne prétendons pas avoir épuisé le sujet. Le cas général ou le paramétre réel 1 dans la
structure de Lie associée a la classe correspondante dans la classification faite par Ganbouri [1]

pourra faire I’objet d’une étude ultérieure.



41

Réalisations symplectiques associées a une classe de groupes de lie de dimension trois

REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES

[1] S. Benmouloud, B. Ganbouri, SM. Sbai, Structures de Lie-Poisson sur SU(2) et SL(2,R),
African Journal of Mathematical Physics. Vol2, No1, (2005) 49-52.

[2] T. Masson, Géométrie Différentielle, groupe et algebre de Lie, fibré et connexion.

Laboratoire de théorique, Université de Paris X1, 2001.

[3] J. Lafontaine, Introduction aux variétés différentielles, Les Ulis, EDP Sciences, 2010,
369p (ISBN978-2-7598-0572-3), p.152.

[4] N. Bourbaki, Eléments de mathématique : Groupes et algébres de Lie, Springer, 2006.

[5] E. Cartan, « La théories de groupes finis et continus et I’analysis Situs », Mémorial Sc.
Math., vol. XLlII, 1930, p. 1-61, § 2.

[6] R.Zhang, The Baker-Campbell-Hausdorff formula, Columbia University: New York, NY,
USA, 2017.

[7] A. Lesfari, Géométrie symplectique et Mécanique Hamiltonienne, Tunis, 2012.

[8] A. Lichnerowicz, « Représentation coadjointe quotient et espaces homogenes (extrait)

[archive] », sur pmls.oxfordjournals.org (consulté le 20 septembre 2024 a 7h22min).
[9] J.M. Souriau, structure des systemes dynamiques, Dunod, 1970.

[10] A. Ngendakumana, Group theoretical construction of planar Non commutative systems,

Abomey-Calavi, December 2013.

[11] C.-M. Marle, Variétés symplectiques et variétés de Poisson, Université Pierre et Marie
Curie, 1998-1999.

[12] A.A. Kirillov, Lectures on the orbit Method, Graduate studies in Mathematics, American
Mathematical society, V 64, 2004.



