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Résumé

Ce travail est consacré a 1’étude des équations linéaires aux différences ¢ - non uniformes
du second ordre, qui généralisent les équations aux différences classiques et interviennent

dans la modélisation de systemes dynamiques discrets.

Apres un rappel des notions fondamentales du calcul aux différences ¢ -non uniformes, no-
tamment la dérivation et I'intégration, le mémoire présente I'étude des équations linéaires

aux différences ¢ -non uniformes du second ordre .

L’analyse principale porte sur les équations linéaires aux différences ¢ - non uniformes du
second ordre. Les conditions de solvabilité sont examinées pour les coefficients constants
et variables, puis les propriétés d’orthogonalité et de controlabilité des solutions sont
étudiées.

Les résultats obtenus conduisent a la construction de la matrice de controlabilité du sys-
teme étudié et permettent de mieux comprendre la structure et le comportement de ces

équations, tout en mettant en évidence leur intérét dans les mathématiques appliquées.

Mots clés : Calcul aux différences q - non uniformes, Dérivabilité, Intégrabilité, Solv-
abilité, Orthogonalité, Controlabilité et Matrice de Controlabilité
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Abstract

This work is devoted to the study of second-order linear equations with g-nonuniform
differences, which generalize classical difference equations and are used in the modeling

of discrete dynamical systems.

After a review of the fundamental concepts of g-nonuniform difference calculus, includ-
ing differentiation and integration, this thesis presents a study of second-order linear

g-nonuniform difference equations.

The main analysis focuses on second-order linear g-nonuniform difference equations. Solv-
ability conditions are examined for both constant and variable coefficients, and then the

orthogonality and controllability properties of the solutions are studied.

The results obtained lead to the construction of the controllability matrix of the system
under study and provide a better understanding of the structure and behavior of these

equations, while highlighting their significance in applied mathematics.

Keywords: Nonuniform g¢-difference calculs, Differentiability, Integrability, Solvability,
Orthogonality, Controllability, Controllability matrix
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Avant-propos

A la fin du deuxieéme cycle des études universitaires, I'Université du Burundi organise des
travaux de recherche pour les étudiants de ce cycle. Le présent mémoire s’inscrit dans
ce cadre et permet aux étudiants de Master en Mathématiques Fondamentales et Ap-
pliquées d’obtenir le diplome de Master en Mathématiques Fondamentales et Appliquées.
Ce travail est consacré a ’étude des équations linéaires aux différences g-non uniformes

du second ordre, en mettant ’accent sur la contrélabilité de ces équations.

Les équations aux différences ¢g-non uniformes généralisent les équations aux différences
classiques et les équations aux g-différences. Ce mémoire vise donc a apporter une con-

tribution & ce domaine.

Les résultats obtenus montrent que I'approche développée permet d’analyser efficacement
la contrdlabilité des équations linéaires aux différences ¢g-non uniformes du second ordre

et confirment que les objectifs de ce travail ont été atteints.
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Introduction générale

Les équations linéaires aux différences g-non uniformes comme les équations

aux différences et ¢-différences font parties de I'analyse discrete.

Dans le cas non uniforme, les équations linéaires aux différences ¢-non uniformes
constituent une extension naturelle des équations différentielles classiques

et des équations aux différences g-uniformes. Elles interviennent lorsque les points de
discrétisation du domaine ne sont pas régulierement espacés, mais suivent une loi de vari-

ation donnée, souvent de type géométrique.

Notre travail est composé de 3 chapitres :
Le premier chapitre porte sur le calcul aux différences ¢g-non uniformes en considérant la

dérivée aux différences divisées la plus générale [9, [10]:

Df(u(s)) = LU+ ) = 76 —2)) 01)

Le second chapitre porte sur les équations linéaires aux différences g-non uniformes du

premier ordre qui s’écrit comme :

Dy(x(2)) = a(z(2))y(x(2q"2)) + b(w(2)). (0.2)

On résout 'équation (0.2))dans le cas homogene et étudié quelques cas élémentaires.

Et enfin, le dernier chapitre porte sur les équations linéaires aux différences g-non uni-
formes du second ordre. Il y a la solvabilité, I'orthogonalité et le controlabilité des systemes

linéaires aux différences g-non uniformes du second ordre.
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Chapitre 1

Calcul aux differences g-non

uniformes

Considérons la dérivée par différence divisée la plus générale [9] [10]:

Dfuts) = LU e =

) ) (1.1)

admettant la propriété suivante : si f(t) = P,(t(s)) est un polynéme de degré n en t(s),
alors Df(t(s)) = P

P,_1(t(s)) est un polyndéme de degré n — 1 en t(s), on est naturellement
conduit aux formes canoniques suivantes de ¢(s), par ordre de complexité croissante :

N

N |

1.2)
t(s) = s, 1.3)
s) = ¢ (1.4)
t(s) = qszq—s? qeC, seZ. (1.5)

Lorsque t(s) est donné par (L.5), la dérivée correspondante est généralement appelée

Uopérateur de différence divisée du premier ordre d’Askey Wilson [1], que 'on peut écrire :

, 1.6
) — x(2q77) 0
ou : .

x(z)zz_l—;,sachcmt que z=¢"°.

Le calcul lié & (1.3) - (1.5) (respectivement aux différence; aux g¢-différence et aux g-
différence non uniforme) est appelé le calcul discret.
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1.1 Dérivée du produit de deux fonctions

Considérons deux fonctions f(x(z)) et g(z(z)), nous déterminons la dérivée g-non uni-

forme de leur produit sous la forme :

(F)(a(02)) = (o) (g ~2)
xl(zqi) - fﬁl(zq_i) 1 1 (1.7)
flalzg?)o(o(z02)) — flo(za~2)gle(e™2))
2(2q2) — x(2q2)

D(fg)(x(2)) =

En ajoutant et en retranchant au numérateur par le méme terme f(z(zq2))g(z(zq~2)), la

dérivée devient :

D(fg)(x(z)) =

Ou encore :

D(fg)(x(2)) = g(a(2q2))Df(x(2)) + f(x(2q"2))Dg(a(2)). (1.10)

1.2 Dérivée du rapport de deux fonctions

Pour deux fonctions f(z(z)) et g(z(2)), la dérivée g-non uniforme de leur quotient est

déterminée par :

; fa(za?) _ flalzg 2)
DL (2(2) = g(w(zqﬁl)) 9(I(zq_f))7
() e o(eqh) = 2(agT) 111)
_ fla(za2))g(a(zq72)) — F(a(2q72)g(x(2q2))
[2(2q%) — 2(2q72)]g(x(2q%))g(x(2q" 7))

En ajoutant et en retranchant au numérateur de cette fraction par le méme terme g(z(zq~2)) f(z(2q72)),

nous obtenons :

D (f) (o)) 20 CT DI ~ Jlr(zg4) Dyla(=) )
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1.3 Dérivée d’une fonction composée

La dérivée d'une fonction composée f(g(z(z))) est donnée par :

D(f(o)) () = f(g(l‘(zqﬂ;) - f(g(fgzq‘i)))_ (1.13)

2(2q7) — x(2q73)

En multipliant et en divisant au second membre par:g(x(zq’%)) — g(x(zq%)) dans (1.13)):

Flala(a2) = Folatza ) gla(za2) — glalzg )
D r(z)) = : . : T , .
Nt g((2¢2)) — g(x(2q72)) 2(2q%) — x(2q"?) .
o flgta(zah))) ~ Flglazg~H)
D r(z)) = : : , .
(Duf (o) ata)) = 4 EAL T (1.15)
on trouve
D(f(9)(x(2)) = (Dyf(9))(x(2)) Dg(x(2))- (1.16)

1.4 Dérivée d’une fonction inverse

En considérant la fonction y = f(z), il en découle que z = f~1(y) ot f~! est la fonction
inverse de f. En appliquant la dérivée aux différences divisées sur les deux termes de

I’égalité précédente, nous obtenons :

| I aGe)) My ) y@eet) —ueGe ) g e g
y(@(2q2)) — y(z(zq2)) x(zq2) — x(2q"2)
Donc:
1
Dl = Dy’
[y (2q2))) — F (y(x(2q72)))
D x(z)) = T T . .
D)) y((zq2)) —y(z(2q72)) 9

1.5 Intégration aux différences ¢-non uniformes

Reconsidérons la dérivée définie en ([1.6)),

avec L
x(z) = q+2q et z=4¢q".

Par la suite, pour étre plus concret, nous supposerons que : 0 < ¢ < 1.
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En se basant sur cette dérivée, définissons l'intégrale ¢-non uniforme en tant qu’opérateur

inverse de la différentiation comme suit [2] :

_ G T )
/x(;N)) g(x(z)) dql’(2> = Zl [33 ((]T 2) — (qr+2>} g (:L,(qr)) ) (119)

En remplacant ¢" par z dans cette derniere, nous obtenons :

z(q® T qu%) ) )
/m(;N)) 9(@(2)) dgz(2)= {:1: (zqfi) — (Zqﬁﬂ g(2(2)). (1.20)
z(z):x(qs+%)

Remplacgons ensuite z par q%z au second membre et utlise le décalage de —% pour la

sommation, nous obtenons :

z(q® z(q )
[ g datz)= X () -2 @) (sz0h). (1.21)

(@) #(z)=e(a*)
avec :
24271
x(z) = 5 (1.22)
ou sa généralisation
x(z) = ;(z + Zlq), (1.23)

connu dans [I], 8] pour les polynémes d’Askey—Wilson.

-3+,

_ ; l(z —g2) + C = qlzﬂ , (1.24)

Donc
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2(2) — 2(qz) = 1;% <1+ ) (1.25)

Remplagons ([1.25)) dans ((1.21]),nous obtenons :

/;(QS) g(2(2)) dga(z) = ;(1 —q) > 2 (1 - 1) 9(x(q?z)). (1.26)

(a™) ot

Cette égalité nous donne en particulier I'interconnexion entre l'intégrale g-non uniforme

et la g-intégrale qu’on appelle aussi intégrale de Jackson [4] :

/:<qs>g<x(z))dqx(z> _ ; /q (1 1 ) o(2(g42)) dy2. (1.27)

(@) v\ g2

Pour N — +o00, nous obtenons :

/;(Z) 9(2(2)) dgz(z) = ;/OZ <1 - 1) g(x(q72)) dyz,

(0) qz?

= ;(1 - q)Ziqi (1 - q2+11Z2> g(x(q2*'2)), (1.28)

= - qwio;qif(x(q%“z)),

ou

flotat) = (1 ) atotato). (1.29)

1.5.1 Principes fondamentaux de I’analyse ¢g-non uniforme
1.5.1.1 Premier principe

Nous pouvons formuler I’énoncé de ce principe comme suit :
« la dérivée g-non uniforme de 'intégrale d’une fonction est cette fonction elle-méme »

ce qui correspond a 1’équation :

D| [ stel@diat)] = stz (150

x(z 2(q" - 1
L7 gz = X [ — a(08)] gla(2)). (1.31)

(g™)

En dérivant les deux membres de cette égalité, nous obtenons :
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z(z gc(qN_%) ) )
D [/x(q(N)) g($<2’)>dqx(2>] =D Zl x(zq~2) — x(zqz)g(x(z))] (1.32)
z(2q2)

Calculons la dérivée aux différences divisées pour le second membre, nous avons :

z(z wdV ) ae"2) o(20-3) — 2(2a%
D M (=) g(z(z))dqx(z)] = { S ] (24 %)_ ( q%;g(x(z)). (1.33)

(™) 1 1
x(2q2) x(2q2)

En utilisant le décalage de —% pour la premiere somme et le décalage de % pour la deuxiéme

somme dans I’équation (|1.33)), nous obtenons:

w@¥"2) gV ")

DV:(Z) g(ar(z»dqx(z)]{ > -y ]g@c(z)). (1.34)

2() 2(zq)

Sachant que z = ¢°, avec N > s, alors ([1.34]) s’écrit :

x(z a:(qu%) x(qu%)
p| [ stelnaud)| = | X =% fatetar), (1.35)
=(a™) z(q*) z(g°th)

(1.36)

D [ [ ga2) dye(a)| = gla(2)). (137

1.5.1.2 Deuxieéme principe

[ PN ) = fa(:) - fala™)) (1.38)
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En effet, a partir de la définition de I'intégrale g-non uniforme, nous avons :

z(z) m(qu%) ~ L )
/x(qN)(Df)(:v(z))dqx(z) = > ez - m(zqa)] (Df)(x(2)),
z(2q2)
s(g""2) 1y 1
=S [alea ) —alegh)] LECLED ZTEER) -y )
2(:q?) 2(z2q72) — x(2q2)
m(qN_%) i ) X
= Y [fa(za72) - fla(zg2))].-
2(zq%)
Posons z = ¢° au second membre avec N > s, nous obtenons :
z(z) m(qN_%) L m(qN_%) .
A(qw)<Df><w<Z>>dqx<z> = X Sl - X fa@t2).  (140)
2(g+)) o)

En développant le second membre de cette équation , nous obtenons :

z(z) +1 s+2 N-1
/gc(qN)(Df)(fc(Z))dqfc(Z) = [(2(@*)) + f(2(@) + f(@(¢™7)) + -+ fla(g™ ) (1.41)
= fla(g™) = fla(a™?) — - = flz(d™)).

Donc :

(aV) (1.42)

1.5.2 Intégration par parties

La relation (1.10]) vue dans la dérivée de deux fonctions peut s’écrire sous la forme :

D(fg)(x(2)) = f(x(2¢2))Dg(x(2)) + g(x(2q2)) Df (x(2)),

) ) (1.43)
= f(2(2q?))Dg(x(2)) = D(fg)(x(2)) — g(x(2q"2))D(f)(x(2)).

Multipliant les deux membres de cette égalité par v(z) = z(2q2) — z(2¢2) et intégrant

de z(¢") & x(z), nous obtenons :

/;:j) F(x(2q7))Dg((2)) (247 7) — 2(2q7)] = /::;)) 9)(2(2))[2(2q72) — 2(2q?)]
B /x:fzv)) g(w(2q ) Df ((2))[2(2q7%) — (2q?)].

(1.44)

Or nous savons que :

(2q7%) — 3(2q%) = dy(a(2)). (1.45)
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Cela nous amene a écrire :

[ Hea)Dytaedtatz) = [ Do) ale)dy(a(2)
B (1.46)

- / ) D (0(2))dy(2(2).
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Chapitre 2

Equations linéaires aux différences

g-non uniformes du premier ordre

2.1 Equations linéaires aux différences ¢g-non uniformes

du premier ordre

Une équation aux différences ¢g-non uniforme linéaire du premier ordre peut étre écrite

Dy(x(2)) = a(@(2)y(z(2q"2)) + b(x(2)), (2.1)

voir dans [I}, 6, 8], ou différemment comme :

Dy(z(z)) = a(x(2))y(z(2)) + b(z(2)), (2.2)
ou ¥, a et bsont des fonctions scalaires.

Toutefois, I’équation de la forme :

Dij(x(2)) = alx(2))i(x(2q7)) + b(x(2)), (2.3)

avec  {, a et b des fonctions scalaires, peut étre obtenue de 'équation en remplacant

q par q_l.

D’ou l'équation ([2.3) peut étre considérée non pas comme une équation indépendante

mais comme associée a ’équation ([2.1)).
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2.1.1 Equation homogéne

Considérons d’abord I'équation (2.1). Sa version homogene s’écrit :
Dy(x(2)) = a(x(2)) y(z(q~22))- (2.4)

Lorsque D, f(xz(z)) — f'(x(2)) et que ¢ — 1, 'équation ({2.4]) devient la version g-non

uniforme de ’équation différentielle classique :
y'(t) = a(t) y(t). (2.5)

Ainsi, comme dans le calcul différentiel ou calcul aux différences, pour résoudre ({2.1]), nous
résolvons d’abord ([2.4]) et nous appliquons ensuite la méthode de Lagrange dite méthode
de variation des constantes[].

La résolution de (2.4) nous donne successivement :

2)y(x(2q72)),  (2.6)

= [1 + (IK(ZC]%) — x(zq’f))

En posant . .
1+ u(z — 2z Ya(z(2)) = p(2), (2.7)

y(x(2q?)) = p(2)y(z(2q7?)). (2.8)

Si yo(x(z)) est solution de 1'équation homogene (2.4]), nous avons :

1

yo(x(2q2)) = p(2)yo(z(zq2)). (2.9)
En remplacant z par zq’% dans ’équation (2.9)), on obtient:

yo(z(2)) = p(zq_%) yo(x(zq_1)> . (2.10)

Ensuite, afin d’exprimer le terme yo(z(2¢™!)), on remplace z par z¢~! dans I'équation

(2.10)), ce qui conduit a

-

vo(z(2q") =p(2¢777") wo((2¢7)) - (2.11)
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et puis remplagons I"équation (2.11)) dans (2.10)).

En poursuivant ce procédé par itération, en remplacant successivement z par zq =2, zq

dans ’équation (2.9)), on obtient :

wo(2(2)) = p(zq~2)yo(x(2q7")),
= p(2q"2)p(2q~2 Vyol(a(2q72)),
= p(2q 2)p(2q" 2 )p(2q 2 2)yo(x(2q7%)).

Apres N itération on obtiens:

ho(x(2)) = [H p(zqﬁf))] o4~

A partir de I’équation ((2.9)), on peut écrire:

1 1

yo(x(2472)) = [p(2))] " yo(a(2q2)),

: 1 o, .
et remplagons maintenant z par zqz dans la derniere équation, nous obtenons :

wor(z) = [p(za2))] " vole(zq)).

Par itération , en utilisant I'equation ([2.15]), on obtient successivement:

1-1

nla() = |p(=02)| ez,

et plus généralement, nous avons :

N—-1

yo((2)) = lH p(zq”é)] ) yo(z(2q")).

1=0

12

-3

PR

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

Considérons maintenant 1’équation associée a I’équation ([2.1)), c’est-a-dire 1’équation aux

différences g-non uniformes linéaire du premier ordre (2.3)) obtenue en remplacant ¢ par

q ! dans (2.1)), encore ici, 'équation homogene correspondante est :

Dj(a(z)) = a(x(2))i(w(2q7)).

(2.18)
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Comme précédemment, en développant cette derniere, nous obtenons :

<
—
8
S
I
K
I
SN—
SN—

J(w(2q77)) = §la(2q?)) — [2(2q72) — 2(2q?)] @
| ; I3 . 2.19
el h) = gla(eah)) - |0 <z—z—l>] ale(:Diatah), O
Ho(q) = [1 -5 >] (e (2)ila(0%),
§(w(2q77)) = §(a(2q2))p(=),
#z) = 1= 22— 2 a(a(2)), (2.20)
Donc I'équation devient:
G(w(2q72)) = G(w(2g2))B(=). (2.21)

Si go(z(z)) est solution de 1’équation homogene (2.18)et en remplagant z par zq% dans
I'équation ([2.21]) alors nous avons :

To(x(2)) = B(2¢?)go(x(2q)), (2.22)
Jo(2(2)) = plza?)jo(z(2q)),
= p(2¢2)p(2¢= ) go(2(2¢%)),
~ 1. Liqy ~ ligy— 3 (2-23)
= p(2q2)p(2q =) p(2¢2 ) o (2(2¢%)),

et plus généralement, nous avons :
N-1 . N
o(x(2)) = [H ﬁ(zq’“)] Jo(x(2q")). (2.24)
i=0

A partir de I’équation ([2.21]), on peut aussi écrire comme:

1

. 1 ~ =1 ~ _1
do((292)) = [p(2)] " o(w(2¢72)), (2.25)
et remplagons maintenant z par zq’% dans léquation ([2.25)), nous obtenons :

1

Jo(2(2)) = [plzq7%)] " Golalzg)). (2.26)
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D’une maniere récursive ,on a:

ioa(:) = | T )| inGole™), (2.28)

D’ou le lemme suivant :

Lemme 2.1

Les équations (2.13)) et (2.24) ou (2.17) et (2.28|) peuvent étre obtenues l'une de l'autre

en remplagant q par ¢ et a(z(2)) par a(x(z)). C’est ainsi que pour obtenir une solu-

tion de (2.18)) avec ax(z) = a(x(2)), il suffit de remplacer q par q~* dans la solution (2.4]) .

Nous pouvons écrire (2.17)) et (2.24) sous les formes suivantes:

yo<x<z>>=[ 10 p(tq%>] yo(z(20)), (2.29)

t=zpq "1

Jo(x(2)) = { H ﬁ(tqé)] Jo((20)), (2.30)

t=z0q~1

pour z = ¢ ¥:2, et pour un certain entier positif k..
Maintenant, si a(z(z)) = —a(x(z)), p(z) = p(2) alors la multiplication de (2.29)) par ([2.30))

nous donne :

yo(2(2))h0(2(2)) = yo((20))Fo((20))- (2.31)

En particulier, si yo(z(20))%0(x(20)) = 1, alors yo(z(2))go(z(2)) = 1, V 2z = ¢ *2.

En utilisant (2.13]) et (2.28]), nous obtenons que yo(z(2))go(x(2))

a~dire que yo(x(2)) est I'inverse de go(z(2)) et vise-versa .

V 2z = q"2, cest-

D’ou le théoréme suivant :
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Théoreme 2.1

Siy(z(z)) et g(x(z)) sont des solutions respectives des équations associées :

1

Dy(x(2)) = a(z(2))y(x(zq" 7)), (2.32)
Dij((2)) = —a(x(2))j(x(2q?)), (2.33)

satisfaisant les conditions
J(@(20))y(2(20)) = 1, (2.34)

alors ces fonctions sont inverses l'un par rapport a autre.

Il est cependant possible de donner une preuve directe de ce théoreme en appliquant la

dérivée du produit g(z(2))y(z(z)).

Nous obtenons :

D(jy) = Dy - y(x(2q~2)) + §(z(2q%)) - Dy
= —a(a(2)5(x(2q7))y(x(2q72)) + §la(2q?))alz(2)y(z(2q" 7)) (2.35)
=0.

Donc

D(ijy) = 0. (2.36)

Puisque la dérivée du produit g(x(2))y(x(z)) est nulle, cela signifie que

y(x(2))y(x(2)) = constante, et la condition (2.34) nous apporte le résultat.

A partir du théoréme 2.1 et du lemme 2.1 nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 2.1

Linverse de la solution de

Dy(z(2)) = a(x(2))y(x(2q"2)), (2.37)

est une solution de
Dy(z(z2)) = —a(z(2))y(z(zq"2)), (2.38)
avec q remplacé par ¢ *.

Pour discuter la forme exponentielle de la solution de (2.4]), nous la résolvons d’abord,

nous 1’écrivons sous la forme d’une équation aux ¢-différences en variable z , on a:

1 ~1
et Dy D) o (o(2))y(a(2g7H)),

(2q7)—(2q" 2)

8
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1 IEN ’ .
en remplacant z par zq2 dans cette derniere équation on a:

YLD - o(a(2q2))y(2(2)),

y(w(2q) — y(x(2)) = [£(2q) — 2(2)] a(w(2q>) y(2(2))- (2.39)

Calculons d’abord z(zq) — x(z) en utilisant ’équation (|1.22]), nous avons:

1 1
w(q2)=2<qz+qz>,
1 1 1
x(qz)—$(2)=2<qz+qz_z_z>
1 1/1
:zlz(q_le(q_l)] (2.40)
1 g—1
=3 z2(g—1) — QZ]
_qg—1 1
)
q—1 1
E Z(“w)
Donc
qg—1 1
wlgz) —2(2) = 7 Z<1_qz2>' (2.41)

Remplagons (2.41)) dans ([2.39)),on trouve :

= jae =) (1= L atetGat et (2.42)

Pour la fonction y(z(z)),la dérivée de Jackson [7] est Dyy(x(z)) = Lelza)—vi)

qz—z

On obtient 'équation:

Day(x(2)) = B(2)y(x(2)), (2.43)

5(2) = Sala(zq) (1 - ) | (2.41)
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Pour faire face a (2.44]), définissons une ¢-version de la fonction logarithme en fixant

2 Dyf(2)

()% [

d,z, (2.45)
ou
2= f11), = flz) =1,

et une ¢-version de la fonction exponentielle en tant que fonction inverse de la ¢-logarithme

par :

éq(f) = Ui (f). (2.46)

Ceci signifie que :

z Dgf(z)
I5 dqz)

f(z) = éq(

(2.47)
Exemples
1)D’un coté, par (2.45)), on a:
N = D, zb
lig() = [ =i d,
b2t — 20 1 d
= —dyz
1 oqz—z 2077
b _ z
[ (2.48)
g—1.J1 21
b1
_ 1 In,,
In,
= logzq B
2) Sie; =332 ﬁ’;, est la fonction g-exponentielle habituelle, alors par (2.47)), nous avons
que
Dyey” = ae”,
az ~(foz %dqz)
— G T ’ (2.49)
~(fozadqz)
= €q )
_ é((laz)’
ot 2.2 _ .2
22 qg-zm — 2% 2
quqz = 7z — 2 €q25
=(q+ 1)2633,
o2 (2.50)
[foz(q+1)2;2d42‘|
E=54 622 - éq @ 5
.2
=é. .
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Plus généralement, nous avons

qug‘; = (qub)egb

20
[fOZ(qub)?dqz‘|
= € =& o (2.51)
_ éngZ(qub)dqz)
— &M

mq(egi) =2 4 lnq(egj), (2.52)
lﬁq(efll;) = lnq(e;:),

ou [n, est I'inverse de la fonction g-exponentielle habituelle e,.

Il est également intéressant de noter qu’a partir des relations (2.45)) et ( , s’en suivent

clairement les formules : Dou(2)
R TEN (259
Dyéq(v(2)) = eq(v(2))Dgv(2),

de maniere similaire que pour les situations différentielles.

Nous pouvons maintenant écrire formellement la solution de ([2.44))-(2.43)) comme :

(2.54)

Par comparaison (2.13)) et (2.17)) avec (2.45)), on a :

Yor(2 [H pltg?) ] yo(x(20)), 2z = 20¢"™, (2.55)

t=qzo

et

yox(z [ H p(tq™ 5] yo(z(20)), 2z = 20q™ ", (2.56)

t=q~1lzo

pour un certain entier positif n, et un complexe ¢q # 0.
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D’ou alors nous pouvons écrire :

1
{é J7 aa(za2) (1q%> dqz}

€q = Eq(ZOQ a(z(2)); 2),
z 1
I1 p(tq‘2) z = z20q" (2.57)
def | t=4q%0
— i L -1
[ 11 p(tq2>] , 2=207"
t=q"1zo

ou nous avons supprimé le facteur yo(x(29)) puisque dans la définition (2.45)), 2o avait été

choisi de maniére & ce que yo(z(z0)) = 1.

La notation E,(zo;a(a(z)); z) rappelle que cette fonction est une version g-non uniforme

de la fonction exponentielle exp ( I a(x)dx) qui est solution de (2.5]).

Si zg = 0, alors

e (0 ala(2)): 2) (2.58)
zﬂ)[p(zqéﬂ) -
et pour 29 = o0
éc[% o olet) (1_‘”12) dqz] = By(o0; a(x(2)); 2), (2.59)

= Zﬁ)[p(zq‘é‘i)],

En effet, si g(z) = %(a(x(zq%))(l - q%)) est la fonction intégrée dans le membre gauche

de [2.58) et (2.59), alors p(zq2) = (¢ — 1)zg(z) + 1 et par conséquent, la convergence du
produit en (2.58)) est équivalente a celle des séries 3°2°(¢ — 1)¢*29(2¢") = — J§ h(z)d,z.
Similairement, puisque p(zq’%) = (¢—1)g7'29(z¢ ') + 1, alors la convergence du produit
en (2.59) est équivalente & celle des séries >7°(¢ — 1)zq (217 = [Z g(2)d,z.

Il est cependant bien connu que 1'utilité des g-séries n’est pas nécessairement liée a leur

convergence. Ici, nous illustrons le corollaire en vérifiant que :

{ Ey(0;a(2(2));2) ™ = By (00 —a(a(2)); 2 (2.60)
Ey(o0sa(w(2));2) ™" = Eg-1(0; —a(x(2)); 2)
Si a(z(z)) = a = const, alors nous avons :

B,(0;0:2) = [1(1+ (g ~ Daza'hlzq) 2.61)

et
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Ey(00;a;2) = ﬁ(l + (¢ —Vazq ""'h(zq™7Y), (2.62)
ou 1 1
hz) = (1 - qz2> . (2.63)
Définissant
Cosy(20; 7(2)) = Balzoitirtz) +2E‘J<ZO; - x(Z))’ (2.64)
Sing (20 a(z)) 2 Fal20i 500 = Bl i 0(2), (2.65)
et
Coshy(zg: () & Pl LoE) & Falzoi 1)), (2.66)
Sinhg(zo;2(2)) & Bylzi L o(2)) _2Eq<20; —i22) (2.67)
Nous obtenons alors :
{DCosq(zo;x(z)) :—Sz’nq(zg;x(Zq_%))
DSing(zp; x(2)) :COSq(Zo;w(qué))
et
{DCoshq(zo;x(z)) = Sznhq(zo;x(zqfi)) 7 (2.68)
DSinhy(z0;2(2)) = Coshy(zo; x(2q"2))

2.1.2 Equation non homogéne

Considérons maintenant 1’équation (2.1) non homogene. Soit y(z(z)) étant la solution
de I’équation homogene correspondante(2.4). En utilisant la méthode de variation des

constantes sous la forme :

y((2)) = e(z(2))yo(2(2)), (2.69)

avec c¢(x(z)) une fonction & déterminer.

Pour ce faire, remplagons (2.69)) dans (2.1)) et en dérivant nous obtenons :

Dy, (x(2))e(@(2))] = ala(2))e(@(2q"2))yo(x(2q~2)) + b(x(2)), (2.70)

1

Dle(a(2)]yo(x(2q2)) + c(x(2q72)) Dlyo((2))] = alz(2))e(z(2q72))yo(z(2q7 7)) + b(a(2)).
(2.71)
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Or, nous savons que :

Dyo((2)) = al(w(2))e(x(2q7%)). (2.72)

Nous avons :

Dle(x(2)]yo(z(2q2)) + c(z(2q72))a(x(2)yo(2q~
Dle(w(2))lyo(z(2q

(2.73)
Ceci nous amene a la relation suivante :
(a2 = e+ [ o altaB IoGe(e) dya ), (2.74)
En remplacant dans (2.69)), alors y(z(z)) devient :
o) = wal@e+ [ el (wltabae) deo), (275)
¢ = v (a())y(a(z0)) (276)
Par , nous obtenons la forme générale de qui est :
V(ole) = oe(e)atea) [ualea) + [ et sttt Dt a2
B(a.b) = yo(a)yi (b) (278)

Nous faisons de méme pour I'équation associée a (2.1)), 'équation (2.3)) en utilisant la

méthode de variation des constantes tout en sachant que :

§(a(2)) = e(x(2))ho(2(2)), (2.79)

est sa solution générale avec ¢(z(z)) une fonction qu’il faut déterminer.
En remplagant cette équation dans ([2.3)) et en dérivant, nous aboutissons aux résultats

suivants :

(a2 = [ 507 altaE)io(0) dya(r). (2.80)

Remplagons maintenant ¢(z(z)) par sa valeur dans (2.79)), nous obtenons :
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§(2) = dola()e+ [ 55 (wlta™ ) ola(2)bla(t) dy(t),
&= §o(20))3 (2(20)).

Nous écrivons alors la solution générale de ([2.3) sous cette forme :

3ol2)) = dlo(e)alial) [aaCaa) + [ o) tta)ie(0)del0)]

avec

o(a,b) = gola)iy (b).

Signalons aussi que les solutions

et

(e = [ (), slta)ia(0)] dyate).

sont des solutions particulieres de (2.1]) et (2.3) respectivement.

22

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

Nous allons maintenant examiner quelques cas spéciaux de ’équation (2.1)). Puisque par
(2.77)), 'essentiel de la solution de ([2.1]) consiste a résoudre ([2.4]), nous pouvons considérer

ici que des cas homogenes.

2.2 Etudes de quelques cas élémentaires

1°* cas :

ou a = const.

Nous pouvons résoudre cette équation de deux facons :

1°) Nous utilisons :

y(z(2q7)) — y(a(2q"2)) 1
x(zq%) —x zq_é) = ay(@zq %)

En remplacant z par zq%, on a

y(@(2q)) = y(@(2) = [2(2q) — 2(2)] ay(a(2)).

(2.87)

(2.88)

(2.89)
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Or dans (2.41)), on a

Donc

solea)) = () = ylea =) (1= L Jaytelo)
CCEEC IRV

z2q— 2 2

On définit la dérivée de Jackson :

y(z(2q)) —y(z(2))

2q— 2

Dyy(x(2)) =

On a alors
Dw@@>:ao_1>

y(z(z)) 2 qz?

En intégrant les deux membres de 2y a z, on obtient :

/Z D,y(z(2)) _a [* ) 1
2w y(z(2)) 2 Jz qz2

Ce qui donne :

pour zy = =t.

2°) Pour résoudre

ol a est une constante.
On sait que la solution particuliere yq satisfait la relation fonctionnelle

1

-

vo(x(2)) = [pla72)] ol (2q)),
ou la fonction p est définie par
R
p(x) =1+ "= (z ==

23

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)
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Remplagons z par q%z. On obtient
(q%z — q’%z’l) a. (2.100)
Factorisons q_% dans la parenthese :

giz—q iz =g gz — 27,

d’ou
1 a, 1 1y 1 _
pla?2) =1+ 5@ —q ?)g 7(¢z—27")
Or .
1 1 1
> —q2)g2=1--,
( ) .
ainsi
1
i) =14 (1= 1) (-7
Comme
gt —1
gz — 2 = ,
z
on obtient ( )
1 a(q—1 5 1
2z) =14 —-—+= ——1. 2.101
paia) =1+ M () 2.101)
Pour trouver les racines, on pose p(q%z) =0:
alg—1) (4, 1
1+ —= — =1 =0. 2.102
e G (2,102
On met sur un dénominateur commun :
o 1
2z24+a(g—1) |z ——| =0. (2.103)
q
Ceci est une équation quadratique en z :
—1
alq—1)2* + 22 — ala=1) = 0. (2.104)
q

Les solutions sont données par la formule quadratique :

114 Sl
q
a(q — 1)

(2.105)

212 =

Ainsi, le numérateur se factorise comme

2z4a(q—1) (22 — ;) =a(q—1)(z — z1)(z — 29), (2.106)
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et on obtient la factorisation complete :

1 ):a(q_1)<

p(q22 S G 21)(z — z2). (2.107)

On peut également écrire cette factorisation sous la forme adaptée aux produits g-Pochhammer

—1
p(q%z) = a(q2)22(1 — 2z (1 = z2yh). (2.108)
Il s’ensuit que l'inverse est
1 2 1
)7 = : 2.109
[p(q=2)] alq— Dza (1 — z12-1)(1 — 2250) ( )
Posons 5
c=———. 2.110
a(q— 1)z ( )
La relation fonctionnelle pour g, devient
(«(2)) 1 (a(20) (2111)
x(z))=c x(2q)). :
Yo (1— 227 1)(1 — 225 %) Yolri=d
Enfin, la solution explicite est
-1.
yo(z(z)) = ziTq—(mqj ’Q)OO, (2.112)
n—1 ]
(@ q)n=[[1-da), (q) = lim (a;q)n. (2.113)
i=0
2°Me cag
1
Dy(x(z)) = ax(z) y(x(zq 2)) (2.114)

1°) Comme dans le cas précédent, pour résoudre cette équation formellement, on 1’écrit

d’abord sous forme d'une équation aux g¢-différences en variable z. On a successivement

) A ety
En remplacant z par zqZ, on obtient
y(x(20)) — y(2(2) = [(2q) — 2(2)] az(2¢7) y(a(2)). (2.116)
Or nous savons que:
o(2q) — 2(2) = ;z(q - 1)(1 - q;) (2.117)
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On a alors

1

(1 - q;) (2q2 +27q 2 )y(a(2))

= Z:a (z — z_3q_2)y(x(z)).

y(e(zq) —y(z(2) _

zq— 2 B

R

Or montrons que

Dyt = TELZEE Ly ),

A partir de la définition

On a alors

et

Par conséquent,

Comme
2q—z=2(q—1),
on obtient ) )
qu2<z> _ T (ZQ) -z (2)
z2q—z
12 -+ 1)
4 2(q—1) '

En utilisant

¢ —1=(q-1)(g+1), ¢?—-1=—(¢—1(¢+1)q>

Donc

1
20,y _ + -3 =2
D,x*(z) = 4(q+1) (z 27°q )
L’équation ([2.114]) peut donc s’écrire

Day(x(2)) = 6(2) y(z(2)),

26

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)
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avec L
8(2) = Gt (2 - 7' %) = 1 D)
Montrons que: )
B:) = L D)
On part de 'expression
B(z) = %q%(z 27

D’apres 1'équation (2.121]), on a
1
D (z) = Z(q +1) (z - z_?’q_2).

On en déduit A
(z — z’3q’2) ] D,z (z).

En substituant cette expression dans la formule de 5(z), on obtient

g+1
.
:qaj_Ql .72 (2)
Do, 1
8(z) = 7D (2)
Enfin,

et par suite

27

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)
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1
2°) La solution explicite de I’équation (2.114]) est obtenue en factorisant p(q2z) dans la

relation (2.15)) avec a(z(z)) = ax(z). On obtient successivement

—q 2
p(z) =1+ 7 2q (z — 27 Yax(2),
T 1 1 1
p(zq2) =1+ v 2q - (2q2 — = lq_ﬁ)azq2 +22 q°
=1+ qu%(q—l)—%Z 2g72(q—1)
D’ou X
1 2(g—1
p(zq2) = 9 EquQ ) (22 — 21)(2* — 29),
avec .
g
’ aq(q —1)
Ainsi
i — 1
a(l — q)q%ZQ (1 — 212_2)(1 — 2_2251)
En prenant
4
c= ,
a(l —q)qz 2o
on a )
yo(l'(Z)) = c(l — 2z 2)<1 _ Z_szl)yﬂ(fﬂ(zq»

Montrons que :

Si

Yo(a(2)) = ¢ ( Yo(#(2q)).

1—21272)(1 — 27225 ")

En divisant les deux membres par yo(x(zq)), on obtient

w(e(z) _ 1
w(a(za) (=2 (1 — 2257

En itérant cette relation, on remplace successivement z par zq, z¢>, ..., 2q

et 'on obtient

yo(z(zq™)) bl (1 _ le—2q—2i) (1 _ 2512_2q—2i)'

Supposant |g| < 1, on a

lim yo(x(2q")) = constante.

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)

(2.136)

(2.137)

(2.138)

(2.139)

(2.140)
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Alinsi,

Yo(2(2))

1

- CH (1 _ zlz—2q—2z‘) (1 _ 2512—2q—2i) ’

=0

En utilisant la définition du symbole g de Pochhammer [?],

on obtient

et

[e.9]

(@ q)oo = [[(1 — ),

1=0

00
=0

o0

=0

H(l - 212’72(]721') = (21q2_2§ QQ)OO

1

Y

Par ailleurs, le facteur ¢” peut s’écrire sous la forme

Inc

n __  ni—
" =g,

Inc
ce qui conduit a un facteur multiplicatif zina.

On obtient finalement la solution

3°™M€ cas :

On consideére 1’équation

Dyy(z(z)) = m

[T(1—2"7%%) = (2 27% ¢)oor

29

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.76)

Comme précédemment, on transforme cette équation en une équation aux g-différences

en la variable z. Par définition de la dérivée g-symétrique, on a

En remplacant z

Or l'on sait que

par zq%, il vient

w(zq) —a(2) = 3

(2.145)

(2.146)

(2.147)
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Par conséquent,

2q— 2 x(z) +v
Montrons d’abord que:
1 1
Par définition,
) z+271
x(z) =
2
On a
zq+ 2z gt
z(zq) = )
Alinsi,
1
x(zq) —x(2) = 3 <zq + 27 -2 - 2_1)
1
— S Ja- D+ =)
Par définition,
qu<z> _ $(2’q) — l‘(Z)
z2q — z
Comme
on obtient . o
Ta(g—1) +2Yg ' —1
Dya(z) = 2 [2(g=1) +2""(q )]
z(q—1)
1 —1/(,—1
1 e =)
2 z(qg—1)
Or
¢'-1_ 1
q—1 q’
d’out

Cela montre bien que

On integre alors

30

(2.148)

(2.149)

(2.150)

(2.151)

(2.152)



Equations linéaires aux différences ¢g-non uniformes du second ordre 31

et 'on obtient finalement

y(x(2)) = ég : (2.153)
=x(2)+v
4°%m€ cag
On considere 1’équation
q+1 z(2) 1
Dgy(z(2)) = — T y(w(g722)). (2.78)
q2 z*(2q 2) +p

Comme dans les cas précédents, on commence par transformer cette équation en une

équation aux g¢-différences en la variable z. Par définition , on a:

1

y(l‘(zq2z) — y(x(ZgiW)) 4 t 1 x(i) y(m(zq_%)>. (2.154)
x(2q2) — x(2q"2) q2 2%(2q %)+ p

1
En remplacant z par zq2, il vient

y(x(zq)) —y(x(z)) = y(x(2)). (2.155)

Or 'on sait que

1(zq) — x(z) = 3(2q — 2) (1 — > . (2.156)

Par conséquent,

2q—z T4 x;(z)_—l—;c y(x(2). (2.157)
Mais
Dya*(z) = §(a+1)(z = 27%0?), (2.158)
ce qui permet d’écrire )
Daa(2)) = L y(a) (2.79)

On integre alors

(2.159)

d’ou finalement

P L P (2.80)
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5¢M€ cas :

On considere 1’équation

a _1
Day(e(z) = 205 y(ﬂf(zq )) (2.160)
On cherche une solution sous forme de série:
oo
y(z(2)) = Y Cn2™ (2.161)

Par définition,

y(e(za1) —y(o(za~5)

(2q2) — w(2q77)

Day(a(z)) = (2.162)

En substituant dans 'équation de départ et en multipliant par z(zq?) — 2(z¢"2), on
obtient

1

y(2(2q?)) —y(2(2q77)) = a[x(zqzi(;;;(zq2)] y(w(zq?)). (2.163)

En faisant aussi la substitution de la série. On a

+oo

y((2q2)) = Y Cugi2" (2.164)
1 100 n
y(z(zq72)) = Y Cng 22" (2.165)
Ainsi, le membre de gauche devient
+00 n N
Yo (g7 —q 7)Cuz" (2.166)

On rappelle que
1
o) = 527,
d’out

o) — aaq ) = 50t g D)z - 7)),

-

et .
x(bz) = §(bz + b7z,

En les substituant, on obtient

+o0o " T 1 1 P 271 +o00 T
Y (aF =g B)C" =ale® —q2)p S D Caa B (2.167)
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En faisant la simplification du facteur rationnel,on a:

z—z7t b2 -1) b (1— 22
bz +b71z70  b22 4 bl B2 22 '

Apres multiplication et identification des puissances de z, on obtient une relation reliant

C,aC,_s.
On a ,

Cn - Ogn.
On obtient alors ’équation aux différences du premier ordre

R b i1 —ntl _ op2(gn—1 _ g—nt+ly B
C, = alg? —q"%)q (g q )C’n_l, Cy arbitraire. (2.168)

2(¢" — q=") + ba(g? — g 2)g "

6°™¢ cas :
De maniere analogue, on peut résoudre :

ax(z) 1

Dy(x(z)) = 2(07) — 2 y(r(q 22)). (2.169)

A partir du lemme 2.1 et du corollaire 2.1, nous en déduisons directement que la

fonction
y(z(z)) = éqff(z),

(<>oo> (2.170)

Ing\ (21927 L49) 00

Y

Inc ((z1qz_1;q)oc

qui est I'inverse de éflax(z)) — "I\ (gm0 ) est la solution de I’équation:

Dy(x(2)) = —ay(z(zq?)). (2.171)

Similairement pour la fonction

(2.172)

—1
Cne [ (2 2%10%) 00
Ing\ (21927 21¢%)c0
=z

Dy(a(2)) = —ax(2) y(x(g*=)). (2.173)

Alors que les fonctions
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et

sont des solution de:

Dy(a(:)) = ————— y(alq?2)),
x(zq 2)+v
Dy(a(e)) = —LHL T8 ghay)

34

(2.174)
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Chapitre 3

Equations linéaires aux différences

g-non uniformes du second ordre

Comme dans le cas des équations différentielles, les équations aux différences et les équa-
tions aux g-différences , les équations linéaires du second ordre sur des réseaux g-non
uniformes présentent un intérét particulier dans I’étude et les applications de la théorie

des équations aux différences définies sur de tels réseaux.

3.1 Solvabilité

Considérons les équations aux différences linéaires g-non uniformes du second ordre de la

forme

ao(2(2))[D*PPy(2(2)) + a1 (2(2)) D ¥y ((2)) + az(x(2))y(z(2)) = 0, (3.1)

et celles de la forme
ho(z(2)) D™D y(x(2)) + ha(2(2)) D y(z(2)) + ha(2(2))y(2(2)) = 0, (3.2)
ag, ho # 0, ot D et D~sont des opérateurs de dérivation définies par

" _ flez)~fa()
Dry(x(2) = =00 (3.3)

D y(z(z)) = W

lorsque 'on s’intéresse a la propriété d’auto-adjointe. Comme dans le cas des équations
différentielles ou équation aux différences, il n’y a pas de méthode générale pour résoudre
ces équations en quadrature pour les coefficients généralisés ho(x(2)), hi(z(z)), ha(z(2)),

ag((2)), ar(2(2)), as(2(2)).

Cependant, certains cas particuliers peuvent étre résolus explicitement.
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3.1.1 Cas des coeflicients variables

Considérons 1’équation et supposons que 1'une de ses deux solutions indépendantes,
disons y;(x(2)), soit connue. L’autre solution, notée ys(x(z)), peut alors étre obtenue,
comme en calcul différentiel ou aux différences. en utilisant la version g-non uniforme
de la formule de Liouville. Comme y;(z(2)) et y2(2(2)) sont des solutions de (3.2)) nous

avons:

y(x(2)) yi(x(2)) ya(x(2))
Dry(x(z))  Dfy(x(z))  DTya(z(z)) | =0 (3.4)

(DF)y(x(2)) (DF)2yi(2(2) (D7) ye(2(2))

Le Vronskien de ces deux solutions, est :

n(e(2))  yale(2))

=y (2(2)) DT ys(x(2)) — yo(x(2)) DT yy (2(2)).
) | = () D n(a(2) = () Do)

W(y173/2) =

L’équation (3.4) est équivalente a I’équation du premier degré pour

w(yr,y2) = w(y1, y2)(z(2)).
Résolvons ’équation :

on a:

w(z(zq?)) = [1+ (2(2q2)) — 2(2q"%))a(z(2) |w(z(2q 2)),  (3.6)

2
En posant ) )
p(z) =1+ (‘]2_2q_2(z — 2z Ha(z(2)), (3.7)
w(z(2q?)) = p(zl) w(z(zq2)), (35)
w(x(z)) = p(zq” 2)w(z(zq™"))
La solution est alors :
w(z(z)) = H P42 uwa(zq)). (3.9)

: (3.10)
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En considérant

w($(2q2§) - UJ(SE(ZQV)) = a(z(2))w(z(2q" 7)), (3.11)

w(z(2q)) — w(z(z)) _ N (3.12)
x(zq) _ CL’(Z) 5a(x(zq ))(1 M)w(x(z)L
Daw(z(z)) 1 ] 1 1
= 51— — )alz(zq2)),
~w x(2)) ?( ) qz )1 1 1 (3.13)
Inqw(z(z)) = 2/ a(z(zq?))(1 — ZTq)qu

Donc

(o)) — w(x(zo))éj (ffo La(e(zq2)) (1—25q>dqz) | -

Ainsi, la premiere solution de I’équation (3.2)) étant connue, on peut chercher la seconde
a partir de
w(y1,y2) = DTy — 42Dy, (3.15)

car w(yi, yo) est connue par la relation ([3.14]).

3.1.2 Cas des coefficients constants

Ce cas se présente lorsque les coefficients de ’équation (3.1)) sont des constantes. Nous

pouvons résoudre cette équation par sa factorisation :

(D* — k) (D* = ka)y(a()) = 0, (3.16)

ou k; et ky sont les racines de 1’équation caractéristique algébrique :

agk® + a1k + ay = 0. (3.17)

Ensuite, en résolvant les deux équations du premier degré si k; # ks, on obtient deux

solutions indépendantes :
y1(z(2)) = e, (3.18)

et
ya((2)) = &2 (3.19)

C’est-a-dire :

a)
Dy (2(2)) — ki (2(2)) = 0. (3.20)
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et
b)
D*ys((2)) = kaya(2(2)) = 0.
Preuve
DY y(z(2)) — ky(z(2)) =0
y(x;(qg = Zg)@) = ky(x(2)),
U L Do
ylz(z) k1
yal) 20 g
Or 1 1
51— qu) = D,x(z)
Dyy(@(2) _ 1 o0,
yae) D)
* Dyy(z(2)) _ [ x(2)dgz
/ZO y(x(z)) dq » qu ( )dq
Ingy(a(2) = ka(z) = y((z) =4
Exemple

Les fonctions trigonométriques

cosqx(z) = 5 et singx(z) =

ainsi que les fonctions hyperboliques

53(2) + é;z(Z)

5 et sinh,x(2) =

cosh, z(2) =

sont des solutions des équations :

[DFPPy(x(2)) + y((2))

0
[D*Py(a(2)) — y((2)) = 0.

Preuve

a) i)

[DTPcos,a(z) + cosz(z) = 0,

€q
21

2

Y

55(2) — é;z(z)

38

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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[D+]2 ; ézx(z) +é;zx(z)

q — O
2 + 2 ’

(3.29)

i2ééa:(z) + Z'Qé;ix(z) ééﬂc(z) + é;ix(z)

=0
2 * 2 ’

i)
[DT2singw(2) + singw(z) = 0, (3.30)

(3.31)

[D*)2coshya(2) + coshyr(z) = 0, (3.32)

L& 4 gl

é;«“(z) + é;x(Z)

D P

2(e) _ gal2)

=0
2 9

é;:(Z) 4 éq—x(Z)

D+ eq
2

ég(Z) + é’q—m(Z)

=0
2 9

é;(Z) + éq—x(Z) B

2
if)

=0.
2

[D*)2sinhgx(2) + sinhgx(z) = 0.

() _ ge)

o) _ g-a(2)

[DJr]Qeq

q q _O
— Y

(3.33)

(3.34)

(3.35)

En effet, de Pautre coté, si I'équation agk? + a1k +as = 0, admet une racine double, alors

on utilise la formule de Liouville pour trouver la seconde solution indépendante.
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3.2 Orthogonalité
Considérons 1’équation aux valeurs propres :

a(x(2))D™DTy(x(2)) + b(z(2)) DTy (x(2)) = My(x(2)). (3.36)
Nous pouvons l’écrire sous forme auto-adjointe :

D™ |a(z(q2)) p(x(q2)) D y(x(2))| = Ap(a(2))y(x(2)), (3.37)

ou

D™ |a((q2))p(x(g2))] = p(a(2))b(x(2)). (3.38)
Supposons que nous avons aussi
D~ {ala(q2))p(r(a2)) D (2))] = Ap( () (2)), (3.39)

pour A et \ distincts.

Ensuite, en multipliant ’équation (3.37)) par g(x(z)) et en soustrayant membre & membre
I'équation ([3.39)) multipliée par y(z(z)), nous obtenons :

§(x(2)) D" [a(x(q2)p(x(g2)) DT y(x(2))] — y(2(2)) D~ [a(x(q2))p(x(q2)) D i(x(2))]
= (A = Np(a(2))y(e(2))g(z(2))-

(3.40)
Or
D™ [p(u)D*v —vD%u] = uD~ (pD"v) — vD~ (pD*u). (3.41)
Par cette identité, nous obtenons alors :
D~ [a(x(q2))p(z(g2))[§(2(2)) D y(x(2)) — y(z(2)) D y(z(2))]] (3.42)
= (A= N)p(x(2))y(a(2))y(x(2)).
Posons
J(x(2)) DT y(x(2)) — y(z(2)) DT G(2(2)) = W(j(x(2)), y(2(2))) (3.43)
D’ou

D~ [a(x(g2))p(x(g2))W (G(x(2)), y(x(2)))] = (A = Mp(e(2))y(x(2))g(2(2).  (3.44)

En intégrant les deux membres de cette égalité de x(zp) a x(z1), tout en notant que
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(D"F)(2) = (DF)(q_%z), nous obtenons :

z(z1)

O [ D)) dae) = [ D atela)p(ea)W (), v ) dyr ),

(20) z(z0)
90(61_521)
= [atataptota )W et uteta)] 2"
(3.45)

Cette dernicre égalité donne la condition d’orthogonalité pour les deux fonctions aux
valeurs propres y(z(z)) et g(z(z)) de ’équation correspondant aux valeurs propres
X et A distinctes dans Vintervalle [x(z),z(z1)]; avec un poids q-non uniforme discret
p(z(z)) donné par la relation en prenant z; = z et zp = z , on a:

1
z(q 221)

a(x(q2))p(e(qz))W (§(x(2)), y(=(2)))| 1 =0 (3.46)

x(q_izo)

Donc, l'orthogonalité est vérifié.

3.3 Controlabilité des équations linéaires aux différences

g-non uniformes du second ordre

Controlabilité

On considere un systeme linéaire de commande aux différences g-non uniformes défini
par:

Dy(a(2)) = A((2)) y(x(2q?)) + B(w(2)) u(x(2)). (3.47)

ou y est un vecteur de dimension k, A une matrice k x k, B une matrice k X m, et u un

vecteur de dimension m.

Un modéle mathématique plus adapté que (3.47) & 1’étude de la controlabilité des systémes
s’écrit ainsi :

(3.48)
ou :

— y(z(z)) est I'état du systeme,
— u(x(2)) est la fonction de controle,
— v(x(2)) est la sortie,

— A(x(2)), B(z(2)) et C(x(z)) sont des matrices
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Définition 3.1 Le systeme (3.48) est dit complétement contrélable si, pour tout état
initial yo = y(zo) et tout état final yr = y(z1), il existe :

— un intervalle fini vo < x < x1,

— une fonction de controle u(x) définie sur cet intervalle,

telle que la solution du systeme satisfait :

y(zo) = vo, y(z1) = Yy

Considérons 'équation linéaire scalaire aux g-différences non uniformes d’ordre deux, a

coeflicients constants :
(D)?y(z) + ay DT y(x) + asy(x) = u(z), (3.49)

ou DT désigne I'opérateur g-différence sur un réseau non uniforme.

Changement de variables

On définit les variables d’état :
za(r) =y(x),  z(r) = Dry(x). (3.50)

Alors :
+ = 22\
Dale)=alw), 1 (3.51)
Dt 2(x) = —ayz(2q2) — agz(2q™2) + u(x).

On obtient le systeme d’état matriciel :

D*z(z) = Cz(zq2) + du(z), (3.52)

A(z) = (Zgg) . O= (_(;2 _21) , d= (?) . (3.53)

Matrice de contrélabilité

avec

La matrice de controlabilité associée est :

U(C,d) =[d Cd]. (3.54)

() () as

On calcule :
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donc

U(C,d) - ((1) ! ) (3.56)

(93]

Le déterminant est
detU(C,d) = -1 #0, (3.57)

donc rang U(C, d) = 2. Ainsi, le systeme (3.52)), issu de ’équation (3.49)), est complete-

ment controlable.

Définition 3.2 Un systéme est dit de rang maximal lorsque la matrice de controla-

bilité associée posséde un rang égal a la dimension de [’espace d’état du systeme.
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Conclusion

Ce mémoire a été consacré a 'étude des équations linéaires aux différences ¢- non uni-
formes du second ordre, qui constituent une généralisation des équations aux différences
classiques et occupent une place importante dans ’analyse des systémes dynamiques dis-

crets.

Dans un premier temps, nous avons présenté les notions fondamentales du calcul aux
différences ¢- non uniformes, notamment les concepts de dérivabilité et d’intégrabilité,
ainsi que leurs principales propriétés. Nous avons ensuite étudié les équations linéaires
aux différences ¢g-non uniformes du premier ordre dans les cas homogene et non homogene,

afin de mettre en place les outils nécessaires a 1’étude des équations du second ordre.

L’essentiel de ce travail a porté sur l'analyse des équations linéaires aux différences ¢-
non uniformes du second ordre. Nous avons examiné les conditions de solvabilité dans
les cas des coefficients constants et variables, puis étudié les propriétés d’orthogonalité
des solutions. Enfin, nous nous sommes intéressés a la contrdlabilité de ces systémes
en déterminant la matrice de controlabilité associée. Cette matrice constitue un outil
fondamental puisqu’elle permet de caractériser la capacité du systeme a étre conduit d’'un

état initial vers un état final désiré a 1’aide d’'une commande appropriée.

L’intérét principal de ce travail réside ainsi dans 'obtention de cette matrice de con-
trolabilité et dans la mise en évidence des conditions permettant d’assurer le contréle
des systeémes décrits par des équations aux différences ¢- non uniformes du second or-
dre. Les résultats obtenus contribuent a une meilleure compréhension de la structure de

ces équations et renforcent leur importance dans I’étude des systémes dynamiques discrets.

Comme perspective, il serait intéressant d’étendre cette étude aux équations ¢- non uni-
formes non linéaires, aux systemes d’ordre supérieur ainsi qu’a leurs applications dans
des domaines concrets tels que les réseaux de télécommunication, le traitement du signal,

I'automatique et la modélisation de phénomeénes dynamiques complexes.
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